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RESUMO

O seguinte trabalho desenvolve as questBes propostas por Valter L. Libero no artigo “De Ising
a Metropolis” sobre o modelo de Ising aplicado ao ferromagnetismo em redes bidimensionais.
O objetivo é comparar a solu¢do de Onsager com a técnica de matrizes de transferéncia a
respeito dos resultados para a magnetizacdo espontanea.

Palavras-chave: Modelo de Ising, ferromagnetismo, magnetizacdo espontanea, spin,
temperatura Curie



ABSTRACT

This research workout some matters purposed by Valter L. Libero in his article “From Ising to
Metropolis” about Ising model apllied to ferromagnetism in bidimensional lattices. Our task is

compare Onsager solution to transfer matrices method on their results for spontaneous
magnetization.

Key words: Ising Model, ferromagnetism, spontaneous magnetization, spin, Curie
temperature.
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1 INTRODUCAO

Proposto em 1920 por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado Ernest Ising, o
modelo de Ising tinha como objetivo principal estudar o ferromagnetismo. O modelo inicial
era uma cadeia linear simples de momentos magnéticos. Esperava-se encontrar uma
temperatura critica acima da qual ndo haveria ordenamento da cadeia e abaixo da qual haveria
ordenamento de toda a cadeia. Para desapontamento de Ising e seu orientador, 0 modelo
apresentava transicdo de fase em temperatura nula.

Posteriormente, por meio de argumentos simples foi provado que o modelo tinha
transicdo de fase em temperatura ndo nula em duas ou mais dimensdes. O método matricial
introduzido por Montroll e Kramers e Wannier, em 1941, mostrou-se promissor. Até que em
1944, Lars Onsager obteve a expressao completa da funcdo particdo e da energia livre de
Helmholtz em duas dimensdes para uma rede quadrada na auséncia de campo externo. Seu
método foi simplificado por Bruria Kaufman em 1949. Desde entéo, muitas derivaces tem
sido obtidas para a solucdo de Onsager em outros arranjos e atraves de técnicas numéricas,
como o algoritmo de Monte Carlo de Metropolis. A expressdo para a magnetizacdo
espontanea foi obtida por Yang em 1951, o qual utilizou a solugdo matricial de
Onsager-Kaufman para definir a magnetizagdo como um elemento de matriz, reduzindo o
calculo ao problema dos autovalores. Heisenberg prop6s em 1928 um modelo semelhante e
mais realista, substituindo os spins ou momentos magnéticos por operadores de spin. Tal
modelo ainda ndo tem solucdo. Sua sofisticacdo é tamanha que em muitas situacdes volta-se a
formulacéo mais simples do modelo de Ising.

Entre as vantagens do modelo de Ising estdo o fato de ser um modelo classico, que
concentra no problema estatistico toda a sua dificuldade, e também de servir como primeira
aproximagdo para a descricdo de vérios tipos de fendmenos cooperativos, ndo s6é em
magnetismo como na transi¢do gas-liquido, em ferroeletricidade e outros. Ndo ha solucao
para 0 modelo em trés dimensGes. Contudo, através da solucdo exata em duas dimensdes

aprendeu-se muito sobre magnetismo e mecanica estatistica em geral.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 DESCRICAO PRELIMINAR DO MODELO DE ISING

O modelo de Ising é uma maneira de simular a estrutura de uma substancia
ferromagnética, isto €, seus dominios. Mais precisamente, ele avalia a transi¢do de fase entre
o ferromagnetismo e o antiferromagnetismo. Esta transi¢cdo ocorre na temperatura critica. As
descricdes gerais sobre as fases magnéticas dos materiais estdo no APENDICE AS FASES
MAGNETICAS.

O sistema considerado ¢ um arranjo de N pontos fixos que formam uma rede
periddica n-dimensional (n = 1,2,3). Cada ponto da rede corresponde a uma variavel de spin

o, (i=1.2,..,N), a qual s6 pode assumir dois valores: o, =+1(spin up) correspondendo ao
momento de spin + 50U 0} = —1(spin down) correspondendo ao momento de spin —%.

Um dado conjunto de nimeros o; determina a configuragéo de todo o sistema.

Os spins interagem uns com os outros segundo o termo de troca J, que é a energia
de interacdo. Como a energia diminui rapidamente com a distancia, consideram-se somente as
interagBes entre 0s vizinhos mais proximos. O Hamiltoniano do sistema, para uma rede linear

e na auséncia de um campo externo é dado por:
N-1
H(o)=-3> 0,0, 1)
i=1

O termo J € positivo, portanto o alinhamento paralelo de spins (spins no mesmo
sentido) corresponde a uma energia —J e o alinhamento antiparalelo de spins (spins em
sentidos opostos) corresponde a uma energia +J. O alinhamento paralelo de spins
corresponde a uma fase ferromagnética e o alinhamento antiparalelo corresponde a uma fase
antiferromagnética. No modelo de Ising a fase ferromagnética, isto é, a existéncia de

magnetizacdo espontanea, é favorecida a baixas temperaturas.
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2.2 PROVA DA AUSENCIA DE FERROMAGNETISMO EM UMA DIMENSAO

No modelo de Ising unidimensional, a transi¢do de fase ocorre a temperatura nula.
Se os spins estdo alinhados (Fig. 1(a)), todos apontam na mesma dire¢cdo. Quando viramos

parte do conjunto (Fig. 1(b)), ocorre um aumento de energia.

Fig. 1 (a) todos os spins estdo alinhados, (b) parte
dos spins esta desalinhada. O custo energético para
virar parte dos spins é 2J

Peierls provou em 1936 que o modelo de Ising tem transicdo de fase em duas ou
mais dimensdes em temperatura ndo nula. No mesmo trabalho ele utiliza um argumento para
provar que a ordem de longo alcance, isto é, o ordenamento de todos os spins persistia mesmo
aumentando levemente a temperatura a partir de T=0. O mesmo argumento é facilmente
elaborado em uma dimensdo, resultando em temperatura critica T.=0, o que utilizaremos nesta
secdo como prova da auséncia de magnetizacdo espontanea em uma dimensao.

Partindo da Fig. 1 e da equacdo (1), que trata do problema sem campo externo, a

energia inicial é Ej=—-NJ e a energia final € E;= —(N —1)J+J. Assim a variacdo de energia é:

AE=E, —E, =2J 2)

A entropia inicial é zero, pois ha apenas um estado, enquanto a entropia final é
k-In(N —1), pois ha N —1 formas de separar os dominios, de forma que a varia¢do da energia

livre de Helmholtz, da qual tratamos no APENDICE FUNCAO PARTICAO, é:

Ag = AE —TAS =2J —kT-In(N -1) 3)
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No limite termodindmico N —oo, para qualquer T =Oteremos Ag <0,

mostrando que a cadeia é instavel contra qualquer mudanca de spin.
Assim, a Unica possibilidade de haver o ordenamento de todos os spins é em T=0,
que é a temperatura critica para um arranjo linear. Embora ndo haja magnetizacdo espontanea

para T > 0, as transicdes de fase podem ser observadas em laboratorio.

2.3 TRANSICOES DE FASE MAGNETICAS

As transicOes de fase e os comportamentos criticos para magnetizacdo se ddo
como a seguir. Um material é dito em transicdo de fase quando uma caracteristica
macroscopica, como a densidade ou a magnetizacdo, muda drasticamente. Considere uma
barra de ferro em um forte campo magnético, H, paralelo ao seu eixo. A barra sera quase
completamente magnetizada, sendo que sua magnetizacdo, M, em unidades apropriadas sera
+1. Diminuindo H a zero, M diminuir4, mas ndo a zero, de forma que a barra apresentara uma
magnetizagéo espontanea M, .

Revertendo o sentido do campo magnético, a magnetizacdo serd revertida, de
forma que M é uma funcdo impar de H, conforme o grafico da Fig. 2 (a), com uma
descontinuidade, de tal forma a ser considerada em transicdo de fase em H=0, ja que a
magnetizacdo muda de sentido positivo para negativo.

Devido ao fato de a barra de ferro ndo estar realmente em equilibrio
termodinamico, esta descontinuidade é distorcida nos experimentos e, assim, ocorre 0
fendmeno de histerese.

Se a temperatura € aumentada levemente, o grafico de M continuara similar. Até
que T atinja o valor critico T, (ponto Curie), no qual a magnetizacdo espontanea desaparece e
a funcdo M(H) tornar-se-a continua, com uma singularidade em H=0, como na Fig. 2 (b).

Para qualquer aumento acima de T., a funcdo M(H) tornar-se-4 continua e

analitica em H=0, como na Fig. 2 (c).
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(©)

Fig. 2 de M(H) para (a) T<Tc, (b) T=T¢, (c) T>Tc. Adaptado de
"Exactly Solved Models in Statistical Mechanics”, de R. J. Baxter.

2.4 EXPOENTES CRITICOS

As fungdes termodindmicas possuem singularidades proximas do ponto critico, de
forma que divergem. Uma avaliacdo mais precisa do comportamento das quantidades
termodinamicas mais importantes nas proximidades do ponto critico é feito considerando-as
fungdes da temperatura. Para isso sdo usadas leis de poténcias, cujos expoentes sdo chamados
expoentes criticos.

Define-se susceptibilidade magnética:

OM(H,T)

H (4)

(H,T)=
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Ao se considerar o comportamento critico € conveniente se substituir T por:

: ()

de forma que, no caso do magnetismo, as func¢des termodinadmicas tenham singularidades em
H=t=0. Espera-se que estas singularidades sejam normalmente poténcias simples de
expoentes nao inteiros.

Espera-se que:

M (T) ~(-t)?  parat >0 (6)
M(H,T.) ~H? paraH — 0 @)
7(0,T) ~t7 parat —» 0" (8)
7(0,T) ~(—t)” parat—>0" (9)

onde My(T) é a magnetizagdo espontanea e a notagdo X ~ Y significa que X/Y tende a um
limite ndo nulo. Os expoentes criticos associados com magnetiza¢do f,d,y,y’ sd0 nameros,
independentes de He T.

Torna-se usual se definirem dois expoentes criticos o e «’ de forma que proximo

de T, o calor especifico em campo nulo diverge segundo uma lei de poténcia :

C(o,T) ~t parat — 0" (10)
C(0,T) ~(-t)™“ parat—>0" (11)

A definicdo acima pode apresentar dificuldade na medida em que C(0,T)
permanece finito pata t indo a zero por valores positivos ou negativos, embora seja uma
funcdo analitica em t=0. Por exemplo, C(0,T) pode ter um simples salto descontinuo em t=0,
como ocorre no modelo de campo médio ( ou Bragg-Willians).
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2.5 0 MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL

Agora detalharemos o problema original de Ernest Ising.
O problema em uma dimensdo consiste num arranjo linear e circular fechado de
spins (Fig. 1), sendo que cada spin interage com os dois mais préximos e com 0 campo

magnético externo.

Fig. 3 — “Thermodynamics and Statistical
Mechanics”, Walter Greiner, Ludwig Neise,
Horst Stocker, pag. 438

Resolver o modelo de Ising significa escrever a fungdo parti¢cdo canonica:

2,-3¥| 5] (12)

onde k é a constante de Boltzmann, k=1,38 x 1023,

O Hamiltoniano do Sistema é dado por:
N N

E(O_):_‘]zo-io_iﬂ_Hzo-i (13)
i=1 i=1

J corresponde a constante de acoplamento entre 0s spins e H corresponde ao

campo magnetico externo, também considerado constante. Os spins o (spin de Ising) séo
associados as suas  orientagbes, podendo, assumir os valores o, =+1

(spin up), correspondendo ao momento de spin + 1/2, ou o, =-1(spin down),

correspondendo ao momento de spin -1/2. Dessa forma, a funcdo particéo se escreve:
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Z,(HT)= Y. Yen{s> oo, +oHE 0D

o=tl oy=t1 i=

com g = % (14)

Contabilizando a estrutura da cadeia de spins, podemos avaliar a relacdo de

simetria nas somas o, = 0;.

Originalmente, Ising usou um meétodo combinatdrio para calcular a fungdo
particdo. Contudo, H. A. Kramers e G. H. Wannier utilizaram uma formulacdo matricial mais
simples, e elegante.

Definindo P um operador no espaco de spin (matriz 2x2) cujos elementos de

matriz sao dados por:

1
<O-i |P| 0i+1> =exp{fllo,o,, + E H(o; +o0,.)1} (15)
Os elementos de matriz sdo:

(+1|P|+1) =exp[B(J + H)]
(=1|P|-1) =exp[ B(J — H)]

(+1|P|-1) = (-1|P|+1) =exp[- ] (16)

: . (1 .
Se um spin o, =+1 corresponde ao vetor unitério (0] e um spin o, =-1

.. (0 . ~
corresponde ao vetor UnltaI’IO(lJ , @ matriz P tem representacoes:

P:(exp[ﬂ(HH)] exp[-A] j an

exp[-A]  ep[AJ -H)]

Completando a equacéo (4) obtemos:
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ZyHT)=> .. Y (0,P|o,)0,|P|os)..{oy |P|oy) (18)

o=l oy=%1

Como os estados |il> formam um conjunto completo, a relacdo de clausura

Y |o){c| =1 é verificada, assim:

o=t1

Zy(H,T)=(c,|P"|c,) =TrP" (19)

A matriz dos autovalores é encontrada transformando P na forma diagonal através

da equacéo secular:
op[fU+HI-2  ep[-p] | _
exp[-A]] exp[(J —H)]-4

A2 —22exp[£I]cosh(pH) + 2senh(233) =0 (20)
onde o 1° termo da igualdade acima é chamado polindmio caracteristico. Assim:
1
A, =exp(I)cosh(SH) +[exp(-283) +exp(2/33)senh? (SH)]? (21)
(22)

I A L
ZN(H,T)_Tr(0 ﬂzj _ll +12

de tal forma que, com a funcgéo particdo calculada, as funcdes termodindmicas sdo obtidas da

energia livre de Helmholtz:
g(H, T)=—kTInZ,(H,T) (23)

a qual no limite termodinamico N—-co, temos:

g(H,T) =—KTIn{4' + A)}=—KTIn{A'[1+ (%)N 1}



=—kTInA' =-NKTIn 4,

jaque 4, < A4,.
As funcoes:
U(H,T)=-kT? i(ij (energia interna)
’ oT (kT
oU . _
C(H,T)= T (capacidade térmica)
og N N
M(H,T)= - DS (magnetizacéo)
i=1

sdo as consideradas neste trabalho.

Tomando a equacdo (21), a energia livre de Helmholtz por spin é:

%g(H ,T)=—=J —KT In[cosh(pH) +\/senh2(,BH) +exp(—4.43)]

pOis:

2y = exp{fI[cosh(/H) +-/senh? (BH) +exp(-4/30) T}

a magnetizacdo por spin é:

N OH  Jsenh? (BH) + exp(~4/0)

iM(H,T): 109 senh(fpH)

Os graficos de N M (H,T) para varias temperaturas estdo na Fig. 4.

18

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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M(H,T)/N

'
N
'

Fig. 4 Magnetizacdo por spin do modelo de
Ising em uma dimensdo. N&o h&a magnetizacao
espontanea

Logo, para qualquer T >0:

1
NM(o,T)_o (31)

de forma que ndo ha magnetizacdo espontanea em uma dimensao.

Conforme dito na secdo 2.3, a magnetizacéo € uma funcao impar de H:

Da equacéo (27) e da Fig. 4 sabe-se que os valores da funcdo magnetizacdo por

spin estéo no intervalo:

1 <MHT) (33)
N

Como ilustra a Fig. 2 (b), a inclinacdo da funcdo magnetizacéo € infinita no ponto
critico T=T.. Diferenciando a equacdo (27) com relacdo a H:
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oM (H,T) _
G—H_Z(H'T) (34)

onde y é a funcdo susceptibilidade magnética.

A funcdo y(H,T) em uma dimenséo é entdo obtida:

H,T)=
D= ot () + o (4

Para os limites H—0 ¢ T—0:
7(H, T) > (36)

mostrando assim que, para T—0 ¢ H—0, a fungdo M tem um comportamento critico de

transicdo de fase.
2.6 CORRELACOES

A funcdo correlacdo para dadas duas posi¢cbes em uma rede, no modelo de Ising
uma rede de spins, determina qual a probabilidade de os spins serem iguais.
A correlagdo entre dois spinsi e j €:

fi = <O'iO'j>—<O'i ><O'j> (37)

Se a contribuicdo energética do Hamiltoniano € invariante sob translacdo, como o
€ na maioria das situagdes, <0'i> é igual para todas as posi¢des i. Utilizando a equacéo (4) do

APENDICE FUNCAO PARTICAO:

M(H,T)
N

- Nl-ZNl(Z(aﬁaz +...0, )j-exp{{Eo(G)—HZUi}}

o

N (o, +0,+...+0y)
(38)
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onde E,(o) é a contribui¢do interna do Hamiltoniano de spins. De forma que <0'i> éo

mesmo para todas as contribuicdes i, isto é:

(o) = <Ui> = w (39)

e, de forma similar, a funcdo f;; dependera apenas no vetor distancia r; entre as posicdes i e j:

fij = fij (Fu) (40)

onde f(F) é afungdo correlagéo.
A ordem de curto alcance é descrita pelas correlagdes para pequenas distancias
entre as posi¢cdes. A ordem de longo alcance é o limite para grandes distancias.

Longe de T, espera-se que a fungéo f(F) decaia exponencialmente a medida que

F se torna maior. Mais precisamente, seja k um vetor unitario fixo, espera-se que:

—-X

f (xl?) ~x"ef para x — oo (41)

onde 7 & um nlimero e & é o comprimento de correlagio na direcéo k .
O comprimento de correlacdo é uma funcdo de H e T, e é esperado que tenda ao
infinito em T.. De fato, esta propriedade de o comprimento de correla¢do se tornar infinto

pode ser considerada um indicio de um ponto critico. Espera-se que:

0,T)~t™" arat > 0"
$(0,T) | parat — 42)
~t parat >0~

onde v e v’ sd0 0s expoentes criticos de comprimento de correlacao.

Espera-se que a dependéncia de & na diregdo k desapareca préximo a Te.
Agora utilizaremos a técnica de matriz de transferéncia para calcularmos as
correlag@es spin-spin.
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Usando as equacBes (13), (15) e a equagdo (1) do APENDICE FUNCAO

PARTICAO, a probabilidade de um sistema estar em um estado o = {0,,0,,05,...,0, } &
Zﬁlp(allgz)P(O_z’o_s)P(03’U4)"'P(GN ’Gl) (43)

onde P(o;,0,,) é o operador cujos elementos de matriz sdo (o, |P|o,,), 0s mesmos da

equacéo (15).
Considere V uma matriz de base 2x2 com vetores coluna (xi,X2), isto é:

V = (X, X,) (44)
sendo x; e X, autovetores de P, de modo que:

Px.=A.x., ]=1,2 (45)

J 177

Temos da equacdo anterior:

o )
PV =V (46)
0 4,

Como P é uma matriz simétrica, é possivel x; e X, ortogonais e linearmente
independentes, resultando que V tenha uma inversa V. Multiplicando o lado direito da

equacéo (46) por V™*:
0
p_v[” N (47)
0 4,

Considere a correlagéo entre os spins o, e o,. O valor médio de o,0, €:

<0103> = ZQIZ%P(%’O’Z )P(Gz 103 )03 P(03'O-4 ) e P(GN ’Gl) (48)
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A equacédo anterior pode ser escrita em termos de matrizes: considere S sendo a

matriz diagonal:

A matriz S tem elementos:

S(o,0")=0-5(0,0")

Entdo o lado direito da equacdo (48) pode ser escrito como:

Z, TrSPPSP---P,
assim:

(0,0,) =2, TrSP?SP 2

Similarmente, se 0< j—i<N:

(010,) =2 TrsPIispt

o, )=2TrSP"
< |> N

de forma que <O'i> é independente de i e <0'iaj> depende apenas da diferenca

mostrando assim a invariancia do sistema sob translacéo.

(49)

(50)

(51)

(52)

(83)

(54)

j'i!

A matriz P é conhecida como matriz de transferéncia, e pode ser definida para

modelos de duas ou mais dimensdes.

Utilizando as equacgbes (17), (44) e (45) no célculo dos autovalores de

P, observa-se que a matriz V pode ser escolhida ortogonal, dada por:
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v — (cosqﬁ — sen¢j (55)

seng  CoS¢

As transformacdes de similaridade da eq. (47) podem ser aplicadas

simultaneamente para P e S, substituindo P e S por:

o A0
V7PV = (56)
0 4,
Cc0oS2¢ —sen2
V7SV = ’ g (57)
—Sen2¢ —cos2¢
respectivamente.
Substituindo a expresséo da eq. (56) por P na equacdo (19), obtemos:
A 0
Zy :Tr(o 12} :/11'\‘ +12N (58)

que € idéntica a equacdo (22).
Substituindo as eq.s (56) e (57) nas eq.s (53) e (54), tomando-se o limite N — oo

e mantendo-se o valor j-i fixo, obtemos:
Y
<Gi0 J. > =cos’ 2¢ + sen’ 2¢(—2j (59)
A
(o) =cos2¢ (60)

considerando 4; 0 maior dos autovalores.
A equacéo (60), combinada a equacéo (30), resulta numa avaliacdo do nimero ¢:

cot g(2¢) = exp (2K )- senh(h) (61)

com K=J/KT e h=H/KT.
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Das equacdes (37), (59) e (60) a fungéo correlagao fj; pode ser calculada:

A I (62)
—sen?(24) 22
sen”( ¢)[}J

Como |=%(<1, concluimos que fij decai exponencialmente a zero & medida que j-i

1

assume valores maiores, e da equacdo (41) o comprimento de correlacdo & é dado(em
unidades de espacamento de rede) por:

]

2.7 PROVA DA EXISTENCIA DE FERROMAGNETISMO EM DUAS DIMENSOES

O argumento de Peierls prova que em campo magnético externo nulo e em
temperaturas ndo nulas o valor méedio termodinamico do momento dipolo magnético €
diferente de zero em duas dimens@es. Griffiths em 1964 propds uma demonstracdo similar a
de Peierls.

Agora segue uma demonstracdo similar a de Griffiths(Statistical Mechanics;
Shang-Keng Ma; pagina 301-305). Antes da rigorosa demostracdo matematica segue uma
argumentacdo tedrica.

Considere uma rede quadrada como a ilustrada na Fig. 5.
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+ + + + 4+ + + + + + + + + + =+
+ + 4+ 4+ 4+ 4+ + + +)1-]|+ + + + +
+ + + + + + + +]|- - ~|+ + + +
+ + + + + + + + + + + + + + +
+ + +|- - =]+ + + + + + + + +
+ +|= = = = = =] = = =]+ +
s e il o ] s ] = ] =] »
+= =+ +|=|+|=|+|=-|+]|-|+ + +
++—-|+++—+———+++
o a2 Rl i S o I i B R G
+ + 4+ + + + + + + + + + + + +
+ + + + + +[=- = = =+ + + + +
£ Wl @ PR SIS S s
+ b e ] = = w wm mlide e P e
+ + + + + + + + + + + + + + +

Fig. 5 “Statistical Mechanics” , Shang-Keng Ma, pagina 302

A energia total €:

H (S) = Z(_‘]ijsisj) - hzsi
1] i
J;=Jd>0 i e j séo vizinhos imediatos

J, =0 ademais (64)

onde H(s) é o Hamiltoniano do sistema e h &€ o campo externo.
Utilizaremos as defini¢bes de ponto de parti¢do e linha de particdo. Na figura os

spins de valores +1 e -1 sdo representados por + e -, respectivamente.
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Cada ponto, isto é, cada spin tem quatro vizinhos mais proximos. Existe um ponto
de particdo entre cada par de spins vizinhos com sinais opostos. Ao serem conectados, estes
pontos formam linhas de particdo, dividindo a rede em regides. O comprimento de cada linha
de particdo é determinado pelo nimero de pontos da linha.

O momento magnético total da rede é a area da regido positiva menos a érea da
regido negativa. Para se criarem linhas de particdo, a temperatura T do sistema deve ser
aumentada. Quando T=0, todos os spins tém a mesma direcdo e ndao ha nenhuma linha de
particdo. Se o perimetro de uma certa regido negativa é L, a energia é 2JL, porque a energia de

cada ponto de particdo é 2J. Logo a probabilidade de haver esta regido negativa é:

20

e T (65)

Considerando h=0 e L no minimo igual a 4, para temperaturas suficientemente
baixas deve haver regifes negativas de areas pequenas em relacdo ao sistema. Dessa forma,
haverd mais spins positivos do que negativos e 0 momento magnético total é diferente de
zero, provando-se assim a existéncia de ferromagnetismo.

Agora segue a rigorosa demonstracdo matematica.
Tomemos um spin qualquer S; e consideremos P. e P. as probabilidades de ele
assumir os valores +1 e -1, respectivamente.

O valor médio termodinamico de S; é:

(s)=p,—p. (66)

O objetivo é provarmos que para uma temperatura T suficientemente pequena

temos (s,) # 0, isto é, p.< p..

Se S; tiver valor -1, ele dever estar circundado por um nimero impar de linhas. E
se Sj estiver circundado por um numero par de linhas, teréd valor +1.

Se Sj ndo estiver circundado por nenhuma linha, tera valor +1. Consideremos
agora Sj como a linha de particdo mais interna e tendo valor -1. Mudando os valores dos spins

mais internos para +1, teremos uma linha a menos e esta sera a configuracdo para Sj=+1.
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Assim a probabilidade para uma configuracao S;= -1 pode ser escrita como:

o
e KT .e KT

7 (67)

L é o comprimento da linha de particdo mais interna e L' é a soma das outras
linhas. Z é a funcéo particéo.

A equacgdo anterior nos da apenas uma configuragdo. Consideremos G(L) a
funcdo que nos d& o numero de configuracbes com comprimento L na linha mais interna.

Utilizaremos G(L) no célculo de p.. Para fazé-lo devemos fixar as linhas externas de forma
que estas ndo sejam interceptadas. Desconsiderando esta restrigdo, superestimamos G(L) e
cosequentemente p..

Assim a probabilidade de Si= -1 deve ser menor que:

2L 29
[G(L)-e ij.e kT

(68)
Z
onde o termo fora do paréntese é justamente a probabilidade p..-.
Temos entdo:
20
p. <(ZG(L)-e ” jp+ (69)
L

E G(L) é o nimero de maneiras de tragar uma linha em torno de Sj. Ha trés
modos de desenhar um passo, sempre comec¢ando de um ponto.

Para se desenhar L passos, tém-se 4x3"* modos.

Queremos que L volte ao ponto inicial, de forma que o nimero total € menor que
4x3-,

Pode-se tragar a linha no sentido horario ou no sentido anti-horario.

Mais uma vez superestimando G(L), devemos dividir 4x3"™ por 2L.
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Assim:

4 LY
G(L) < —3" =
( )<2L (4) (70)

I_ 2
onde (Zj é a maior area que pode ser delimitada pela linha de particdo. Como pode estar

em qualquer ponto dentro da curva, G(L) deve conter este fator. Substituindo a equag&o (35)

na equacdo (34):

2JL

p < i%sL-le‘kT (1)

onde o termo P é desconsiderado por ser menor que 1. Calculando a série na equagdao (36):

o < 4e™ —3e™
C 24(1-e)”
a= 2 _ In3 (72)
KT
—4a _ —Sa
<si>:1—2p_>1—(4e S (73)

12(1—e )’

. 1 J .
Se KT = J, e é menor que > portanto se T <E a conclusdo acima resulta

em:

<Si > > % (74)
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Na demonstragdo acima 0s spins mais externos devem ser fixados em +1, do
contrério <Si> deve ser igual a zero, pois na auséncia de campo externo o modelo apresenta

uma simetria:

H(s)=H(-s) (75)
Ferromagnetismo significa que qualquer minima forca aplicada, por exemplo uma
forca aplicada a uma pequena regido do sistema, resulta em <Si> # 0. A demonstracdo acima

pode ser estendida para trés ou mais dimensoes.
2.8 A SOLUCAO DE ONSAGER

2.8.1 FORMULAQAO MATRICIAL

O modelo de Ising bidimensional é formulado em termos de matrizes para
chegarmos a uma solugdo exata do modelo. A rede quadrada do problema deste capitulo
(Fig. 6a) esta na topologia de um tordide (Fig. 6b), ao invés da topologia de um cilindro
utilizada no trabalho de Onsager. A solucdo a seguir esta baseada na formulacao de Kaufman.

-~

\
Columns —=
i 1 2 3¢ n n+l=1
Qe Yo e OO
n columns
2()—(‘)——0——-——(,'—(
g
e
l 30 (> 5( )- )
ne> (> > { Q s
n rows
n+ l1=10- -C O <
Fig. 6a Fig. 6b

Fig. 6a Rede de Ising bidimensional
Fig. 6b Topologia da rede de Ising bidimensional

Considere uma rede quadrada de N=n2 spins com n linhas e n colunas, com a
condicdo de que as configuracbes das (n+1)-ésimas linhas e colunas sejam idénticas com as

primeiras linhas e colunas, respectivamente. Sendo y, (¢=1,...,n) o conjunto de coordenadas

de spin da linha a:



1, =1{5,,5,,5,,....8, }

A condicdo de contorno do toroide implica:

ILloH—l = Il'la
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(76)

(77)

A rede completa é definida por {,ul,...,un } onde a linha a interage apenas com as

linhas (a+1) e (a-1). Considere E(u, 4') a energia de interagdo entre duas linhas da rede de

spins vizinhas, e E(x) a energia de interagdo entre os spins da linha £ com seus vizinhos

mais proximos na linha e com o campo externo. Entéao:

onde:

n

E(u,p)=-3 5,5,

k=1

E(u) = _‘]Zsksk+1 —H Zsk
k=1

A condicdo de contorno do toroide implica em cada linha:

%)
Il
w

N

n+1

A energia total da configuracéo da rede é dada por:

Uy (ttyo 1) = STy 1) + E 1)

a=1

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)
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onde E(u,,1,.,) e E(x,) equivalem, respectivamente, as equagdes (78) e (79).

A funcéo particéo é:

Zy(H,T)= Z"‘ZGXP{— ﬁZ:[E(ﬂa,ﬂaﬂ) + E(ﬂa)]}} (83)

H Hn

Como cada spin da rede assume somente duas configuracdes a rede é composta de

n linhas e n colunas. Considere a matriz P do tipo 2" x 2" cujos elementos de matriz séo:

(u|P| ') =exp i BIE(u, 1) + E() ]} (84)

A funcéo particéo se torna:

Zy(H.T) =20 (et Pl gy ) pt [Pl )+ (1, [P 11,

H Hn

=D {4 |Plpy) =TrP" (85)

A rede bidimensional neste trabalho é convertida de um cilindro para um toroide

de modo a facilitar a diagonalizacéo de P. A mesma na forma diagonal se torna:

P= . (86)

/1 n

L 2

onde ﬂj,ﬂz,...,/lzn sdo os 2" autovalores de P. A matriz P", que também ¢ diagonal, tem

elementos (4,)",(4,)",....(4,.)", de forma que:

Zy(HT) =2 (4,) (87)
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Espera-se que P seja da ordem de e" ja que, da eq. (84), E(u, u') e E(u) sdo da

ordemden. Se A, € o maior autovalor de P e se:

lim E IN(A, )} = namero finito (88)

n—o

O modelo possui solucdo finita. Se, além disso, todos os autovalores A, sdo

positivos, o que sera confirmado adiante:

A1) <Z,<2"(4.)" (89)
ou:
1In/imxgizanN sllnﬂ,max+lln2 (90)
n n n n
e portanto:
.1 .01
lim-InZ, =lim =4, (91)
Now N N0
onde N=n2.

Agora segue uma descricdo explicita de P. Da eq. (84) e das eq.s (78) e (79) é

possivel obter os elementos da matriz P na forma:

P

n

(S,,....8

S;”S:]> = Hemskemsksk+1emSkSL (92)
=1

Definindo trés matrizes 2" x 2" V., V, e V,, cujos elementos de matriz sdo:

I VAT z]l[e’”sksL (93)
k=1
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(SpreinS, |V, |S00nSh) =6, -6, Hewsksm (94)

S

Sy Sp) = O ---Esns,n]k}eﬁ'*s* (95)

onde &, €é o delta de Kronecker. Utilizando uma multiplicacéo de matriz usual:

(S, |P|S},....50)

R I NN VAR Y)

" " oam m
n

S e Sh ST

n 14
'<Sl""'sn 2

U TCSAC VAT (96)
verificando-se assim que:
P=V,V,V, @7

As matrizes V/',V, e V, comutam entre si, ja que V, e V, sdo diagonais e podem

ser expressas em termos de matrizes especiais. Considere as matrizes de Pauli X, Y e Z:

G clJ ! (? _olj Z (é ° j 98)

com as seguintes propriedades:

X

X2=1, Y2=1, 72=1
XY +YX =0, YZ+ZY =0, ZX +XZ =0 (99)
XY =iz, YZ=iX, ZX =iY

Definem-se as matrizes 2" x 2" X, Y,, Z, (¢=1,...,n) como os produtos tensoriais

que seguem:
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X, =1x1x---x X x---x1 (nfatores)
Y, =1x1x---xY x---x1  (n fatores)
Z, =1x1x.--xZx---x1 (nfatores) (100)

T

(a - ésimo fator)

Para o # [, verificam-se as rela¢fes de comutag&o:

X X, l=lv..v,|=lz..z,]=0
|. a ﬂJ |.a ﬁ'J |.a ﬂJ 0 (101)

Verifica-se também que para um dado o as matrizes 2" x 2" X,, Y, € Z, satisfazem

as relacdes da equacdo (100). Considere a identidade:

e” =coshé@+ Xsenh@ (102)

onde X é qualquer matriz cujo quadrado é a matriz unitaria e & € um namero. A prova da

equacao (102) segue:

e” = i—x =Y —+X ) 9" _ cosho + Xsenho (103)

n=0 n! n par n! nimpar n

e a equacdo (102) é satisfeita. Verificando-se a eq. (93), fica claro que V,' é um produto
tensorial de n matrizes 2 x 2 idénticas:

V/=axax---xa (104)
onde:
(sla[s’) =e”* (105)

portanto:

e” e
a=| . |= e” +e X (106)
e e
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Usando a equacgéo (102) obtém-se:

a=,/2senh(2/31)e” (107)
onde:

tgg =e?” (108)

Assim:

V,/ =[2senh(280)]p e* xe* x---x e (109)

Combinando as relagdes do APENDICE PRODUTO TENSORIAL com a
equacao (100) e (106) obtém-se:

v,/ = [2senh(280) 2V, (110)
V, = ﬁe”“ , tg@=e?” (111)
=1

Calculando os elementos de matriz obtemos:

Vv, =] e (112)
a=1
V, =[]e™, Z..=2 (113)
a=1
de forma que:
P =[senh(220) VWV, (114)

Para o caso de H=0, V, =1 e a equagdo acima fica:

P =[senh(240):V.,V, (115)
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completando a formulagéo bidimensional do modelo de Ising.
2.8.2 DIGRESSAO MATEMATICA

As matrizes a seguir sdo de grande importancia na solu¢cdo do modelo de Ising

bidimensional na auséncia de campo externo. Considere as 2n matrizes Fﬂ,(,uzl,...,Zn)

satisfazendo a seguinte regra de anticomutacao:

=1..2n
Il +T0, =25, (u )

“ (v =1,.,2n) (116)

Considere as propriedades a seguir:

a) A matriz I', nao pode ser de dimensao menor que 2",
b) Se {Fﬂ} e {F}’l} sdo dois conjunto de matrizes, existe uma matriz singular S de
formaque I', =SI"/S™".

c¢) Qualquer matriz 2" x 2" é uma combinacéo linear da matriz unitaria, das

matrizes I',, do tipo 2" x 2" e de todos os produtos independentes

rr,rrr,,..
Para n=1, a eq. (116) define duas das matrizes de Pauli 2 x 2, e para n=2, define

duas das quatro matrizes de Dirac 4 x 4.. O conjunto de matrizes {Fﬂ}, 2" x 2" pode ser

representado por:

rl = Zl FZ :Yl

T, =X,Z, I, =Xy, (217)
FS :X1X223 FG :X1X2Y3

an—l = X1X2 "'Xa—lza (C( =1 n) (118)

T, =XX,X_Y. (a¢=1..n)

Uma representacdo também satisfatoria é obtida permutando-se as fungdes X, e Z,

(e=1,...,n). E uma representacao equivalente a eq. (118) é obtida permutando-se a numeracao
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de I7,...,T,,. Considere um conjunto definido {Fﬂ} e o sendo uma matriz 2n X 2n descre-

vendo a transformacéo linear ortogonal entre os membros de {Fﬂ }:

2n
I = Z;a)wrv (119)
onde os termos @, , sdo numeros complexos satisfazendo:

2n

Za),u va)ul = 5\/& (120)
u=l

A equacdo acima pode ser escrita na forma:

(121)

onde @' € o transposto de @. Se I', & o componente de um vetor em um espago 2n-

dimensional, @ induz uma rotacéo neste espaco:

- —
1_‘l a)ll a)lZ (01 2n 1_‘1
I, 0] 0] RPEN1) I
2 21 22 2,2 2
L " (122)
i
rzn a)an a)Zn,Z w2n 2n _rzn

Substituindo a eq. (119) na eq. (116) verifica-se que o conjunto {FL} também

satisfaz (116) por causa da eg. (120). Entéo:

I, =S(o),S™(w) (123)

onde S(w) é uma matriz 2" x 2" ndo-singular. S(w) é a representacdo matricial 2" x 2" de
uma rotagdo @ num espaco 2n-dimensional, devido a correspondéncia:

w <> S(w) (124)
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Das duas relagdes anteriores temos:
S(),S(w)=D »,T, (125)
v=1

E 6bvio que se @, e @, sdo duas rotagdes, @@, também é uma rotagdo. Assim:

S(a)la)z) = S(C{)l)S(C()Z) (126)

Seja uma rotacdo num plano bidimensional do espaco de dimensdo 2n. Uma

rotacdo de angulo @ no plano uv é definida pela transformagéo:

=T, A=pu, A#v)
[, =0, cosd+T, send (u=v) (127)
[, =-I,send+T, cosd (u=v)

onde @ também é um ndmero complexo. A matriz @ é uma rotagdo S(w) é o representativo

de spin da rotagcdo @ . A matriz de rotagdo, dada por a)(,uv|49) é explicitamente dada por:

o - ésima v - ésima
coluna coluna
(128)
cos@ -+ senf - |u-esimalinha
o(uv|0) =
e« —Send --- coSO - |v-esimalinha

onde o0s elementos ndo mostrados sdo unitarios ao longo da diagonal principal e zero nas

posicdes ademais. Entéo a)(yv|6?) 0 plano de rota¢do no plano v . As identidades

a)(,uv|¢9) = a)(,uv| —-0)

) (129)
@ (,uv‘@)a)(,uv|9) =1
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sdo facilmente verificadas. As propriedades de @ e S(w) a seguir sdo relevantes para a

solucdo do modelo de Ising.A prova da existéncia de S(@) segue por construgao:

LEMA1

Se a)(,uv‘e) <SS, (0), entédo:

1

S (@)=e " (130)

uv

Prova: como I''I', =-I'", para pu=#v e I I'I' I, =—1, uma identidade

v ou MoV U v

analoga a eq. (102) é:

1
e 2 = cosg—ryrvseng (131)

de forma que temos:

Lo T, Zer,r,  Za,T,
g2 ' 2" _p2 M a2 v
(132)
le(l"ﬂl"‘, +I,T, )
logo:
a4 %ar#rv
S..(0)=¢ (133)

Por meio de um calculo direto verificam-se as seguintes identidades:

S,.(O)L,S,.(0)=T, (A#pu, A=V) (134)

nv



S,.(OT,S,.(0)=T,cosd+T send

S,.(OT,S,.(0)=-T, send+T, coso

v uv

LEMA 2
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(135)

(136)

Os autovalores de a)(,uv|0) sd0 1, com degenerescéncia 2n-2, e €%, que ndo sdo

.0
*i—
degenerados. Os autovalores de S, (¢) sdo e 2, cada um com degenerescéncia 2",

Prova: A primeira parte € trivial. A segunda parte pode ser provada escolhendo-se

uma representacdo especial para I',I', . Considere I, e I, como na equacdo (118) com X e Z

permutados. Escolhemos:

r,=ZX,
I =2Y,
entdo:
i 0
FFV:XZYZ:IZZ:L{O _Jxlx x1
—1
portanto:

Sﬂv(e)zcosg—rﬂl“vseng:lx e’ Qg x1x---x1

e os elementos de matriz de S, () séo:

1'952 n
(S1:05, S, (0) s{,...,s;>:e2' Héw

[

4

(137)

(138)

(139)

(140)

—i= i~
Pelo delta de Kronecker, S, (&) € diagonal com elementos € 2 ou e ?, cada um

aparecendo 2" vezes.
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LEMA 3

Se @ € o produto de n rotagdes planas comutantes:

0= w(ef|f)o(516,)--o(uv

onde {a, f3,..., s1,v} é uma permutagéo do conjunto de inteiros {L,2,..,2n-12n} e 6,,...,

n

6,) (141)

sdo nameros complexos. Entdo:
a) w <> S(w), com

1 1 1
=0Ty =00 Ts — 0L
e ...e

S(w)=e ? (142)
b) Os 2n autovalores @ sao:
e"% "% . e (143)
¢) Os 2" autovalores de S(w) sdo:

Lsas0ps.20) e

com os sinais £ escolhidos independentemente.
Prova: este lema é conseqliéncia direta dos lemas 1 e 2.

Com este lema, os autovalores de S(w) séo obtidos imediatamente dos de @, se

estes séo da forma (143). A utilidade destes lemas esta no fato de que V.V, pode ser expresso

em termos de S(w) .

2.8.3 A SOLUCAO

Combinando as equacdes (85), (91) e (115) obtemos:
. 1 1 .1
lim In WZN (0,T) =§In[25enh(2,6’J)]+lnmﬁlnA (145)

onde A é o maior autovalor de V e:

V=V, (146)
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Devemos diagonalizar V por meio de manipulacdo das matrizes representativas
de spin, sendo estas e as demais matrizes desta secdo dadas por representacdo definida. Pela
definicdo da eq. (117):

r,o,,=Y2,=iX, (ax=1,..,n) (247)
entdo:
V,=[]e”™ =]Je™ ", tgf=e"?" (148)
a=1 a=1

de forma que V, é um representativo de spin de rotagcdes planares comutantes.

Pela equacéo (112):
n-1

V2 — |:H eﬂJZaZ,m :|eﬁ‘]znzl (149)
a=1

O ultimo termo comuta com o termo dentro dos colchetes:

n-1 n-1
V — eﬁJanl[ eﬁ\]zaza+1:| — eiﬂJUHFZn e_imr211+1r2a (150)
onde:
U=XX, X (151)

Se ndo fosse pelo termo fora dos colchetes, V, também seria um representativo de
spin de rotagdes planares comutantes. O termo fora dos colchetes é devido a condigéo de

contorno do toroide, similar a condigdo no problema unidimensional de Ernest Ising.
Substituindo as equagdes (150) e (148) em (146):
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. nil . n .
\Vj :V2V1 — e'¢Urlr2n [H e*'¢r2a+1r2a }|:H e*'a—z;,rzxfl j| (152)
a=1 A=1

onde p=/LJ, J>0.
A matriz U tem as seguintes propriedades:
HU?=1,U(1+U)=1+U,U(1l-U)=U -1 (153)
@U =i"T'T,---T,, (154)
(3)U comuta com um produto par de matrizes Fﬂ e anticomuta com um produto
impar de matrizes I .

Um célculo simples mostra que:

@il _ E 1+U)+ %(1 -U )}[coshqﬁ +il,T, Usenh g ]

- %(1+ U)[coshg + i T, senh @]

(155)
+ %(1— U)[coshg —iL [, senh @]
~Laruye 1 Laouyen
2 2
resultando em:
1 .1 .
V=§(1+U)V +E(1_U)V (156)

onde V" eV séo representativos de spin dados por:

. n-1 i n i
V  _ ei'rlrm |:H e*"/ﬂ"zwlrztx :||:H e7|$21r2i—1 :l (157)
a=1 A=1

Para diagonalizarmos V procede-se da seguinte forma:
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RVR‘l:\7=%(1+U)\7* +%(1—U)\7- (158)

onde R é uma matriz que transforma U numa representacdo diagonal, mas V" e V™ numa
representacdo ndo exatamente diagonal. Os autovalores de U sdo +1 ou -1 e:
U=XxXx:---xX (159)

entdo:
U=ZxZx---xZ (160)

é a representacdo diagonal de U . Devemos escolher R de forma que os autovalores +1

estejam em uma submatriz e -1 na outra, € U seja representado por:

U—+1O 161
s (161)

onde 1 é uma matriz unitaria 2"* x 2"*. Como as matrizes V * comutam com U , elas devem

ser da forma:
~ cC 0
Ve :( ] (162)

onde as submatrizes C* e D* ndo sdo necessariamente diagonais. A matriz 1/2(1+U)
aniquila a submatriz inferior e a matriz 1/2(1—U) a submatriz inferior, pois as submatrizes

C* e D" séo do tipo 2"* x 2"*:

1 ~=, (€0
—(1+U)V = 163
S@rONV = (169
1 — 0 0
—(1-U)VN = 164
Q-0 = o (164
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e assim:

~ (C" 0
V = 165
( 0 D] (165)

Para diagonalizarmos V devemos diagonalizar V" e V 7, que tém os mesmos
autovalores de V* e V™. Portanto devemos diagonalizar V" e V~ separadamente e
independentemente. Utilizando o lema 3, encontraremos os autovalores das rotacdes Q" e

2", das quais V" e V~ sdo representativos de spin:
Vi O (166)

onde Q" e Q" sdo matrizes 2n x 2n. Da equagdo (157) temos:

ot -
n-1 n (167)
a)(1,2n|2i¢) [To(2a +1,2a| -2ig) | [lw(24,24 —ﬂ —2i0)
a=1 A=1
Os autovalores de QO* s&o 0s mesmos de:
" =AQA*? (168)
onde A é dado por:
Az\/ﬁm(Zl,Zﬂ—ﬂ—Zi&) :w(ZA,ZZ—H— 10) (169)
A=1

Assim;

" =Ay A (170)
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A=w(12i0)o(3,4i6)---o(2n -1,2ni0) (171)
2 = oL2n|+ 2i0)|0(2,32ig)0(4,52i4)---w(2n - 2,2n —12ig)| (172)

Explicitamente:

0
J
0
0
A= J
0
. (173)
- J_
j cosh@ isenhd
| —isenh@ coshd
fa 0 0 - +h
0
K
0
+ : K
X = t
0
K
0
| Fb - 0 0 a |
K = cosh2g isenh2¢
- —isenh2¢ cosh2¢
a=cosh2¢ (174)

b = senh2¢

Realizando a multiplicagéo da eq. (170):
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onde A e B sdo dados por:

A B 0 O 0 ¥B"]

B A B O 0 O

0 B A B (175)
0 0
FB" 0 B" A

cosh2¢gcosh26¢ —icosh2¢senh26 (176)
icosh2¢gsenh26  cosh2gcosh26
—lsenh2¢senh20 isenh2¢senh?226

2 (177)

—isenh26cosh226 —%senh2¢senh29

e B” é o conjugado Hermitiano de B.

Utilizaremos um autovetor da forma a seguir para encontrarmos os autovalores de

I+

ZU

Z°U
(178)

Z'U

U,
j (279)

Espera-se que:

oy

= Ay (180)



49

As equac0es de autovalor sdo:

(zZA+z°BF2"B")u =zAu
(z°’A+2°B+2zB )u=z°Au

Fz3+z4B+zzB*)u:zs/1u (181)

(z"'A+z"B+z"*Blu=z""Au
(z"AFzB+z"'B)u=z"Au

As equac0es independentes s&o:

(A+zBFz"'B)=Au

(A+zB+2z7'B)=Au (182)

(AFz""B+z'B") = Au
que sdo soluveis considerando:

2"=F1 (183)
entédo:

(A+zB+2z7'B") = Au (184)

A equacdo acima é equivalente as trés independentes, e o sinal + na eq. (182) esta

associado com @ . Os n valores de z sdo:

z=e" (k=01,.,2n-1) (185)

onde:
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(k =1,35,...,2n-1) para @’

186
(k=0,2,4,.,2n-2) paraw (186)

Cada k esta associado com dois autovalores A, que serdo encontrados pela

equacao:

(A+z,B+z'B)u=4u (187)
logo temos 2n autovalores de @*. Nota-se que:

defA+z,B+2'B’|=1 (188)
portanto os autovalores A, tem a forma:

A, =e" (k=0,1,...,2n-1) (189)

e sdo encontrados pela equacéo:

7K
coshy, = cosh2¢cosh2¢9—cosF senh2¢senh26 (190)

(k=01,..2n-1)

a qual é obtida por meio do traco da matriz determinante na equacdo (188). Consideramos as

solucdes positivas de y, naeq. (190). Observa-se que:

Y = 7Vonx

(191)
O<y, <y, <..<y,

sendo a segunda parte verificada pela equacgéo:
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Oy, _ = sen(zk/n)senh2¢senh26 (192)

&k n senhy,

Os 2" autovalores de V *, por meio do lema 3, sio:
_ —E(i%i}/zihi‘“ihnfz)
autovaloresdeV ™ :e ? (193)

1
-5 EnTratystEron)
autovalorsdevV*:e 2 T (194)

Escolheremos duas matrizes F e G do tipo 2" x 2" com a condigdo de que F

transforma a eq. (163) na forma diagonal e G transforma a eq. (164) na forma diagonal:

F %(1+J)\7+ Fi=v) (195)
_1 Y ~,_ 1 _
G5 A-UNV" (67 =V, (196)

Como U ¢é da forma da equacdo (161), F e G deixam U na forma original ou

permutam as submatrizes 1 e -1 na equacgéo (161). Portanto:

v :%(1iG)F\7+F‘1 (197)
- 1 T T~
V; :E(liU)GV G (198)

€ escrevemos:

%(lit]) :%(11 2.2,--7.) (199)
~ n i7/2k 1Zpk
FVF*=]]e?" (200)
k=1
~ n 172k 2Zqk
GV G =]Je?™ ™ (201)

k=1
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onde P e Q sdo duas permutaces, as quais desconhecidas até entdo, dos inteiros 1, 2, ..., n. A
permutagdo P pbe k na posicdo Pk e a permutacdo Q pde k na posicdo Qk. Como 0s
autovalores de Z, sdo *1.:

~ 1,seumnumero pardeZ, sdo+1
(202)

L1+0)= merop :
2 0, seumnumero impar de Z, sdao+1

Pelo fato de det‘U‘ =11. A matriz V; é de dupla degenerescéncia, ja que o0s

autovalores e!/?*70*72*" 72l gaq muito proximos. O mesmo ocorre para a matriz V, .

Logo, para N —» o0

1
5(70+72+74+'“+72k—2)

0 maior autovalordeV, =e

. (203)
. _ —(n+ratrs++traa)
o maior autovalordeV, =e?
e 0 maior autovalor de V é:
1(7 +y3tys+tYan-)
A=e2" "7 T (204)
Manipulando a equacgédo acima obtemos:
1 .1
r=—INA=lim_—(y,+y,+ys+ 75 (205)
n n—oo 2n
Considere:
y(V) =72
(206)
v =" (2k -1)
n

Quando n— o0, v se torna uma variavel continua e a equacdo (205) se torna

densa:
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n n 2z
2 a5 - [7()dv (207)
k=1 T 0
e portanto:
l 2 1 V3
T :E J}/(v)dv ZEIy(v)dv (208)
0 0

Agora encontraremos uma expressao para 7 (v) . Reescrevendo a equagao (190):

coshy(v) = cosh2¢cosh26 —cosv senh2¢senh26 (209)

Uma manipulacao resulta em:

1
senh2¢ (210)
cosh26 = coth2¢

senh26 =

A equacéo (209) se torna:
coshy(v) = cosh2¢coth2¢ —cosv (211)

Pela identidade a seguir:

7| =£TIn(2coshz —2cost Jt (212)
T

0

verificamos que y(v) tem a representagéo integral:

VA

y(v) = ij In(2cosh2¢coth26 —2cosv —2cosv' v’ (213)
T

0

resultando em:
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1
27

7 =——[[In[2cosh2gcoth2¢ — 2(cosv + cosv') Jdvidv (214)
00

Observando a Figura 7, se mudarmos a regido de interacdo do quadrado

sombreado para o retangulo da linha pontilhada, a integral ndo se altera:

Fig. 7 Regido de interacdo na equagéo (214)

2 (215)

Considere:
5 = V+v

2 (216)
o, =v—v'

segue:
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1

2l In(Z cosh2¢coth2¢ —4coss cos%jd§2d5l
00
72

Ijln(2005h2¢coth2¢—4cos5 coss, Hs,ds, (217)
00

N
N|'—‘ )

HIHN

wl2 1 wl2 D
[In(2c0ss,)ds, += | cosh™ ds,
0 Ty 2C0s9,

onde:
D =cosh2¢coth2¢ (218)
Como:
cosh™ x=1In [x + \/xz——lJ (219)
segue:
175 2 a2
R !In[D(ler)}w (220)
onde:
K= % (221)
Na equacéo (220) o termo cos’ & pode ser substituido por sen’sS sem alteracéo.
Logo:

2
1 [2cosh 23

> WJ 27Z"T (1+w/1 K’sen’ )d(p (222)

Avaliando a fungéo particéo, obtemos a energia livre de Helmholtz por spin:



1 KT
=g(0,T)=——InZ,(0,T
90T =="-InZ,(0.T)

=—kTIn[2cosh(231)]- KT jﬁn{lJr “1_Kzsen2¢}d(p

27 2

0

onde k ¢é a constante de Boltzmann. Obtemos a energia interna por spin :

T

1 d 2K’
WU(O,T) :@(,Bg)z—\] coth(2,8J){1+ |(K):l

com:

o 2senh(243)
~ cosh?(23])
K’ = 2tgh?(281) ~1

K+’ =1

7l2

I (x) = J.(l—lczsenzgo)fllzdgo
0
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(223)

(224)

(225)

(226)

(227)

onde I(x) é a integral eliptica completa do primeiro tipo. E também obtemos o calor

especifico da rede, que € obtido por meio dos seguintes resultados:

dx x' dx’ dx’ 2
G e ds ds = 8Jtgh(28))[L-tgh? (239)]
di(x) 1

[E(x) -1 (x)]

A «’x
onde E(x) é aintegral eliptica completa do segundo tipo:

7l2

E(x) = [(1-x’sen’p)"*de
0

(228)

(229)

(230)
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resultando em:

1
S COT)=
) (231)
183 coth23) )]2{2| (k) — 2E(x) —(1—,<')E+K1 (K)}}
/A

A integral eliptica I (x) tem uma singularidade em x=1(ou x'=0), em cuja

vizinhanca:

|(K)z|n‘:i,:| e E(x) ~1 (232)
K
A, K
3
1 _____ D e —— e
|
K p
? i > T
kT,
-1

Fig. 8 As fungdes k e K’

Assim, todas as fungbes termodindmicas tém singularidades de algum tipo em
T=T., onde:

2tgh’ (ﬁj =1
KT
¢ (233)
3 =0,4406868
KT

[+

e outras relagdes satisfeitas por T, sdo:
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et =2-1
2J
cosh == |=+/2 234
&) o
senh[z—‘]}:l
kT,

A magnetizacdo espontanea, ou a ordem de longo alcance, ndo pode ser obtida
pelos célculos realizados até agora, jA que estamos tratando do problema na auséncia de
campo externo, isto ¢, H — 0. Yang, em 1952, obteve a expressao para a magnetizagao

espontanea, sendo os calculos intermediarios muito dificeis. Entretanto, o resultado é simples:

1
[1—senh‘4(2,BJ)]8 , paraT <T, (235)

M(O,T)=
{O , paraT =T,

sendo o gréfico ilustrado na Figura 9. Uma forma equivalente é:

1/4
(1417 Y1617 +1°)e
M(0,T)= 17y
0 , paraT >T,

, paraT <T, (236)

com:

| =~2-1 (237)



59

+ M(@O,T)

05 |

T/T,

-

0.5 1

Fig. 9 Magnetizacdo espontanea segundo a solucdo de Onsager
2.9 A TECNICA DE MATRIZ DE TRANSFERENCIA

A idéia bésica é considerar a matriz de transferéncia diagonal a diagonal como
funcdo de dois coeficientes de interacdo K e L. Considere a rede quadrada do modelo de Ising
bidimensional em campo nulo, com topologia toroidal, desenhada diagonalmente como na
Figura 10. Agruparemos as posi¢cdes da rede em linhas horizontais, as quais podem ser de dois
tipos: linhas com circulos abertos e com circulos fechados.

Considere m sendo o nimero de linhas na rede, numeradas de baixo para cima.
Imporemos condicdes de contorno de forma que a linha r esteja abaixo da linha r +1 e a linha
m esteja abaixo da linha 1. Considere n 0 nimero de posi¢fes em cada linha, numeradas da
esquerda para a direita. Imporemos novamente condi¢des de contorno para que a posi¢ao n

esteja a esquerda da posicao 1.

Considere ¢, sendo o conjunto de todas as posi¢des na linha r, de forma que ¢
tem 2" possiveis valores. Sejam duas linhas sucessivas, ¢={O‘1,...,Jn} sendo 0s spins na

linha inferior e ¢’ = {0'1’,..., 0',’1} os spins na linha superior.
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<&

Fig. 10 Trés linhas sucessivas da rede quadrada
desenhada diagonalmente

Observa-se que:

Vig = eXp{Z(KO'mO'; +Lojo] )}

j=1

(238)
W,, = eXp|:Z(KJjO'; + LGJ-O'}+1):|

i=L

Como o0s spins interagem apenas com 0s Vizinhos mais préximos nas linhas
adjacentes, a funcdo particdo pode ser escrita como:

Zy = ;%’ ’ ';V@,¢2W¢z,¢zv¢s,¢4 ’W¢4,¢s ' "W¢m,¢1 (239)

Pela equacéo (238), V (¢,¢") é o elemento ¢@,¢" da matriz V . O mesmo se diz da
matriz W . A equacdo (239) pode ser escrita como:

Z, =TrVWW .W
—Tr (VW )m/2 (240)

¢ e ¢ tém 2" valores e V e sdo matrizes 2" x 2". A equagdo anterior pode ser
escrita como:

Zy=AT+A+. + A, (241)
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onde AT,A7,... sdo os autovalores de VW . As matrizes V e W séo conhecidas como as

matrizes de transferéncia. Devemos encontrar os autovalores de VW . Estamos interessados

no limite termodindmico m,n — oo. Seja M — oo e mantendo n fixo, segue:
Zy ~ (A ) (242)

sendo A 0 maior autovalor de VW .

A seguir mostraremos duas importantes propriedades e algumas relacbes de
simetria de V e W que serdo muito importantes no calculo de A, . Como as matrizes V e
W sédo funcdes dos coeficientes K e L, escreveremos explicitamente V (K,L) e W(K,L).

Generalizando esta notacéo considere o produto:
V(K,L)W(K',L" (243)

O produto acima é a matriz de transferéncia para irmos da linha abaixo de circulos
abertos para a linha acima de circulos abertos. Cada elemento do produto de matrizes € o
produto dos fatores de Boltzmann das quatro extremidades na Figura 10 somados em todos 0s

spins oy,..., o, das linhas intermediarias de circulos fechados, sendo agora os coeficientes K

e L das extremidades acima dos circulos fechados substituidos por K’ e L', respectivamente.

Sejam ¢ ={o,,..., o, } 0s spins da linha inferior de circulos abertos e ¢'={o/,..., o’} 05

n

spins da linha superior de circulos abertos. O elemento ¢,¢" do produto matricial da equacéo

(243) é:

ZZﬁexp [G}'(KO'J.+l +Lo; +K'c) + L'a;+l)] (244)

on j=1

Como o;’ aparece somente a cada fator de Boltzmann das quatro extremidades, a

soma é configurada em 0';’ . A equacdo acima é reescrita:

HX(GJ- 101,00, 0';+1) (245)
i
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onde para a,b,c,d ==+1:

X(a,b,c,d)= > exp[f(La+Kb+Kec+L'd)] (246)

f=+1

Se permutassemos os coeficientes K e K’ e os coeficientes L e L' de forma que

o0 produto matricial em (243) ndo se alterasse, isto é:
V(K,LW(K', L) =V(K',L")W(K,L) (247)

verificar-se-ia assim uma relacdo de comutacdo generalizada. Pela transformacdo triangulo
para estrela, que é uma relacdo entre as fungdes particdo dos modelos de Ising triangular e

favo de mel, segue que K, L, K'e L' devem satisfazer:
senh(2K)senh(2L) = senh(2K")senh(2L") (248)

A verificacdo da equagdo acima ndo sera desenvolvida neste trabalho, pois
envolve modelos de Ising bidimensionais em outros arranjos. A equa¢do acima é a condicao
para a relacdo de comutacao (247).

Outra propriedade importante € a relacdo para a inversa de V. ou W, ou seja, a
possibilidade de transformar o produto em (243) em uma matriz diagonal ou quase diagonal.

Tal propriedade seria satisfeita se X(a,b;c,d) se anulasse para a=c (oub=d), que é uma
condi¢cdo muito forte. Entretanto uma condigdo mais fraca pode ser satisfeita: X(a,b;c,d) se

anula para a=ceb=d.Em outras palavras:

coshL+K-K’'+L")=0

(249)
coshL—-K-K'-L")=0

As equacOes acima possuem apenas solucdes complexas:

K'=L+iz/2, L =-K (250)



63

O efeito do requerimento acima € o fato de se o, e o} séo diferentes, entdo o,
e o, também sdo diferentes. Ou seja, todos o0s (O'J. ,a;) sdo iguais ou séo diferentes.

Se sdo iguais, isto é, para a=ceb=d , temos:
Xiguar = 2is€NN(2L) (251)
Se sdo diferentes, isto é, para a=ceb=d, temos:

X —2iabsenh(2K) (252)

diferente —
A expressdo final para a equagdo (245) é:

(2isenh2L)"6(o,,0,)6(0,,0,)...6(0,,0)) (253)
+ (—2isenh2K)"8(o,,—0,)8(0,,—03)...0(c,,—0o!)
que é a expressdo para os elementos da matriz V(K,L)W(K',L"). Seja | a matriz

identidade de dimensdo 2" e R a matriz de inversdo de spins com elementos:

R(¢,¢") =5(0,,—0,)...0(c,,—0)) (254)
obtemos assim a identidade:

V(K,L)W(L+iz/2,—K) =(2isenh2L)" | + (-2isenh2K)"R (255)

Como R?=1, o lado direito da equagdo anterior é facilmente inversivel. As
propriedades mostradas acima sdo caracteristicas simples da rede de spins, 0 que é uma
vantagem do modelo como um todo.

Antes da avaliacdo dos autovalores, seguem algumas relagdes bastante Uteis para
as matrizes de transferéncia. Considere as identidades de simetria:

W(K,L)=V"(L,K) (256)
V (K, LW (K, L) =V (L, K)W (L K)T (257)
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A equacdo (256) resulta da permuta entre K e L e cada o; com cada 0'; . Tem-se:
V(-K,-L)=RV(K,L)=V(K,L)R (258)

O mesmo se aplica a W . Seja r o nimero de pares diferentes (O',-+1,O']) eso

ndmero de pares diferentes (o;,07). Entdo r+s € o nimero de mudangas de sinal na

sequéncia o,,0,,0,,0,,..., 0, de forma que r+s é par. Temos:

V,, =exp[(n—2r)K +(n—2s)L] (259)
com:

n=2p (260)
onde p é um ndmero inteiro. Finalmente:

V,, =exp[+2rK £2s'L ] (261)

onde r' e s’ sdo inteiros ndo negativos entre 0 e p, sendo ambos pares ou impares, de forma
que a equagdo anterior ndo se altera se ambos exp(2K) e exp(2L) forem negativos.

Da afirmacdo anterior segue:
V(Kziz/2,Lxiz/2)=V(K,L) (262)

As equacdes (258) e (262) também se aplicam a W . Seja C a matriz 2" x 2" com

elementos:

o(o,,0,)0(0,,0%)...0(c,,07) (263)



65

Este operador desloca as colunas da rede da esquerda para a direita. A

transformacio A — C*AC tem o efeito de trocar as identificagbes das posicdes 1,...,n da

matriz A, por 2, ..., n, 1. Da equacéo (238) segue:

V(K,L)=CV(K,L)C (264)
W(K,L)=CW(K,L)C (265)
W(K,L) =V (K,L)C (266)

de forma que V (K,L),W(K,L) e C comutam entre si. Substituindo (266) em (247):

V(K, LV (K',L) =V (K',L')V(K,L) (267)

Desde que a equagdo (248) seja satisfeita. Assim V (K, L),V (K',L"),W(K,L) e
W (K’,L") comutam entre si. Podemos entdo eliminar a matriz W pela equacéo (266) e a

identidade (255) resulta em:

V (K, L)V (L +iz/2,~K)C = (2isenh2L)" | +(~2isenh2K)" R (268)

Finalmente, temos da eq. (254):

V(K,L)=RV(K,L)R (269)

J& que a transformacdo A —> C"AC neste caso é equivalente a negativar todos

os spins o,..., 0,0} ..., o.. Portanto V (K, L) também comuta com R e mesmo ocorre para
W(K,L).
Como as matrizes V,C e Rcomutam entre si, elas ttm o mesmo conjunto de

autovetores. Considere a relagéo:

k = (2senh2K senh2L)™ (270)
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onde k é um determinado numero real, e K e L s&o varidveis complexas sujeitas a
relacdo (270). H& um infinito conjunto de matrizes V, que podem ser geradas apenas

variando K e L. Seja v um autovetor das matrizes V,R e C . Ele ndo pode depender de K ou

L, pois a equacdo (270) deve ser satisfeita. Ele pode depender e depende de k, de modo que
v=v(K).

Sejam v(K,L),c,r os autovalores de V(K,L),C,R. Para qualquer K,L
satisfazendo (270):

V(K,L)v(k)=v(K,L)v(k)

Cv(k) =cv(k) (271)
Rv(k) = rv(k)

Como C" =R? =1, cer sio constantes de médulo 1 satisfazendo:

c"=r’=1 (272)

Se K, L satisfazem (270), o mesmo ocorre para K',L". Segue:

v(K,Lw(L+iz/2-K)c

: : (273)
= (2isenh2L)" + (—2isenh2K)"r
Os autovalores do produto VW entéo séo dados por:
A (K, L)=v*(K,L)c (274)
e A(K,L) é definido por:
1
A(K,L)=v(K,L)c? (275)

onde A(K,L) € o correspondente A ;. A equagdo (273) pode ser escrita:
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A(K,L)A(L +iz/2,~K) .
= (2isenh2L)" + (-2isenh2K)" (276)

A equacdo acima é uma relagdo funcional de A(K,L) e junto com algumas
propriedades analiticas simples de A(K, L) determina A(K,L) completamente.

Pelo argumento de Kramers e Wannier (1941) para encontrar a temperatura critica

numa rede quadrada:

senh(2K)senh(2L) =1 (277)

A relacdo acima é a para a temperatura critica numa rede quadrada, de que para
T=T., k=1. Segue entdo que se T<T., k<l e se T>T., k>1. Restringiremo-nos a
encontrar os autovalores A para k=1 e k<l. Nd&o detalharemos o argumento de
Kramers e Wannier neste trabalho.

Agora encontraremos o0s autovalores de A para T=T.Fazendo uma
parametrizacdo de K e L, é conveniente definir:

senh2K =tgu

278
senh 2L =cotu (278)

A condicéo (270) é automaticamente satisfeita. A(K,L) se torna A(u) de modo

que a eq. (276) se torna:

AWAU+z/2)=(2icotu)" +(=2itgu)"r (279)

Da equagdo (278) segue que exp(+2K) e exp(+2L) sdo fungdes simples de u:

exp(2K) =(1+senu)/cosu
exp(—2K) = (1—senu)/cosu
exp(2L) = (1+cosu)/senu
exp(—2L) = (1—cosu)/senu

(280)
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As fungBes acima, considerando u uma variavel complexa, sdéo monovaloradas,
meromorfas, isto €, suas singularidades sdo polos, de fato polos simples, e sdo
periddicas.

Substituindo a forma de (280) em (261), os elementos da matriz V, , se tornam:

V,, =t(u)/(senu cosu)’ (281)

onde t(u) é um polindmio em senu e cosu, podendo ser escrito como:

t(u) =e*™(c, +ce" +---+c, e*™) (282)

Os autovalores v(K,L) da eq. (271) sdo combinagdes lineares dos elementos da
matriz V (K, L), sendo os coeficientes combinagdes dos elementos dos vetores v(k).
como estas combinacdes dependem apenas de k e ndo de u,v(K,L) é uma
combinacdo linear da forma de (281) com coeficientes constantes.

A(K,L) agoraserd A(u) nanova forma. Se u fosse substituido por U+ 7, uma
forma equivalente seria obtida trocando K e L por -K*in/2 e —L*ix/2, que seria 0

mesmo que multiplicar V (K, L) por R:

V(K,L)Rv(K) =v(u+ 7)v(K) (283)
v(u+7z)=rv(u) (284)
Au+7z)=A(u) (285)

O polindmio em (282), pelas relagGes de periodicidade acima, tem coeficientes

ndo nulos para r =+1, e coeficientes ndo nulos impares se r =—1. Segue a relacao:

A(u) = p(senu cosu)™” l_l_[sen(u —u, ) (286)

onde p,Uu,,..., U, sdo constantes e:
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I=2p se r=+1
I=2p-1 ser=-1

(287)

Para encontrarmos os zeros de A(u) vamos substituir a equacédo (286) em (279):

|
p*]]sen(u—u;)cos@—u,)=2*" [cos4p u+ sen“pu] (288)

=1

reescrevendo a equacao acima em termos das variaveis:

z =exp(2iu), Z, =exp(2iu;) (289)

temos:
| ! 4 4
p2(=i/4) TTlz2 =22 )1z, ]=2% z"zP[(z +1)" +r(z-1) "] (290)
j=1
Ambos os lados da equacéo acima sdo polindmios de grau | em z?. Obviamente
z?%,..., 2% sdo os | zeros distintos sendo dados por:

z; =—tg°(6,/2) (291)

onde:

0,=n(j-1/2)/2p se r=+1

. (292)
0,=n12p se r=-1

com todos os &; entre 0 e 7.

Defina:

9 =%In tg(0,12), j=1..1 (293)
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segue das equacdes (289) e (291):
u, =(Fr/4-ig,) j=1..1 (294)

Da equacdo acima conclui-se que existem 2' solucdes distintas para a equacio
(286). Existem outras, mas estas correspondem a U; somado a um mdltiplo de z, 0 que no

maximo altera irrelevantemente o sinal de A(u). Nem todas estas solugdes, entretanto, sdo
possiveis. Suponha U — Foo. Isso significa que exp(2K) e exp(2L) — +i. Mas pela

equacdo (262), negativar ambos exp(2K) e exp(2L) ndo altera os elementos da matriz de

transferéncia. Entdo:
A(i0) = A(—i0) (295)

A condicdo acima € automaticamente satisfeita para r =—1, pois:

Aioo) = A(=icc) =0 (296)

Se r=+1:

(u, +...+u,, )/ 7 =inteiro + p/ 2 (297)
€ portanto:

A(ioo) = —A(—ioo) (298)

e apenas 2p —1 sinais podem ser escolhidos em (294), resultando em 2% * autovalores para
r=+1, e também para r =—1. Segue que a equacdo (296) também ocorre para r =-+1.
Assim todos os autovalores A sdo nulos para T=T,, € ndo ha magnetizacdo espontanea como
esperado.

A expressao final dos autovalores para k=1 é:
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A(u) = p(senu cos u)*”lL[sen(u +ig, + %]/J—ﬂ') (299)

j=1
com.
Vi Vo =1 (300)

e 0s autovalores das matrizes de transferéncia para T=T. sdo obtidos através de algebra
ordinaria.
Agora encontraremos o0s autovalores para T<T. Fazendo uma nova

parametrizacdo de K e L:

senh 2K = x 201
senh 2L = (kx)™ (301)
resultando em:
exp(2K) = x+ 1+ x2)'*

P(2K) ( )l (302)

exp(2L) = (kx)*1b+(l+ k2x2)“2]

A parametrizacdo acima ndo pode ser feita por funcGes elementares que facam

1+ x* e 1+k*x* quadrados perfeitos.Contudo, pode ser feita por meio de funcdes elipticas.
Segue agora uma breve descricdo das fungdes elipticas sn u, cn u e dn u. Tais funcdes sdo

meromorfas e obedecem as relaces:

cn’u=1-sn®u

, L (303)
dn®u=1-ksn°u
As fungdes elipticas usuais sdo funcbes de duas varidveis: 0 nome ( e 0

argumento U, sendo ¢ uma constante real entre O e 1, e U uma varidvel complexa. Sejam |

e |" as magnitudes de meio periodo dadas por:
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1 © 1+q2n—1 l_q2n 2
! =§”H(l_qz“ T g (304)
I'=7z"1In(g?) (305)
q=exp(—'/1) (306)

sendo | noeixoreal e |’ no eixo complexo. E seja kK o médulo e k' o médulo conjugado.

As funcoes teta sdo:

H(u) =2q"*sen ﬁ(l— 2q°" cos%jt q““}(l— qz“)

=1
0

A

21

H,(u)=2q"* cos;zu—IH(H 29°" cos% +q* j(l— qZ”)
n=1

) (307)
O(u) = H(l— 2q°" cos? +q*? j(l— q>" )

Q,(u) = f[(u 2q>"* cos% +q*? j(l— qz”)
n=1

As funcdes elipticas jacobianas sdo obtidas por meio das func¢des acima:

snu=k™*H(u)/0)
cnu=(k'/k)"*H,(u)/O©(u) (308)
dnu =k™20,(u)/O(u)

As funcoes teta sdo inteiras, ou seja, sdo analiticas em todo o plano complexo, e
seus zeros sdo todos zeros simples. Os zeros de H (u) e ®(u) em particular sdo:

H(u)=0, seu=2ml +2inl’ (309)
®(u) =0, seu=2ml +i(2n-1)1’ (310)
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com m e n inteiros. Das equagdes (307) segue que as fungdes snn,cnuednu sédo

meromorfas, ou seja, suas singularidades s&o polos.Considere as relagdes de

quasiperiodicidade:

Hu+21)=-H(u) (311)
H(u+2il")=—q exp(—zu/1)H () (312)

e as relagdes:

H@u=Hu+I), 0,(u)=06(u-+l),

@(u)=—iq““exp67ziulle(u+il’) (313)

o, ) =q"* exp(%ﬂiu/IjH(uH £l

de fato, as funcdes snn,cnuednu sdo ditas duplamente periddicas, pois satisfazem as

relacoes:
fu+21)=xf), fu+2l)==f() (314)

Se uma funcdo € conhecida dentro e no contorno de um retangulo de periodo,
sendo este um retangulo no plano complexo de comprimento 21 e altura 2il’, entdo seu
valor em qualquer ponto do plano complexo pode ser repetido por meio da equacéo (314).

Considere 0s seguintes teoremas, que serao uteis:

(2.9a) Teorema de Liouville: se uma funcdo é duplamente periddica e analitica
dentro e sobre um retangulo de periodo, entdo ela é constante.

(2.9b) Se uma funcdo é duplamente peridédica e meromorfa, e tem n polos por
retdngulo de periodo, entdo ela também tem n zeros por retangulo de periodo.

(2.9¢) Se uma funcgéo é meromorfa e satisfaz as condigdes de periodicidade:

fu+21)=(-1)*f(u)
f(u+2il")=(=1)" f (u)

(315)
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comr e s inteiros, e se f(u) tem n polos por retangulo de periodo em u,...,u, (contando um

polo de ordem r como r polos simples coincidindo) entdo:

F(u)=Ce[[H- u)/Hu-v,)] (316)

j—l

sendo C,Aeu u_ constantes satisfazendo:

Rt |
U, +..+U =v,+..+v +(r+2m)l —i(s+2n)l’ (317)
1 :
A :En(s+ 2n)1 (318)

com m e n também inteiros. Pelo teorema acima, qualquer funcdo duplamente periddica e

meromorfa pode ser expressa em termos da equacao (316). Considere:

" I(l k?sen’ )”2 19
esta € a integral que relaciona u e sn u, com sn u definido por:

snu=sena (320)
sendo ¢ aamplitude. Segue:

chu=coS«a (321)

Am(u) = ¢ (322)

Uma fungdo util é a fungdo amplitude:

Am(u) =i In[ik"?sn(u —i1'/2)] (323)
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Seja:

324
! (1 k?sen a)l 29

a expressdo para | conhecida como integral eliptica completa do primeiro tipo de mddulo k.
Se u € um imaginario puro positivo, sn u também o €, sendo cn u e dn u ndmeros reais de
mesmo sinal. Pelas equacdes (307) e (308) sn u tende ao infinito no limite u —il’. Fazendo
a =i, (319) resulta em:

"=

9 325
(L+k2senh?p)"’ 429

o3

Por meio da relacéo:
tg y =senh S (326)

a equacdo (319) resulta em:

wl2
/= : k'z(:,znz 7 (327)
0 (- ¥

sendo que k e £’ obedecem a relacéo:

k*+k'? =1 (328)

Agora retornaremos a avaliacdo dos autovalores. Fazendo:

X=-isnu (329)

entao:
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exp(£2K)=cniu¥sniu

330
exp(+2L) =ik *(dniux1)/sniu (330)
Em termos das funcdes teta, a equacgdo acima se torna:
exp(+2K) = |k2H, (iu) FiH (iu) |/ [k 20 (iu) a3

exp(£2L) =i[k™2@, (iu) + O (iu) [/[k*?H (iu)]

Se iu € um imaginario puro, entdo —i sn iu aumenta monotonicamente com Im(iu).

Das equac6es (301) e (329) podemos relacionar o coeficiente de interacdo K e o parametro u:

sniu=sen 2iK (332)

Das equagoes (319) e (320), fazendo a =i/, temos:

dg

" (L+k2senh?p)"?

(333)

o3

E se K e L sdo reais e positivos, entdo u é real e O<u < |’. Se k=1, comparando
com o0 caso T=T,, entdo | =oo, |'=7z/2esniu=itgu. Assim as equacdes (331) de fato se
reduzem a (280). As funcbes elipticas mostradas neste trabalho sdo definidas apenas para
0<k<1. Contudo, mais adiante esta restricdo sera removida.

A partir de agora a forma de A(u) se dara em torno das funcdes elipticas e

similarmente ao caso em que T=T.. Pela equacdo (331) os elementos de V na equagéo (261)
sdo da forma:

V,, = (334)

onde:

h(iu) = H (iu)@(iu) (335)
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e 0 ... naequacdo (334) é uma funcéo inteira de u. Resultando numa nova expressdo de A:

AU) = — (336)

[h(iu)P

Novamente ... & uma funcéo inteira de u. Considere o efeito de somar ua 2/’ e
—2il. Somar u a 21" em (330) é equivalente a substituir Ke L por —K+iz/2 e —L+ix/2.

Isso substitui A por rA, onde r ==1 é o autovalor da matriz de reversdo de spin R:
AU+21")=rA(u) (337)

Somar u a —2il em (330) é equivalente a substituir K e L por K+iz/2 e

L+iz/2.Como r’+s’é par, isso ndo muda os elementos de V:
A(u=2il)=A(u) (338)
Com o auxilio do teorema 2.9¢ podemos escrever uma expressdo para A(U), que

pelas equacbes (337) e (338) é duplamente periddico e pela eq. (334) tem 2p polos por

retangulo de periodo:
2
A= pe” [(iu)] "TTH(u-iu,) (339)
j=1

onde u,,..., u,, sdo os zeros de A(u) dentro do retangulo de periodo, pe A sdo constantes e

A deve ser escolhido de forma a assegurar (337) e (338). O proximo passo é determinar o0s

zeros de A(u) pela identidade (276), que se torna:

AWAU+1") = (k;nziuJ +(=2sniu)"r (340)
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Por meio da combinacdo das relagdes (301) e (329). Substituir u por u+/’ em

(330) ¢ equivalente a substituir K, L por L+iz/2,— K. Isso é possivel por meio de:

sn(u+il"y=(ksnu)™

: . (341)
cn(u+il’)=—idnu/(ksnu)
segue que a equacdo (340) se torna:
2p
prexp[A2u+ I)[TH (u—iu)H @{u—iu;, +il")
j=1 (342)

= (47K)[@* (i) + rH ** (iu)]

que é a generalizacdo da equacdo (334). Pela equacdo anterior, u+ 1" também é solucéo, logo

os zeros do lado direito ocorrem gquando:
(ksn%iu)® +r=0 (343)

e o lado esquerdo da equagdo acima é uma fungdo duplamente periddica de iu, com periodos
2l e 21'. Ela tem um polo de ordem 4p por retangulo de periodo e portanto, pelo teorema
2.9b tem 4p zeros por retdngulo de periodo. Para encontrar os zeros defina:

u=—1'12-i¢ (344)

Pela relagéo (323), (343) se torna:

exp[4ip Am(g)]+r =0 (345)

Definindo &, como em (293), a equagdo (345) é satisfeita com ¢ = ¢, , onde:

Am(g, )=0, -z /2 (346)
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A funcdo amplitude definida em (323) aumenta monotonicamente de —7z/2 a

712 quando ¢ aumentade —lal. Como 0< @, <1, aeq. (346) tem uma Unica solugéo real
para cada ¢;, com —1 <g¢, <I|.Da equacdo ( 341), u e u+/’" sdo solucdes da equagdo

(343), logo a mesma tem 4p solucdes:
u=F1'12-ig¢,, j=1..2p (347)

A solucdo geral é:
u, =—y,1'12—-ig, (348)
y; =1L j=1..2p (349)

esta € a generalizacdo da equacdo (294): o valor j=2p quando r =—1 é excluido, pois quando

k—1 1le ¢,, tendem ao infinito. Nem todas as solugbes de (348) sdo possiveis. O teorema

2.9c impde a restricdo (317), que associada as equagdes (336), (337) (338) e (339) se torna:

Uy +..+U,, = (p+21)1"+i[@-r)/2+21]l (350)

com | e I’ inteiros. Se I = +1, todos os ¢, ocorrem em pares (¢,—¢#). Se r =—1 ocorre 0
mesmo, exceto para ¢, =0 e @, =1. Pela equacdo (348) a parte imaginaria da equagdo

anterior € satisfeita. Ja as partes reais, para r = %1, resultam:
yity,, =2p—4Xinteiro (351)

de forma que, combinados, os casos I =+1 e r =—1 possuem 2"=2% autovalores. O n(imero

é 0 esperado, ja que V e W sdo matrizes 2" x 2". A equacdo (339) se torna:

Au) = p[h(iu)]_pﬁe_”“”’“ H(iu—g, +iy,1'/2) (352)
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com a devida substitui¢do de A . Usando a relagédo entre H(u+il") e ®(u):

20 H(iu—g, +iy,1'/2)0Gu—g —iy,1'/2)

Nu)=p' 353
Q PH H (i1)©(iu) (353)
com p’ sendo outra constante. Usando agora a equagdo (308):
2p
A?(u) = D[ [k?snliu—g, +iy,1'/2) (354)
j=1
onde D, que € independente de y,,..., 7, , € dado por:
20 O(iu—g¢. +il'/2)O(iu—¢ —il'/2
(iu-¢, )O(iu—¢, ) (355)

b=r1] H (1) (iu)

D é uma funcdo duplamente periédica de iu, com polos, de ordem 2pemiu=0e

iu=il", pelas equagbes (309) e (310), e 2p zeros simples em iu=¢ +1'/2, com

j=1...,2p. Das relagdes (343) a (347), tal funcao é:

(ksniu)® +r
(k*2sniu)’”

(356)

Como D € uma funcéo inteira e duplamente periddica de iu, pelo teorema 2.9a é
constante. O termo D pode ser substituido em (356) com o acréscimo de uma constante de
normalizacdo, resultando em:

A (u)

:{( 2 j +r(aniu)zp]ﬁk”zsn(iu—gbj+iyjl') (357)

ksniu i1

onde:
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r=+1, se r=+1

. (358)
r=-1, se r=-1
Agora eliminaremos as fungdes elipticas, encontrando expressdes gerais para 0s

autovalores A . Considere:

k¥2sn(g, —il'12) =—exp(i6),) (359)
cn(g, —il'/2)dn(g, —i1'/2)= ik exp(i6, ), (360)
com:
¢, =k *(L+k*—2kcos26, (361)
Usando a férmula:
snucnvdnv xcnusnvdnu
snluxv)= 362
v) 1—k?sn?usn?y (362)
segue:
kl’zsn(iu 5 “,/2) cniudniu—ikc;sniu (363)
— 0. + —
: exp(-i6, )-kexp(ig, Jsn?(iu)
Considere também:
senh2K =—isniu
cosh2K =cniu
(364)

senh2L =i/(k sniu)
cosh2L =idniu/(k sniu)

com:
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kKZsn(iu—g, —il'/2)=[k?sniu—g, +il'/2)]"* (365)

Usando estas relagdes, A pode ser escrito na forma independente de U :

A =7(-4) [(senhZL)2p +r(senh2K )*° ]lz_pl(yj ) (366)

j=1

onde:

B cosh2Kcosh2L+cj
- exp(iHj )senhZK +e><p(—i0j Jsenh2L

1, (367)

O resultado acima foi obtido para k <1, o Unico caso em que as funcdes elipticas
podem ser usadas. Porém, cada autovalor pode ser expresso como uma funcdo algébrica de

exp(2K) e exp(2L), e a equagdo acima é continuada analiticamente para k >1: sendo ¢

positivo para k<1, o mesmo tende a um minimo valor positivo para k —1, sendo a

continuagdo analitica de ¢; uma raiz quadrada positiva:

Z_1<c <=+41 (368)

Ser=-1e j=2p, entretanto, teremos:
c,, =(—k)/k (369)

Sendo a continuacdo analitica da Ultima equacéo negativa para k >1. Portanto as
equacdes (366) e (367) também se aplicam a k >1, pois possuem continuacdo analitica,
excetopara r=-1e j=2p.

Como este modelo ndo possui uma representacdo explicita dos autovalores de

VW, ele ndo mostra quantos autovalores ha para uma escolha apropriada de y;, j=1..,2p.
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Para resolver este problema, consideramos uma temperatura maxima limite (T,) para a qual o
maior dos autovalores pode ser encontrado.

Retornando a equacdo (242), considerando N =2mp o ndmero de posi¢des da

rede de m linhas, cada uma com 2p posicdes, a energia livre por spin é:

—g/k,T=(2p) " InA,, (370)
onde k, é a constante de Boltzmann. Considere a identidade:
. cosh2K cosh2L+cj 371)
#i#5 = osh2K coshaL —c,
com K e L positivos e:
0<c, <cosh2K coshL (372)

O produto dos denominadores de Hyseeey Moy SE cancelam exatamente co 0s

fatores precedentes na equacéo (366), exceto para 4°, resultando em:

2
A :]_p[z(coshZK cosh2L +c, ) (373)

j=L
A identidade acima é verdadeira para ambos r =+1 e r =—1. Entretanto, pelo
teorema de Perron-Frobenius, o maximo autovalor de uma matriz com todas as entradas

positivas corresponde a um autovetor com todas as entradas também positivas, 0 que ocorre

apenas em r =+1. Defina:
F(0)=In {ZlcoshZK cosh2L +k*(L+k? — 2k c0s26, )UZB (374)

especificando r =+1 segue:
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A, :%ZP:F[ﬂ( j-1/2)/2p] 375)
i1

esta soma ¢ dividida uniformemente no intervalo (0,7). No limite p grande, ela se torna

uma integral dividida no subintervalo 7z/2p:
—9/k,T =(27) " [F(6)do (376)
0

este € o principal resultado deste capitulo.
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3. METODOLOGIA

O objetivo do trabalho é comparar os resultados das fungdes termodinamicas
obtidas pela solugdo de Onsager com as da técnica de matriz de transferéncia, fazendo uma
extensdo ao resultado para magnetizagdo espontanea obtido por Yang. Para fazé-lo,
buscaremos uma equivaléncia entre os dois modelos em seus diferentes arranjos.

Analisaremos entéo os resultados obtidos baseado em tudo o que foi pesquisado.
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4. RESULTADOS
A ordem de longo alcance ¢ equivalente a existéncia de magnetizacdo espontanea,
como foi obtido por Yang, pois a funcéo correlacdo entre dois spins €, fazendo o limite para

grandes distancias, numericamente igual ao quadrado do valor médio termodindmico da

magnetizacdo por spin, pois o comprimento de correlagédo tende a zero:

oo )=(c ), parai- jgrande (377)
(o10,)=(0)

A energia livre de Helmholtz por spin obtida pela técnica de matriz de

transferéncia, para o caso isotropico, isto é:
K=L=24] (378)

é exatamente igual ao resultado obtido por Onsager.

Para o caso isotropico, o resultado de Yang se torna:

M, =(1-k?}J" (379)
onde k é o mesmo do capitulo 2.9, sendo no caso isotrépico definido por:

k =(senh23)~? (380)

Portanto a técnica de matriz de transferéncia reproduz os resultados obtidos pela

solugéo de Onsager.
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5. CONCLUSAO

O modelo de Ising, com sua solucéo exata para ferromagnetismo, tem se mostrado
uma ferramenta bastante atil no estudo do comportamento de materiais magnéticos em
transicdo de fase. Portanto € um excelente laboratorio para estudos sobre modelos cléssicos de

sistemas fisicos em transicdo de fase com solucdo analitica exata.
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APENDICE A — AS FASES MAGNETICAS

Descreveremos neste apéndice as caracteristicas gerais das fases magnéticas dos
materiais.
e FERROMAGNETISMO E ANTIFERROMAGNETISMO

A principal caracteristica de um material ferromagnético é ele apresentar
magnetizacdo espontanea, isto €, apresentar um momento dipolo magnético total mesmo na
auséncia de campo externo. Tal situacdo existe somente quando a temperatura do sistema esta
abaixo da temperatura Curie(T < T.). Acima desta, caracteriza-se a fase antiferromagnética,
em que ndo ha magnetizacdo espontanea.

Esta propriedade é devida a tendéncia natural de os spins se alinharem a baixas
temperaturas.

Uma situacdo oposta ocorre nos materiais antiferromagnéticos, onde a tendéncia é
de os spins atdmicos ou moleculares néo se alinharem a baixas temperaturas, mas sim a altas
temperaturas. Portanto nos materiais antiferromagnéticos ha magnetizacdo espontanea a
temperaturas elevadas, diferentemente dos materiais ferromagnéticos.

Materiais como o ferro, o cobalto e o niquel apresentam ferromagnetismo abaixo

da temperatura Curie Te.

Figura 2
Figura |

Fig.1 Fase ferromagnética no modelo de Ising.
Fig. 2 Fase antiferromagnética no modelo de
Ising.
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e PARAMAGNETISMO

Esta propriedade é a tendéncia dos spins do material se alinharem paralelamente
com 0 campo magnetico externo, isto é, nas mesmas direcdo e sentido. Para apresentar
comportamento paramagnético, os &tomos ou moléculas de um sistema devem ter momentos
magnéticos permanentes que devem tender a se orientar no campo aplicado. Materiais
paramagnéticos ndo apresentam magnetizacdo espontanea. Materiais ferromagnéticos

apresentam comportamento paramagnético acima da temperatura Curie.

e DIAMAGNETISMO

Nos materiais diamagnéticos, os spins tendem a se alinharem antiparalelamente
com o campo magnético externo(na mesma direcdo, em sentidos opostos). O diamagnetismo é
o resultado da Lei de Lenz operando numa escala atbmica. Esta presente em todos os tipos de
matéria, sendo ndo perceptivel por um comportamento paramagnético ou ferromagnético mais
intenso. O diamagnetismo é particularmente intenso em materiais que se constituem
inteiramente de 4tomos ou ions com camadas eletrénicas completas, pois nesses casos todas
as contribuicdes paramagnéticas se cancelam. Da mesma forma que no paramagnetismo, as

substancias diamagnéticas ndo apresentam magnetizacdo espontanea.
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APENDICE B — MODELO DE ISING ANTIFERROMAGNETICO

Na secdo em que é feita a descricédo preliminar do modelo de Ising, consideramos
0 termo de troca J no Hamiltoniano como positivo. Se ele for negativo, 0s spins tendem a se
alinhar antiparalelamente a baixas temperaturas. Este € 0 modelo de Ising antiferromagnético.

Tomemos a demonstracdo de Peierls para auséncia de ferromagnetismo em uma
dimensdo. Considere um arranjo linear de N spins em que parte dos spins estejam
desalinhados com os demais. O sistema esta a uma temperatura T. Elevemos agora em AT a
temperatura para que todos os spins se alinhem na mesma diregé&o.

A energia do sistema a temperatura T é E;= -(N - 1)J +2J e, a temperatura T +
AT, Es= -(N - 1)J. Temos:

AE=2J <0 1)

A entropia a temperatura T é k-In(N -1) e a entropia final é zero. A variacdo na

energia de Helmholtz é:
Ag=2J +kTIn(N -1) )

No limite termodindmico N — oo, temos Ag > 0. Assim fica provado que o
modelo de Ising antiferromagnético é inconsistente em uma dimensao.
Na demonstracdo deste trabalho para duas dimensdes, para uma rede quadrada, a

probabilidade de haver regides negativas (spin igual a -1) é:

20

e T €)

Sabemos que L € no minimo igual a 4 e J < 0. Portanto para altas temperaturas a
probabilidade de haver regifes negativas € baixa, de modo que o modelo de Ising

antiferromagnético em duas dimensdes é consistente.
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APENDICE C — FUNCAO PARTICAO

As funcdes termodinamicas tais como a magnetizacdo ou a energia total de um
sistema s&o obtidas através da fungdo parti¢cdo. Considere um sistema com possiveis estados S
e seus respectivos Hamiltonianos E(S). Definimos:

S { E(S)} M

S

como a funcdo particdo, onde k é a constante de Boltzmann, com o somatdrio se estendendo

sobre todos os estados permitidos. A energia livre de Helmholtz é dada por:
g=—kT:-InZ, )

e a probabilidade de o sis tema estar em um dado estado S é:

Z!-exp {%@} @)

entdo se um dado observavel X de um sistema tem valor X(S) para um estado S, entdo o valor

médio termodinamico observado é:

g E(S)
(X)=2, ZX(S)exp{ T ] (4)

A energia interna de um sistema é:

U =(E)

=7 ZE(S)exp[ E(S)} ©)

kT
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Usando as equacdes (1) e (2) verifica-se que:

U=kT*Zin Z,
oT

A

O problema béasico de um sistema em equilibrio termodindmico é calcular sua

(6)

funcdo particdo, ou seja, a soma sobre todos os possiveis estados, podendo esta ser uma
integral para sistemas continuos, ou o traco do espaco de estados em se tratando de Mecanica
Quantica. As propriedades termodindmicas sdo obtidas por diferenciacéo.

Contudo, para um sistema macroscopico real, nem sempre é possivel avaliar suas
interagBes internas, sendo a obtencdo de Zy uma tarefa dificil. Neste caso, uma das
alternativas, ou ambas, a serem seguidas é:

A. Substituir o sistema real por uma idealizacdo do mesmo, conhecida como

modelo, que matematicamente consiste em especificar os estados S e suas
funces Hamiltonianas E(S).

B. Utilizar de métodos aproximativos para se avaliarem as somas sobre o0s

estados.

Alguns dos métodos de aproximacdo mais conhecidos sdo

(i) Células de aproximagao

(i) Integrais aproximadas para as fungdes correlagao

(iii)  Célculos computacionais em sistemas macroscopicos em escala
microscopica(por exemplo, considerando algumas centenas de atomos).

(iv) Expansdo em séries de poténcias para alguma varidvel apropriada,
como o inverso da temperatura ou a densidade.

Os métodos de aproximacdo tém um bom grau de precisdo, exceto para

temperaturas proximas do ponto critico Te.
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APENDICE D - PRODUTO TENSORIAL

Um processo conhecido para multiplicacdo de matrizes é o produto direto
tensorial, ou produto de Kronecker. Sejam A e B matrizes quadradas mxm e nxn,

respectivamente. O produto direto das duas é:
AxB=C 1)
sendo C uma matriz mn x mn com elementos:

Caﬁ = Au‘ B, )

coma=n(i-0+k,  A=n(j-1)+

Por exemplo, sejam A e B ambas matrizes 2 x 2:

AX B :LallB alZBJ
a,B a,B

a'llbll a‘llb12 a‘lell a‘12b12 (3)
a b21 a'llb22 a‘12b21 a12b22

aZlbll a21b12 a'22b11 a22b12

a21b21 a21b22 a'22b21 a'22b22
o0 produto direto de matrizes é associativo, mas ndo comutativo. De forma que:

AxB=BxA (4)

(AxB)-(CxD)=(A-C)x(B-D) (5)
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A equacéo (5) pode ser generalizada:

(AxBx---xC)-(DxEx---xF) ]
=(A-D)x(B-E)x---x(C-F) (6)

Na representacdo matricial da Mecanica Quantica, os elementos de matriz para
um produto tensorial sao:

(ii'|AxBI1i") = ([ A T)I'Bl 1) (7)

A equacdo (7) pode ser generalizada:

(i 07| Ax B Cl "+ 1) = (i A (B ") -+(i"IC] §7) (8)
e a equacdo (5) fica:

(i i)

= Z(ii B|kk ><kk’|C X D| jj’)

—Z (i[Ak)K|C] 1) 2418l )k’ [D] 17 ©

<|AC| ><" i)

= (ii"|(AC)x (BD) jj")

A generalizacdo da equacdo (6) pode ser provada da mesma forma:

< "(AxBx---xC)(DxE><---><F)|jj'---j">
= (i[(AD) j){i"[(BE ) §')--(i"|(CF ) j") (10)
<|I " (AD)x(BE)x---(CF)| iy j">




