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RESUMO

A Mecânica Quântica é considerada como uma das teorias fundamentais para descre-
ver a evolução dinâmica e compreender o comportamento ondulatório das part́ıculas,
principalmente no aspecto relativo à estrutura interna da matéria. A solução de proble-
mas Quânticos em que a massa apresenta dependência espacial tem despertado interesse
recentemente em várias áreas da F́ısica, tanto pelo aspecto matemático quanto pelo as-
pecto fenomenológico. A importância dessas soluções esteve inicialmente relacionada à
aplicações tais como, no estudo das propriedades eletrônicas de heteroestruturas semicon-
dutoras. Atualmente, questões relacionadas à hermiticidade do operador hermitiano, a
F́ısica atômica e molecular, à supersimetria e a problemas relativ́ısticos. Nesta monografia
estuda-se a equação de Schrödinger e mostra que as soluções são as funções confluentes
de Heun para dois problemas quânticos particulares no qual a part́ıcula apresenta massa
dependente da posição sujeita, no primeiro caso, ao potencial tangente hiperbólico e no
segundo, ao potencial tangente hiperbólico ao quadrado. Para isso, escreve-se a equação
de Schrödinger com massa variável através do ordenamento proposto por BenDaniel-
Duke. Em seguida, através de mudanças na variável dependente e independente, o pro-
blema quântico onde a massa é dependente da posição é transformado em um problema
equivalente de massa constante sujeita a um potencial efetivo. Por fim, investigam-se
as soluções estacionárias da equação de Schrödinger para massa dependente da posição
através de transformações inversas que levaram a equação de Schrödinger para massa cons-
tante. Representa-se graficamente as soluções de cada caso, tanto as funções no espaço
das coordenadas, para o problema de massa dependente da posição, quanto no espaço
transformado para o problema equivalente de massa constante.

Palavras-Chave: Massa dependente da posição. Equação confluente de Heun. Potencial
tangente hiperbólica e tangente hiperbólica ao quadrado.
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5 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42



Referências . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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1 INTRODUÇÃO

A Mecânica Quântica é considerada uma das teorias fundamentais para descrever

a evolução dinâmica e compreender o comportamento ondulatório da matéria, principal-

mente no aspecto relativo à estrutura da matéria. Até o ińıcio do século XX, a Mecânica

Newtoniana, o eletromagnetismo e a termodinâmica, isto é, a Mecânica Clássica ocupa-

vam esse lugar de destaque (PESSOA Jr, 2000; da SILVA, 2008). A Mecânica Clássica

se baseia nas três leis de Newton em quanto que a Mecânica Quântica tem como base

cinco postulados. Nessa nova teoria está a equação de Schrödinger que não é deduzida

de outras equações mais fundamentais e desempenha um papel análogo à segunda lei de

Newton.

Nos últimos anos, um grande número de trabalhos em sistemas quânticos, onde a

massa da part́ıcula apresenta dependência espacial, tem despertado o interesse de vários

pesquisadores. A importância desta abordagem está relacionada à aplicações e ao estudo

das propriedades eletrônicas de heteroestruturas de semicondutores (WEISBUCH; VIN-

TER, 1993; BASTARD, 1988), além de descrever problemas experimentais relacionados a

impurezas em cristais (SLATER, 1949; LUTTINGER; KOHN, 1955), e vários outros no

âmbito da Matéria Condensada. Mais recentemente, encontra-se aplicações desses con-

ceitos relacionados a f́ısica atômica e molecular (SEVER, 2008), bem como em Mecânica

Quântica supersimétrica (PLASTINO, 1999).

O estudo desse problema revela em seu cerne uma ambiguidade devido ao orde-

namento da massa com o operador momento e consequentemente na forma do operador

hamiltoniano, para casos não-relativ́ısticos. Existem na literatura vários ordenamentos

para representar a massa com dependência espacial e o operador momento, observa-se

em todas elas a hermiticidade do operador energia cinética (MAZHARIMOUSAVI; MUS-

TAFA, 2010). Na equação de Dirac por outro lado não há essa ambiguidade, uma vez que

a massa e o operador momento linear estão desacoplados. Portanto, utiliza-se o ordena-

mento de BenDaniel-Duke(1966)1 por estar de acordo com a equação de Dirac no limite

de baixas energias (CAVALCANTE et all., 1997; RENAN et all., 2000) e também por

manter a hermiticidade do operador hamiltoniano.

Incentivado por vários trabalhos na literatura que apresentam discussões sobre

problemas quânticos em que a massa da part́ıcula apresenta dependência espacial, o obje-

tivo desta monografia é resolver a equação de Schrödinger, para dois problemas quânticos

particulares no qual uma part́ıcula apresenta massa dependente da posição e sujeita, no

1BENDANIEL; DUKE (1966).
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primeiro caso, ao potencial proporcional à tangente hiperbólica e, no segundo, ao poten-

cial proporcional à tangente hiperbólica ao quadrado, e também mostrar nos dois casos

que as soluções são as funções confluentes de Heun.

Para resolver a equação de Schrödinger com massa variável, primeiro se escreve

o hamiltoniano com operador energia cinética proposto por BenDaniel-Duke. Uma vez

representado o hamiltoniano, sugeri-se mudanças na variável dependente e independente

com a finalidade de obter uma equação análoga a de Schrodinger para massa constante.

Submeti-se a essa equação novas transformações de coordenadas com o objetivo de levar a

equação análoga com massa constante a uma equação de Heun, e assim obter as soluções

do problema de massa variável em termos das funções confluentes de Heun.

Por fim, investiga-se as soluções estacionárias da equação de Schrödinger para

massa dependente da posição através de transformações de coordenadas que levam a uma

equação de Schrödinger equivalente para massa constante e representam graficamente as

soluções de cada caso, ou seja, as funções no espaço das coordenadas para o problema de

massa dependente da posição, e no espaço transformado onde a part́ıcula apresenta massa

constante.

A monografia está organizada da seguinte forma: No caṕıtulo 2, propõe-se uma

breve discussão sobre o desenvolvimento da Mecânica Quântica ondulatória. No caṕıtulo

3, apresenta-se uma sucinta discussão sobre os elementos fundamentais da Mecânica

Quântica de Schrödinger e seus postulados. No caṕıtulo 4, expõe conceitos de sistemas

onde a massa apresenta distribuição espacial; comenta-se o fato do operador momento

linear não comutar com a massa dependente da posição; estabeleci-se uma forma de relaci-

onar a equação de Schrödinger com massa variável em uma análoga com massa constante;

apresenta-se os problemas que serão resolvidos; mostra-se as soluções das equações como

funções confluentes de Heun. No caṕıtulo 5, conclui-se o trabalho.
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2 A MECÂNICA QUÂNTICA ONDULATÓRIA

Este caṕıtulo propõe-se a discutir alguns aspectos essenciais da teoria Quântica

de Schrödinger. Portanto não tem o propósito de levar ao leitor todas as informações

quanto à construção da teoria Quântica. Porém, o mesmo é convidado a se aprofundar

nas citações propostas ao longo do texto.

2.1 As hipóteses de Louis de Broglie

Com o fracasso da mecânica clássica em responder a uma série de questões rela-

tivas ao comportamento de part́ıculas na escala atômica e subatômica, nasce a Mecânica

Quântica. Neste caṕıtulo será feito uma breve explanação sobre as hipóteses que se origi-

nam nos trabalhos do francês Louis de Broglie, e que a partir deles Schrödinger, em 1926,

desenvolveu a formulação ondulatória da Mecânica Quântica.

A partir dos trabalhos de Planck sobre a radiação do corpo negro, nos quais é

introduzida a constante fundamental h(= 6, 63.10−34J.s), Einstein mostrou ser posśıvel

associar a uma onda eletromagnética plana monocromática, de freqüência v, um conjunto

de part́ıculas, os fótons; e para cada fóton, um quantum de energia,

E = hv (2.1)

proporcional a frequência da radiação. Assim, considerou que a energia luminosa é dis-

tribúıda descontinuamente no espaço, sendo constitúıda de corpúsculos de energia sem

massa que transportam momento p (NUSSENZVEIG, 2002; CARUSO; OGURI, 2006).

Assim, para um fóton com energia E0 = hv0, com v0 = c/λ0, para o momento tem-se:

p0 =
h

λ0

(2.2)

Para L. de Broglie, se um conjunto de fótons corresponde a uma onda eletro-

magnética, então se pode associar a um feixe de part́ıculas livres de massa m e mesma

velocidade um comportamento ondulatório. A equação (2.2) escrita na forma
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λ =
h

p
(2.3)

é conhecida como equação de L. de Broglie e prevê o comprimento de onda para uma

part́ıcula com momento linear p (EISBERG; RESNICK, 1979).

Entretanto, a hipótese de L. de Broglie trouxe problemas no fato de que a veloci-

dade de fase da onda plana associada a part́ıculas seria maior do que a velocidade da luz no

vácuo, violando assim a relatividade de Einstein e portanto não, poderia estar envolvida

com o transporte de energia associada a part́ıculas materiais. Para resolver esse paradoxo,

de Broglie admitiu que, ao invés de associar uma única onda plana monocromática ao

movimento de uma part́ıcula, representa-se o processo ondulatório pela superposição de

várias ondas planas monocromáticas, isto é, um pacote de ondas que interferem destruti-

vamente em todo espaço, exceto na região em torno das part́ıculas (CARUSO; OGURI,

2006).

A luz das idéias de L. de Broglie, Davisson e Germer, em 1927, demonstram a na-

tureza ondulatória do elétron1. A partir desse trabalho não restavam mais dúvidas, a du-

alidade onda-part́ıcula é confirmada (DAVISSON; GERMER, 1927; CARUSO; OGURI,

2006).

Essas evidências serviram de inspiração para os trabalhos de Erwin Schrödin-

ger que em 1925 propôs um novo formalismo para a teoria Quântica, tendo como base

experimentos que associavam ao movimento das part́ıculas de sistemas microscópicos as

leis do movimento ondulatório e não as leis de Newton. De fato, a generalização da teo-

ria ondulatória de Schrödinger inclui a teoria de Newton como caso particular no limite

macroscópico.

2.2 Separação do mundo microscópico do mundo ma-

croscópico

A introdução da teoria ondulatória da matéria teve consequências epistemológicas

que os criadores da teoria Quântica não avaliaram a longo prazo. Nos anos da terceira

década do século XX, os fundadores da Mecânica Quântica tiveram que enfrentar um das

mais duras batalhas, o determinismo.

Discussões a respeito de como interpretar2 a Mecânica Quântica surgiram tão

logo esta teoria foi formulada, a partir de junho de 1925. Até 1964, quando John Bell efe-

tivamente eliminou o agnosticismo, havia três proposições: realista, ortodoxa e agnóstica

que tinham seus seguidores (GRIFFITHS, 1995). Esta monografia assume o ponto de

1Fato que consagrou a mais intrigante das simetrias da natureza: a dualidade onda-part́ıcula. De
Broglie foi condecorado com o prêmio Nobel em 1929.

2Para melhor entender as questões filosóficas referentes a interpretação da mecânica quântica, sugere-se
ao leitor: (PESSOA Jr. 2008).
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vista da interpretação ortodoxa3, por ser a mais difundida. Este trabalho não entra no

mérito filosófico quanto à interpretação da teoria Quântica.

A associação de part́ıculas massivas na escala atômica a pacotes de ondas implica

a posição e o momento não são mutuamente determinados. Segundo Heisenberg, em

qualquer medida f́ısica, o produto da medida da incerteza associada ao valor da coordenada

xi, ∆xi, e a medida da incerteza associada ao seu correspondente momento linear, ∆pi,

não pode ser inferior em grandeza, à constante de Planck normalizada (LESTIENNE; de

BARROS, 2008), isto é;

∆xi∆pi ≥
h

4π
≡ h̄

2
≈ 10−26kg.m/s (2.4)

em outras palavras, os valores da medida da incerteza da posição e do momento são sempre

maiores do que o valor da constante h̄, portanto se a posição da part́ıcula for determinada

precisamente, o momento aumenta drasticamente de modo que o produto da incerteza

apresentado em (2.4) se mantenha constante. Devido à ordem de grandeza da constante

h̄, esses efeitos são observados somente no mundo microscópico (CHESMAN; MACEDO;

CARLOS ANDRE; 2004).

Outra relação de incerteza na medida pode ser verificada pela associação das

medidas da energia e do tempo, ou seja:

∆E∆t ≥ h̄

2
(2.5)

As relações apresentadas acima são conhecidas como relações de incerteza de

Heisenberg.

3Esta visão também é conhecida como interpretação de Copenhagen.
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3 MECÂNICA QUÂNTICA DE SCHRÖDINGER

3.1 Introdução

A Mecânica Clássica está fundamentada nas três leis de Newton e a Mecânica

Quântica está apoiada em cinco postulados1. Na nova teoria, está a equação de Schrödin-

ger que não pode ser deduzida de outras equações mais fundamentais. As várias tentati-

vas encontradas para a sua dedução são apenas argumentos plauśıveis de se ilustrar essa

equação.

3.2 Equação de Schrödinger

Schrödinger obteve sua equação por meio de conjecturas heuŕısticas bem sucedi-

das chegando a uma equação diferencial para a onda ψ de L. de Broglie, que associa essa

função ao movimento do elétron de baixa energia:

HΨ(r, t) = ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t
(3.1)

onde H é o operador hamiltoniano que, para o caso de sistemas conservativos representa

a energia do sistema. Essa equação utiliza no seu formalismo a equação de Hamilton, de

1835 e descrevem com sucesso part́ıculas massivas.

3.3 Equação de Schrödinger independente do tempo

Para campos conservativos, a equação de Schrödinger dependente do tempo, em

particular o caso unidimensional que pode ser escrito como:

ih̄
∂Ψ(x, t)

∂t
= − h̄2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t) + V (x, t)Ψ(x, t). (3.2)

Pode ser resolvida pelo uso do método de separação de variáveis, no qual se escreve a

solução como o produto de funções que dependem de variáveis distintas,

1Os Posulados serão apresentados na seção (4.5).
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Ψ(x, t) = ψ(x)ϕ(t) (3.3)

Então, para soluções separáveis tem-se:

∂

∂t
Ψ(x, t) = ψ(x)

d

dt
ϕ(t) e

∂2

∂x2
Ψ(x, t) = ϕ(t)

d2

dx2
ψ(x) (3.4)

Substituido-se a eq. (3.4) na eq. (3.2) tem-se:

ih̄ψ(x)
dϕ(t)

dt
= − h̄2

2m
ϕ(t)

d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x)ϕ(t) (3.5)

Dividindo-se por ψ(x)ϕ(t) e reescrevendo a eq.(3.5),

ih̄
1

ϕ(t)

dϕ(t)

dt
= − h̄2

2m

1

ψ(x)

d2

dx2
+ V (x) (3.6)

O primeiro termo depende somente de t e o segundo somente de x. Desse modo,

existe apenas uma forma para que isso aconteça, se ambos os termos forem constantes.

Denota-se por E a constante de separação, tal que;

ih̄
dϕ(t)

dt
= E (3.7)

e

− d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) =

2m

h̄2 Eψ(x) (3.8)

A separação de variáveis transformou uma equação diferencial parcial em duas

equações diferenciais ordinárias. Resolvendo a equação (3.7) e suprimindo a constante,

pois o que interessa é a solução para Ψ(x, t),

ϕ(t) = e−i
Et
h̄ (3.9)

A equação (3.8) é conhecida como equação de Schrödinger independente do tempo

e constitui um problema de autovalores tal que, dependendo das condições impostas à

função de onda Ψ(x, t), o autovalor E (ou seja, E denomina-se a energia da part́ıcula),

pode assumir valores discretos ou cont́ınuos. As soluções, Ψ(x, t)n, associadas ao seu cor-

respondente autovalor En (para estados não degenerados), são chamadas de autofunções

de energia (GRIFFITHS, 1995; CARUSO; OGURI, 2006).
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3.4 Os estados estacionários

A solução da equação de Schrödinger, Ψ(x, t), que representa o estado da part́ıcula

em um instante t, pode ser escrito como:

Ψ(x, t) = ψ(x)e−i
Et
h̄ (3.10)

A equação (3.10) corresponde aos estados estacionários, pois a densidade de pro-

babilidade de presença2, ρ, associada as soluções que evoluem de um auto estado de

energia (CARUSO; OGURI, 2006), não depende do tempo.

|Ψ(x, t)|2 =
(
ψ(x)e−i

Et
h̄

)∗ (
ψ(x)e−i

Et
h̄

)
= |ψ(x)|2 (3.11)

3.5 Os estados não-estacionários

Uma vez que a equação de Schrödinger é linear e homogênea a solução geral para

uma part́ıcula, em campo conservativo, é uma combinação linear das soluções separáveis;

Ψ(x, t) =
∞∑
n=1

cnψ(x)ne
−iEnt

h̄ . (3.12)

Note-se que neste caso, a densidade de probabilidade de presença,

|Ψ(x, t)|2 =
∞∑
m,n

(
cmψ(x)me

−iEmt
h̄

)∗ (
cnψ(x)ne

−iEnt
h̄

)
(3.13)

depende do tempo e o estado Ψ(x, t) é dito não-estacionário.

3.6 A ortogonalidade dos autos estados

As soluções estacionárias da equação de Schrödinger apresentam uma propriedade

muito importante, a ortogonalidade.

∫
ψm(x)∗ψn(x)dx = 0 (m 6= n) (3.14)

Como as autofunções ψm(x) e ψn(x) satisfazem a equação de Schrödinger inde-

pendente do tempo, Eq.(3.8),

2O termo densidade de probabilidade de presença será definido na seção (3.7).
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− d2

dx2
ψm(x) + V (x)ψm(x) =

2m

h̄2 Eψm(x) (3.15)

− d2

dx2
ψn(x) + V (x)ψn(x) =

2m

h̄2 Eψn(x) (3.16)

Pode-se multiplicar a Eq.(3.15) por ψn(x)∗ e a eq.(3.16) por ψm(x)∗, e subtrai-las

obtendo-se:

− h̄2

2m

∂

∂x

(
ψ∗n

∂

∂x
ψm − ψm

∂

∂x
ψ∗n

)
= (Em − En)ψ∗nψm. (3.17)

Integrando a equação acima, tem-se:

∫ +∞

−∞
ψm(x)ψ∗n(x)dx = − h̄2

2m (Em − En)

∫ −∞
+∞

∂

∂x

(
ψ∗n(x)

∂

∂x
ψm(x)− ψn(x)

∂

∂x
ψ∗n(x)

)
dx

(3.18)

A integral do lado esquerdo se anula, porque as autofunções se anulam a medida

que os limites de integração são arbitrariamente grandes. Assim se, ψm(x) e ψn(x) são

autofunções que pertencem a autovalores distintos de energia, Em−En 6= 0, então obede-

cem a relação de ortogonalidade mostrada em (3.14) (CARUSO; OGURI, 2006). Portanto

pode-se escrever,

∫ −∞
+∞

ψm(x)ψ∗n(x)dx = δmn (3.19)

em que δmn é conhecido como delta de Kronecker e é definido da seguinte forma:

δmn =

{
0, m 6= n

1, m = n

Diz-se então, que as autofunções distintas pertencentes ao espaço de soluções (espaço de

Hilbert) são ortogonais.

3.7 A equação da continuidade

A função de onda ψ associada a uma part́ıcula é complexa e representa um vetor

de estado. Essa função é a descrição mais completa posśıvel de um sistema Quântico e

o quadrado complexo, |ψ(x)|2, é interpretado como densidade de probabilidade associado

a posição da part́ıcula. Na Mecânica Newtoniana para descrever um sistema clássico de

part́ıculas completamente e até mesmo prever todas as grandezas associadas ao movi-

mento, faz-se necessário apenas conhecer a posição e a velocidade de todas as part́ıculas.
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Em Mecânica Quântica, a descrição de um sistema quântico termina quando se conhece

as funções de onda e suas probabilidades.

Segundo a interpretação probabiĺıstica de Max Born, a probabilidade dP de uma

part́ıcula associada a uma função de onda Ψ ser encontrada, em um dado instante t,

no interior de um elemento de volume d3r em torno do ponto (x, y, z) é igual a |Ψ|2d3r

(CARUSO; OGURI, 2006), isto é,

|Ψ|2d3r = dP (3.20)

Para verificar o que ocorre quando o movimento de uma part́ıcula Quântica é

levado em conta, deriva-se |Ψ|2 em relação ao tempo

∂ |Ψ|2

∂t
=
∂Ψ∗

∂t
Ψ + Ψ∗

∂Ψ

∂t
(3.21)

∂ |Ψ|2

∂t
=
i

h̄

[
Ψ

(
− h̄2

2m
∇2 + V

)
Ψ∗ −Ψ∗

(
− h̄2

2m
∇2 + V

)
Ψ

]
(3.22)

De

Ψ∗∇2Ψ−Ψ∇2Ψ∗ = ∇ · (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) (3.23)

tem-se

∂ |Ψ|2

∂t
= − ih̄

2m
∇ · (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) (3.24)

Considera-se J ≡ − ih̄
2m
∇ · (Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) e ρ≡ |Ψ|2 de modo que:

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (3.25)

Observa-se que ρ e J, da equação acima, obedece a uma equação análoga à

equação da continuidade conhecida na Mecânica dos Fluidos, onde explicita a conservação

da massa do fluido e também no eletromagnetismo, que faz o mesmo para a conservação

da carga. Em Mecânica Quântica essa expressão é conhecida como conservação de pro-

babilidade (GRIFFITHS, 1995).

Born interpretou3 ρ como sendo uma densidade de probabilidade de presença e

J de corrente de probabilidade. Neste sentido apesar de não haver uma denominação

equivalente na teoria de probabilidades, a função de onda Ψ é conhecida também como

amplitude de probabilidade de presença (GRIFFITHS, 1995).

É conveniente adotar uma linguagem mais usual do que a que se usou até agora.

3BORN, M.; JORDAN, 1925.
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Considera-se um conjunto de réplicas da part́ıcula idênticas, ou seja, com a mesma função

de onda, que não interagem entre si. Assim, denota-se por N essas réplicas e normalizando

a função de onda, tem-se:

∫
|Ψ|2d3r = N (3.26)

Estendendo a integral a todo o espaço e tomando um volume V delimitado por uma

superf́ıcie S fechada, observa-se:

NV =

∫
V

|Ψ|2d3r (3.27)

Tem-se desse modo, com a relação (3.27), não mais a probabilidade de uma só

part́ıcula estar no volume V , mas um número NV de part́ıculas das N existentes e que

estão dentro de V . Denota-se n com sendo o campo das normais externas à superf́ıcie S.

Assim, tem-se:

dNV

dt
=

∫
V

∂ρ

∂t
d3r = −

∫
V

∇ · Jd3r = −
∫
S

J · ndS (3.28)

Supondo que NV diminua com o tempo, obtém-se:

dNV

dt
< 0 (3.29)

tal que:

∫
S

J · ndS > 0 (3.30)

A equação (3.30) mede o número de part́ıculas que saem do volume V por unidade

de tempo e que atravessam a superf́ıcie S com o sentido indicado pelo vetor normal.

3.8 Postulados da Mecânica Quântica

A questão de como interpretar a função de onda ψ, foi objeto de discussão nos

primeiros anos da Mecânica Quântica. Entretanto, a função de onda ψ não apresenta em

si mesma uma grandeza mensurável, todas as grandezas mensuráveis como a energia e o

momento da part́ıcula podem ser calculadas a partir do conhecimento dessa função. A

ligação de ψ com o mundo real é estabelecida pelos dois últimos dos cinco postulados4

que serão apresentados na sequência (SAKURAI, 1994; GRIFFITHS, 1995).

Postulado 1. (Estado de um sistema) Em cada instante t, o estado de um

sistema f́ısico é representado por uma função de onda Ψ(r, t), no espaço vetorial dos

4Este texto foi traduzido do livro: Modern Quantum Mechanics - J.J. Sakurai (Revised Edition), 1994.
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estados, espaço de Hilbert que contém toda a informação que podemos conhecer sobre o

sistema (exceto o spin).

Postulado 2. (Quantidades f́ısicas) Qualquer quantidade f́ısica mensurável é

descrita matematicamente por um operador Ô, que atua sobre os estados. Este operador

é um observável.

〈
Ô
〉

=

∫
ψ∗Ôψdx (3.31)

Postulado 3. (Medidas de quantidades f́ısicas) O único resultado posśıvel da

medida de quantidade f́ısica Ô é um dos autovalores λn do correspondente operador O.

Postulado 4. (Decomposição espectral) A probabilidade de se obter o autova-

lor λn (não degenerado) numa medida de um observável Ô sobre o sistema no estado

normalizado Ψ(r, t) é:

∫
ψ∗ψdx = 1 (3.32)

Postulado 5. (Evolução temporal) A evolução temporal de um sistema Quântico

é determinada pelo operador Hamiltoniano ou energia total, H(x, t), através da equação

de Schrödinger

HΨ(r, t) = ih̄
∂Ψ(r, t)

∂t

3.9 Operadores hermitianos

Os operadores hermitianos são definidos tal que se f(r) e g(r) pertencem ao

espaço de Hilbert então o operador Ô é hermitiano se, e somente se

〈O〉 =

∫
f ∗Ôgdr =

∫
ˆ(Of)∗gdr =

[∫
f ∗(Ôg)dr

]∗
= 〈O〉∗ (3.33)

onde Ô é o operador que está relacionado ao observável O.

Nota-se que a relação (3.33) determina o valor médio de O (representa-se o ope-

rador por uma função operador O(r,p)), que deve ser real. De maneira geral, conside-

rando U e W dois conjuntos de funções e definindo o mapeamento Ô: U → W com

Ô(u) = w(u ∈ U : w ∈ W ). Simbolicamente se pode escrever esta relação como um

produto do operador Ô com a função u:

Ô(u) = Ôu = w (3.34)
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Um operador com a propriedade

Ô(α1u1 + α2u2) = α1Ôu1 + α2Ôu2 (3.35)

onde u1, u2 são funções arbitrária e α1, α2 são constantes arbitrárias, é chamado operador

linear.

E importante ressaltar que a classe de operadoradores hemitianos são lineares e

podem ser aplicados tanto no primeiro membro de um produto interno quanto no segundo

apresentando sempre o mesmo resultado. Em Mecânica Quântica estes operadores surgem

naturalmente, pois seus valores esperados são reais.

3.10 Poço quadrado unidimensional infinito

Esta seção é uma aplicação dos conceitos apresentados até aqui. Assim, considera-

se uma part́ıcula movendo-se livremente ao longo do eixo x, exceto pelo fato de que nas

posições x = −a/2 e x = a/2, existem paredes impenetráveis, isto é, a probabilidade da

part́ıcula ser encontrada fora do intervalo é estritamente nula. Deste modo, a função de

onda ψ(x), fora do poço é igual a zero. Matematicamente, define-se então o potencial

[Fig. (1)].

V (x) =

{
0, se − a/2 ≤ x ≤ a/2

∞, nos outros casos
(3.36)

Figura 1: Potencial do poço quadrado unidimensional infinito.

As soluções do poço quadrado infinito unidimensional são confinadas no interior

do mesmo, pois seria necessária uma força infinita para romper a barreira de potencial.

Assim, considera-se apenas a equação de Schrödinger independente do tempo na região

−a/2 ≤ x ≤ a/2, ou seja,

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ (3.37)

ou
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d2ψ

dx2
= −k2ψ (3.38)

onde k =
√

2mE
h̄

com E > 0.

A solução geral da equação acima é:

ψ(x) = Asen(kx) +Bcos(kx), (3.39)

em que A e B são constantes arbitrárias.

No caso das regiões externas, como já foi dito o potencial é infinito e a probabili-

dade de se encontrar a part́ıcula fora do poço é necessariamente nula. Assim, as condições

de contorno sobre a função de onda impõe que:

ψ(−a/2) = ψ(a/2) = 0 (3.40)

Destas condições, tem-se:

ψ(−a/2) = −Asen(ka/2) +Bcos(ka/2) = 0 (3.41)

e

ψ(a/2) = Asen(ka/2) +Bcos(ka/2) = 0 (3.42)

Somando e subtraindo as relações (3.41) e (3.42), obtém-se:

Asen(ka/2) = 0 (3.43)

Bcos(ka/2) = 0 (3.44)

Tomando-se as equações (3.43) e (3.44), as soluções posśıveis são:

A 6= 0, sen(ka/2) = 0 (3.45)

ou

B 6= 0, cos(ka/2) = 0 (3.46)

Como as constantes A e B não podem ser simultaneamente nulas, pois isto levaria

novamente a ψ(x) = 0 para todo valor de x. No primeiro caso as soluções serão da forma

ψ(x) = Asen(kx), onde A 6= 0, B = 0 e sen(ka/2) = 0, que resulta:

ka/2 = 0,±π,±2π,±3π, ... (3.47)
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No entanto, se descarta k = 0, pois ψ(x) = 0 (todo valor de x). Nota-se também

que as soluções negativas não geram nada de novo, pois, como se sabe − sen(θ) = sen(−θ)
e pode associar o sinal a constante A. Então, as soluções distintas são:

kn =
nπ

a
, onde n = 2, 4, 6, ... (3.48)

Com esse resultado se pode encontrar os valores posśıveis de energia E:

En =
h̄2kn

2

2m
(3.49)

ou ainda,

En =
n2π2h̄2

2ma2
com n = 2, 4, 6, ... (3.50)

Para encontrar a valor da constante A, normaliza-se ψ(x):

∫ +∞

−∞
|ψ|2dx =

∫ a/2

−a/2
A2sen2(kx)dx (3.51)

Assim, resolvendo a integral

∫ a

0

A2sen2(kx)dx = |A|2a
2
⇒ |A| =

√
2

a
(3.52)

Portanto dentro do poço as soluções são:

ψn(x) =

√
2

a
sen
(nπx

a

)
(3.53)

Para o segundo caso as soluções serão da forma ψ(x) = Bcos(kx), onde B 6= 0,

A = 0 e cos(ka/2) = 0, que resulta:

ka/2 = ±π
2
,±3π

2
,±5π

2
, ... (3.54)

Novamente se percebe que as soluções negativas não geram nada de novo pois,

como se sabe, cos(θ) = cos(−θ). Então, as soluções distintas são:

kn =
nπ

a
, onde n = 1, 3, 5, ... (3.55)

Com isso, os valores posśıveis para os autovalores de energia E são:

En =
h̄2kn

2

2m
(3.56)
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ou ainda,

En =
n2π2h̄2

2ma2
com n = 1, 3, 5, ... (3.57)

Para o cálculo da constante B, normaliza-se ψ(x):

∫ +∞

−∞
|ψ|2dx =

∫ a/2

−a/2
A2cos2(kx)dx (3.58)

Assim, resolvendo a integral

∫ a

0

A2cos2(kx)dx = |A|2a
2
⇒ |A| =

√
2

a
(3.59)

Portanto dentro do poço as soluções são:

ψn(x) =

√
2

a
cos
(nπx

a

)
(3.60)

Agora, tomando os dois tipos de soluções e observando que os valores de kn =
nπ
a

são quantizados, pois o número inteiro n é um exemplo de número Quântico que

desempenha o papel de rotular as diferentes soluções do problema, observa-se que os

comprimentos de onda de L. de Broglie correspondentes apresentam os valores:

λn =
2π

kn
=

n

2a
onde n = 1, 2, 3, .. (3.61)

Portanto, as funções de onda que satisfazem o problema são aquelas para as quais se

tem um número inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda de L. de Broglie dentro

do intervalo [–a/2, a/2]. Note também que em Mecânica Clássica uma part́ıcula pode se

mover dentro do poço com qualquer valor de energia, porém, em um sistema Quântico, a

energia está quantizada tendo apenas os seguintes valores posśıveis:

En =
n2π2h̄2

2ma2
onde n = 1, 2, 3, ... (3.62)

Os ńıveis de energia do poço infinito ilustrados na figura [Fig. (2)] mostram que

o espectro de energias permitidas consiste em um número infinito de ńıveis discretos.

Observa-se também que as energias dos estados aumentam com o quadrado do valor

dado a n. Note que, como existe apenas uma função de onda para cada autovalor de

energia, esses ńıveis de energia são chamados não-degenerados. Por outro lado, para uma

dada função de onda, havendo mais de um autovalor de energia, esses ńıveis se chamam

degenerados.

As soluções correspondentes as funções de onda associadas aos três ńıveis de ener-
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Figura 2: Nı́veis de energia do poço quadrado infinito.

gia mais baixa do poço quadrado infinito estão ilustradas na figura [Fig. (3)]. Tomando-se

as equações (3.53) e (3.60), nota-se que a n-ésima função de onda, ψn(x), tem (n − 1)

nodos na região interna do poço. Desta forma, percebe-se que o número de nodos está

relacionado a energia associada a part́ıcula, isto é, quanto maior for número de nodos da

função de onda, maior será a energia do sistema. Também verifica-se que as funções de

onda ψn e ψm são ortogonais e estão associadas a energias diferentes, En e Em, ou seja,

∫ a/2

−a/2
ψn(x)∗ψmdx = 0 se n 6= m (3.63)

Figura 3: As funções de onda do poço quadrado infinito no caso a = 10, para n = 1, 2 e
3.
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4 A EQUAÇÃO DE SCHRÖDINGER E O

PROBLEMA DE MASSA VARIÁVEL

Apresenta-se aspectos gerais que são importantes para a compreensão quanto

à forma do operador hamiltoniano quando a massa assume dependência espacial. Em

seguida, sugere-se uma forma de se transformar a equação de Schrödinger com massa

variável em uma equação análoga à equação de Schrödinger com massa constante.

4.1 Aspectos gerais

Atualmente a Mecânica Quântica desempenha papel fundamental na descrição

e compreensão dos fenômenos naturais que ocorrem em escala atômica e subatômica

(LANDAU; LIFSHITZ, 1991). A Equação de Schrödinger, proposta pelo f́ısico austŕıaco

Erwin Schrödinger em 1925, descreve a evolução temporal de um estado quântico de

um dado sistema f́ısico. Essa equação tem importância na teoria quântica similar ao da

segunda Lei de Newton na Mecânica Clássica.

A descrição f́ısica da natureza tem como linguagem básica a matemática. Na

formulação matemática da Mecânica Quântica, todo sistema é associado a um espaço de

Hilbert complexo, tal que cada estado instantâneo do sistema é descrito por um vetor

unitário nesse espaço. Este vetor de estados guarda as probabilidades para os resultados

de todas as posśıveis medições aplicadas ao sistema. Em geral, o estado de um sistema

varia no tempo e o vetor de estados é uma função do tempo. A equação de Schrödinger é

responsável por uma descrição quantitativa da taxa de variação deste vetor (GRIFFITHS,

1995).

Em Mecânica Quântica, o Hamiltoniano Ĥ é um observável1 e, para uma part́ıcula

sujeita a um campo conservativo, correspondente à energia total do sistema. O espectro

do Hamiltoniano é o conjunto de posśıveis resultados quando se mede a energia total

de um sistema e pode ser decomposto via suas medidas espectrais, em pontos “puros”,

absolutamente cont́ınuos, e partes singulares. O espectro de pontos puros pode ser asso-

ciado à autovetores, os quais são estados ligados do sistema. Os espectros absolutamente

cont́ınuos correspondem aos estados livres. O espectro singular compreende resultados

fisicamente imposśıveis (RICHMYER, 1978).

1Os observáveis são representados por operadores lineares conhecidos como operadores hermitiano.
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4.2 Massa dependente da posição

Na formulação do operador hamiltoniano a massa é geralmente constante, porém

soluções de problemas quânticos em que a massa apresenta distribuição espacial têm des-

pertado interesse recentemente em várias áreas da F́ısica, tanto pelo aspecto matemático

quanto pelo aspecto fenomenológico. A importância dessas soluções esteve inicialmente

relacionada à aplicações tais como no estudo das propriedades eletrônicas de heteroes-

truturas semicondutoras (BASTARD, 1988, WEISBUCH; VINTER, 1993). Atualmente,

questões relacionadas à hermiticidade do operador hermitiano, a F́ısica atômica e molecu-

lar (SEVER; TEZCAN, 2008), a supersimetria (PLASTINO; RIGO, 1999) e a problemas

relativ́ısticos (CAVALCANTE, 1997; RENAN et all., 2000) são temas mais atuais relaci-

onados à massa dependente da posição. Os problemas quânticos onde a massa apresenta

variação espacial trazem a tona o fato do operador momento não comutar com a massa

dependente da posição, que resulta na ambiguidade de ordenamento da representação do

operador energia cinética e por conseguinte, no operador Hamiltoniano para casos não-

relativ́ısticos. A equação de Dirac por outro lado, não apresenta essa ambiguidade, uma

vez que a massa e o operador momento linear estão desacoplados (RENAN et all., 2000).

Para representar o operador energia cinética amb́ıguo, considera-se o ordenamento geral

proposto por von Roos (1983):

T̂ = − h̄
2

4

[
m(~r)α∇m(~r)β∇m(~r)γ +m(~r)γ∇m(~r)β∇m(~r)α

]
onde α, β e γ são constantes e recebem o nome de parâmetro de ordenamento amb́ıguo

de von Roos. Estes parâmetros satisfazem a relação α + β + γ = −1.

A escolha destes parâmetros está relacionada a questão quanto à hermiticidade

do operador energia cinética. Considerações f́ısicas e matemáticas também são adotadas

para a escolha de um dado conjunto de parâmetros de ordenamento, e deve levar em conta

não somente as condições de continuidade com os limites de heterojunção abrupta, mas

também a massa dependente da posição e a forma do potencial. Assim, não existe um

consenso geral para a escolha destes parâmetros de ambiguidade (MAZHARIMOUSAVI;

MUSTAFA, 2010).

Encontra-se atualmente na literatura cinco formas de ordenamento do operador

energia cinética e todos são casos particulares do ordenamento geral proposto por von

Roos. Os autores destes ordenamentos são Gora e William (β = γ = 0, α = −1),

BenDaniel e Duke ( α = γ = 0, β = −1), Zhu e Kroemer (α = γ = −1/2, β = 0) Li e

Kuhn (β = γ = −1/2, α = 0) e Mustafa e Mazharimousavi (α = γ = −1/4, β = −1/2).

Utilizou-se nesta monografia o ordenamento de BenDaniel-Duke (1966) por estar

de acordo com a equação de Dirac no limite de baixas energias (CAVALCANTE, 1997;

RENAN et all., 2000).
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4.3 Solução da equação de Schrödinger para o pro-

blema de massa dependente da posição

Para resolver o problema quântico de massa variável proposto nesta monogra-

fia escreve-se a equação de Schrödinger para o caso particular unidimensional, indepen-

dente do tempo e descrito pelo ordenamento do operador energia cinética proposto por

BenDaniel-Duke:

Hψ = − h̄
2

2

[
− 1

m2(x)

dm(x)

dx

d

dx
+

1

m(x)

d2

dx2

]
ψ + V (x)ψ. (4.1)

Este trabalho representa a massa por uma função cont́ınua proporcional à secante

hiperbólica ao quadrado, tal que:

m = m0sech2(ax). (4.2)

Abaixo [Fig. (4)] representa-se graficamente a massa da part́ıcula.

Figura 4: Gráfico da massa da part́ıcula m = m0sech2(ax). Para o gráfico adota-se
m0 = 1 e a = 1, onde a é uma constante arbitrária e tem a função de deixar o argumento
da função secante adimensional.

Quanto ao potencial V (x), investiga-se as soluções anaĺıticas em termos da função

confluente de Heun2 para dois casos. No primeiro [Subseção 4.3.1], analisa-se as soluções

para o potencial proporcional a tangente hiperbólica. No segundo [Subseção 4.3.2], o

potencial proporcional a tangente hiperbólica ao quadrado.

Substituindo a equação (4.2) na equação diferencial (4.1), obtém-se:

2veja Apêndice A.
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Hψ =

[
− h̄2

2m0sech2(ax)
2atgh(ax)

d

dx
− h̄2

2m0sech2(ax)

d2

dx2

]
ψ + V (x)ψ = Eψ (4.3)

Nesta representação, observa-se um elemento diferencial de primeira ordem que

é consequência do ordenamento proposto. Esse fator descaracteriza a forma usual da

equação de Schrödinger. Por comodidade, sugere-se neste trabalho a mudança no argu-

mento da função (4.3), tal que ax→ x. Deste modo, tem-se:

[
d2

dx2
+ 2tgh(x)

d

dx

]
ψ +

2m0

h̄2a2 cosh2(x)
[E − V (x)]ψ = 0 (4.4)

Em problemas como este, onde a massa apresenta dependência espacial, é sem-

pre posśıvel estabelecer uma relação de transformação de coordenadas por meio da qual

se possa obter uma equação análoga a equação de Schrödinger com massa constante e

potencial efetivo.

Portanto, para o problema proposto nesta monografia, sugere-se a transformação

na variável dependente ψ(x) = coshν(x)ϕ(x). Substituindo-se em (4.4), tem-se:

d2ϕ(x)

dx2
+ 2(ν + 1)tgh(x)

dϕ(x)

dx

+

{
(ν − 1)νtgh2(x)ν + 2tgh2(x)ν +

2m0

h̄2a2 cosh2(x)
[E − V (x)]

}
ϕ(x) = 0 (4.5)

Considerando-se agora a transformação na variável independente de modo que

x→ z tal que dz
dx

= sech(x), o que resulta em:

cos(z) = sech(x) (4.6)

Essa mudança na variável independente representa portanto o mapeamento tal

que (−∞,∞) −→ (−π
2
, π

2
). Substituindo-se a relação (4.6) na equação (4.5), obtém-se:

d2ϕ(z)

dz2
+ (2ν + 1)tg(z)

dϕ(z)

dz
+

{
(ν + 2)νtg2(z) + ν +

2m0

h̄2a2
[E − V (z)]

}
ϕ(z) = 0 (4.7)

Com o objetivo de obter uma equação similar a equação de Schrödinger com

massa constante, elimina-se o termo de primeira ordem, isto é, define-se (2ν + 1) = 0, ou

seja, ν = −1
2

na equação (4.7), o que resulta em:

−d
2ϕ(z)

dz2
+U(z)ϕ(z) = εϕ(z). (4.8)
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Interpreta-se a equação (4.8) como uma equação de Schrödinger para massa cons-

tante, onde ε =
2m0

h̄2a2E, e sujeita ao potencial efetivo U(z), dado por:

U(z) =
3

4
tg2(z) +

1

2
+ κV (z) (4.9)

com κ =
2m0

h̄2a2V0.

O potencial V (z) é aquele ao qual a part́ıcula de massa variável está sujeita. Nas

próximas subseções, investiga-se as soluções para essa equação levando em consideração

dois potenciais, um antissimétrico proporcional a tangente hiperbólica e outro simétrico

proporcional a tangente hiperbólica ao quadrado.

4.3.1 Potencial V (x) = V0 tgh(ax)

Considera-se então o potencial antissimétrico e não confinante V (x) = V0 tgh(ax),

cuja representação gráfica [Fig.(5)] pode ser vista mais adiante. Como sugerido anterior-

mente, pode-se reescrever o potencial alterando a forma do argumento de ax→ x e assim

obter V (x) = V0 tgh(x). Tomando-se a mudança na variável independente (4.6), pode-se

mostrar facilmente que:

sen(z) = tgh(x). (4.10)

Com isso, obtém-se:

V (z) = V0 sen(z) (4.11)

Figura 5: Gráfico do potencial V (x) = V0 tgh(x), onde adota-se para V0 = 1 e a = 1.

Portanto, substituindo-se a equação (4.11) na relação do potencial efetivo (4.9),

tem-se:
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U(z) =
3

4
tg2(z) +

1

2
+ κ sen(z) (4.12)

Evocando a equação (4.8) e a substituindo na relação (4.12), tem-se:

−d
2ϕ(z)

dz2
+

(
3

4
tg2(z) +

1

2
+ κ sen(z)

)
ϕ(z) = εϕ(z) (4.13)

Apresenta-se [Fig.(6)] o gráfico do potencial efetivo Eq.(4.9) para alguns valores

de κ.

Figura 6: Gráfico do potencial efetivo confinante, U(z) = 3
4
tg2(z) + 1

2
+ κ sen(z), para

valores particulares de κ: κ = 3 (linha cont́ınua), κ = 1 (linha tracejada), κ = −1 (linha
ponto tracejada) e κ = −3 (linha pontilhada). (PIMENTA; CUNHA, 2012)

Neste ponto, serão adotadas novas transformações nas variáveis dependente e

independente na equação (4.13) a fim de obter a equação diferencial confluente de Heun.

Portando, considera-se a mudança na coordenada dependente:

ϕ(z) = sec
1
2 (z)h(z) (4.14)

Substituindo a relação (4.14) em (4.13), obtém-se:

d2h(z)

dz2
+
dh(z)

dz
tg(z) + h(z) [ε− κ sen(z)] = 0 (4.15)

Agora, admitindo y = 1
2

+ 1
2
sen(z), onde 0 < y < 1 desde que z → ±π

2
, conclui-se

que:

d2h(y)

dy2
+

[
ε+ 2yκ− κ
y(y − 1)

]
h(z) = 0. (4.16)
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A equação acima é um caso particular da equação confluente de Heun descrita

em Ronveaux (1995) e Hounkonnou e Ronveaux (2009). Então relacionando as equações

(A.8) e (4.16), tem-se:

σ = 0, ρ = γ = −1, δ = 2κ, η =
1

2
− κ− ε

As soluções locais para a equação (4.16) para y → 0 são dadas por:

h(1)(y) = y−ρHc(σ,−ρ, γ, δ, η; y) (4.17)

h(2)(y) = Hc†(σ, ρ, γ, δ, η; y) (4.18)

onde Hc† é a segunda solução independente, também chamada de função de Heun conco-

mitante confluente, pois ρ = −1 (FIZIEV, 2010). Uma vez que a segunda solução diverge

logaritmicamente quando y → 0 as soluções fisicamente aceitáveis são descritas apenas

por h(1)(y). Assim, em termos da coordenada z, pode-se escrever:

ϕ(z) =
1
2

+ 1
2
sen(z)√

cos(z)
Hc

(
0, 1,−1, 2κ,

1

2
− κ− ε; 1

2
+

1

2
sen(z)

)
(4.19)

Em termos da variável x, tem-se:

ψ(x) =

(
1

2
+

1

2
tgh(x)

)
Hc

(
0, 1,−1, 2κ,

1

2
− κ− ε; 1

2
+

1

2
tgh(x)

)
(4.20)

Aplicando as condições de contorno para ϕ(z = ±π
2
) = 0, obtém-se numerica-

mente os autovalores de energia que satisfazem a Hc(z = ±π
2
) = 0 e, assim, caracteriza

a forma final das soluções para as funções ϕ(z) [Fig.(7)] e, por conseguinte, determina

forma final das soluções para ψ(x) [Fig.(8)].

Portanto, partindo do problema de uma part́ıcula quântica com massa dependente

da posição proporcional à secante hiperbólica ao quadrado, equação (4.2), e sujeita ao

potencial proporcional à tangente hiperbólica e das mudanças de coordenadas sugeridas ao

longo deste trabalho, isto é, transformações nas coordenadas dependente e independente,

de modo que ao final observou-se um caso particular da equação de Schrödinger para

uma part́ıcula com massa constante e sujeita a um potencial efetivo dado pela relação

(4.12). Através de novas transformações, encontrou-se as soluções anaĺıticas da função

ϕ(z), para onde a part́ıcula apresenta massa constante. A partir destes resultados, retoma-

se a variável original para função ψ(x) e obtém-se as soluções estacionárias da equação

de Schrödinger para massa dependente da posição em termos das soluções da equação

confluente Heun, para alguns valores de energia ε.
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Figura 7: Gráfico da solução dado pela Eq.(4.19), na variável z, para a equação de
Schrödinger com massa constante, com κ = 1, onde os autovalores de energia são: ε = 1, 95
(linha cont́ınua), ε = 6, 01 (linha tracejada), ε = 12, 01 (linha ponto-tracejada) para a
função ϕ(z). (PIMENTA; CUNHA, 2012)

4.3.2 Potencial V (x) = V0tgh2(ax)

Esta subseção assume a sequência das idéias e se propõem a resolver o problema

de massa variável, agora com o potencial confinante proporcional a tangente hiperbólica

ao quadrado [Fig.(9)].

Considerando o fato do argumento poder ser escrito como ax→ x, tem-se:

V = V0tgh2(x) (4.21)

Tomando a transformação na variável independente dada em (4.11), escreve-se o

potencial, equação (4.21), como:

V = V0sen2(z) (4.22)

Então, substituindo (4.22) na equação (4.8), observa-se que:

−d
2ϕ(z)

dz2
+

(
3

4
tg2(z) +

1

2
+ κsen2(z)

)
ϕ(z) = εϕ(z) (4.23)

A equação (4.23) é análoga a equação de Schrödinger estacionária para uma

part́ıcula com massa constante e sujeita ao potencial

ϑ(z) =

(
3

4
tg2(z) +

1

2
+ κsen2(z)

)
(4.24)

caracterizado pelo gráfico [Fig.(10)], para alguns valores de κ.
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Figura 8: Gráfico da solução dado pela Eq.(4.20), na variável x, para a massa dependente
da posição, com κ = 1, onde os autovalores de energia são: ε = 1, 95 (linha cont́ınua),
ε = 6, 01 (linha tracejada), ε = 12, 01 (linha ponto-tracejada) para a função ψ(x). (PI-
MENTA; CUNHA, 2012)

Admitindo-se na equação (4.23) a mundaça na variável ϕ(z) = cosµ(z)h(z), tal

que:

d2h(z)

dz2
− 2µ tg(z)

d

dz
h(z) +

[
µ(µ− 1) tg2(z)− µ− ϑ(z) + ε

]
h(z) = 0 (4.25)

Para µ(µ− 1) = 3
4
⇒ µ = 3

2
ou µ = −1

2
. Escolhe-se µ = 3

2
. Então:

d2h(z)

dz2
+ 3 tg(z)

d

dz
h(z) +

[
2− κsen2(z) + ε

]
h(z) = 0 (4.26)

onde κ =
2m0

h̄2a2V0. Admitindo-se a transformação na coordenada independente y = sen2(z),

onde 0 < y < 1, desde que z → ±π
2
, tem-se:

d2h(y)

dy2
+

(
2

y − 1
+

1

2y

)
dh(y)

dy
+

(
1

2
+
κ

4
y − ε

4

)
h(z)

y(y − 1)
= 0 (4.27)

Note que a equação (4.27) apresenta os pontos singulares (0, 1,∞) e portanto

este formato pertence a uma classe de equações diferenciais lineares de segunda ordem,

definidas na esfera de Riemann (HILLE, 1997) e se classifica como equação confluente de

Heun. Então, comparando as equações (A.1) e a equação (4.27), conclui-se:

σ = 0, ρ = −1

2
, γ = 1, δ =

κ

4
, η =

1

2
− ε

4

Assim, as soluções da equação (4.27) em torno de y → 0, são dadas por:
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Figura 9: Gráfico do potencial simétrico V (x) = V0tgh2(ax), com V0 = 1 e a = 1.
(PIMENTA et all., 2012)

h(1)(y) = Hc

(
0,−1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; y

)
(4.28)

h(2)(y) = y
1
2Hc

(
0,

1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; y

)
(4.29)

Com esses resultados, em termos da coordenada z, tem-se:

ϕ(1)(z) = cos
3
2 (z)Hc

(
0,−1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; sen2(z)

)
(4.30)

ϕ(2)(z) = cos
3
2 (z)|sen(z)|Hc

(
0,

1

2
, 1,

Ṽ

4
,
1

2
− ε

4
; sen2(z)

)
(4.31)

Verifica-se que a equação (4.31) não é fisicamente aceitável, pois não é dife-

renciável na origem. Portanto, adota-se uma nova transformação na variável indepen-

dente na relação com massa constante, equação (4.23), com o objetivo de obter a segunda

solução da equação diferencial. Então:

ϕ(z) = sen(z)φ(z) (4.32)

Tomando a equação (4.32) e substituindo em (4.23), obtém-se:
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Figura 10: Gráfico do potencial efetivo simétrico, equação (4.24) para valores particulares
de κ: κ = −50 (linha cont́ınua), κ = −10 (linha tracejada), κ = 10 (linha ponto tracejada)
e κ = 50 (linha pontilhada). (PIMENTA et all., 2012)

−d
2φ(z)

dz2
− 2cotg(z)

dφ(z)

dz
+

(
3

2
+

3

4
tg2(z) + κsen2(z)

)
φ(z) = εφ(z) (4.33)

Como no caso anterior, pode-se usar o mapeamento φ(z) = cos
3
2 (z)H(z), o que

resulta na seguinte equação

d2H

dz2
+ (2cotg(z)− 3tg(z))

dH

dz
+
(
ε− 6− κ sen2(z)

)
H(z) = 0 (4.34)

Para obter a equação Heun a partir da relação (4.34), usa-se o recurso matemático

anteriormente sugerido, a transformação na coordenada independente, y = sen2(z). As-

sim, tem-se:

d2H(y)

dy2
+

(
3/2

y
+

2

y − 1

)
dH(y)

dy
+

1

y(y − 1)

(
3

2
− ε

4
+
κ

4
y

)
H(y) = 0 (4.35)

cujas soluções são:

H(1) = Hc

(
0,

1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; y

)
(4.36)

H(2) = y−
1
2Hc

(
0,−1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; y

)
(4.37)

Novamente, a segunda solução H(2) não é fisicamente aceitável pelo fato de não
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ser diferenciável na origem. Portanto, a segunda solução linearmente independente da

equação diferencial (4.23) em termos de z, fica:

ϕ(2)(z) = sen(z)cos
3
2 (z)Hc

(
0,

1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; sen2(z)

)
(4.38)

Note que a transformação dada pela equação (4.32) mostra que a relação (4.31)

é, na realidade, salvo as condições de diferenciabilidade, a segunda solução da equação

diferencial (4.23). Com isso, as soluções são:

ϕ(1)(z) = cos
3
2 (z)Hc

(
0,−1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; sen2(z)

)

ϕ(2)(z) = sen(z)cos
3
2 (z)Hc

(
0,

1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; sen2(z)

)
Isto posto, fica fácil perceber que, em termos de x, as soluções são:

ψ(1)(x) = sech2(x)Hc

(
0,−1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; tgh2(x)

)
(4.39)

ψ(2)(x) = tgh(x)sech2(x)Hc

(
0,

1

2
, 1,

κ

4
,
1

2
− ε

4
; tgh2(x)

)
(4.40)

Aplicando as condições de contorno para ϕ, tal que limz→±π
2
ϕ(z) = 0, determina-

se numericamente os autovalores para os parâmetros de energia que satisfazem do mesmo

modo, às condições de contorno para a função Heun, Hc(z), tal que limz→±π
2
Hc(z) = 0

e, assim, determina-se a forma final das soluções para ϕ(z) e consequentemente, para a

função ψ(x). Representa-se graficamente as soluções das funções simétricas [Fig.(11)] e

[Fig.(12)] e antissimétricas [Fig.(13)] e [Fig.(14)], respectivamente, na variável z para a

equação de Schrödinger com massa constante e na variável x para o problema de massa

variável.
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Figura 11: Gráfico da solução da equação (4.30) normalizada, com o potencial ϑ(z) =(
3
4
tg2(z) + 1

2
− 50sen2(z)

)
, onde os autovalores de energia são: ε = −23, 91 (linha

cont́ınua), ε = −4, 48 (linha tracejada), ε = 8, 82 (linha pontotracejada) para a função
ϕ(1)(z).

(PIMENTA et all., 2012)

Figura 12: Gráfico da solução da equação (4.39) normalizada, com os autovalores de
energia: ε = −23, 91 (linha cont́ınua), ε = −4, 48 (linha tracejada), ε = 8, 82 (linha
pontotracejada) para a função ψ(1)(x). (PIMENTA et all., 2010)
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Figura 13: Gráfico da solução dado pela equação anti-simétrica (4.38) normalizada, onde
o potencial ϑ(z) =

(
3
4
tg2(z) + 1

2
− 50sen2(z)

)
, onde os autovalores de energia são: ε =

−23, 91 (linha cont́ınua), ε = −4, 48 (linha tracejada), ε = 8, 82 (linha ponto-tracejada)
para a função ϕ(2)(z). (PIMENTA et all., 2010)

Figura 14: Gráfico da solução dado pela equação (4.40) anti-simétrica, na variável x, onde
os autovalores de energia: ε = −23, 91 (linha cont́ınua), ε = −4, 48 (linha tracejada),
ε = 8, 82 (linha ponto-tracejada) para a função ψ(2)(x). (PIMENTA et all., 2010)
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5 CONCLUSÃO

Motivado por várias publicações que apresentam discussões sobre problemas quânticos

com massa dependente da posição (SLATER,1949; LUTTINGER; KOHN, 1955, SEVER;

TEZCAN, 2008, PLASTINO; RIGO, 1999; MAZHARIMOUSAVI, 2007), o objetivo desta

monografia foi o de resolver um problema quântico unidimensional de baixa energia, no

qual a massa apresenta dependência espacial e que seja caracterizada por uma função

cont́ınua proporcional à secante hiperbólica ao quadrado. Resolve-se esse problema para

dois potenciais particulares, um deles o potencial proporcional a tangente hiperbólica e o

outro o potencial proporcional a tangente hiperbólica ao quadrado.

Utilizou-se para escrever o hamiltoniano devido à ambiguidade do operador ener-

gia cinética, o ordenamento proposto por BenDaniel-Duke, por está de acordo com a

equação de Dirac no limite de baixas energias (CAVALCANTE et all., 1997; RENAN et

all., 2000). A equação de Schrödinger com massa dependente da posição foi submetida a

mudanças na variável dependente e independente com o propósito de obter uma equação

análoga a equação Schrödinger com massa constante. A partir desta equação diferencial, o

problema foi dividido em duas subseções. Na primeira, analisou-se as soluções da equação

diferencial com o potencial V (x) = V0 tgh(x) (espaço das coordenadas) para o problema

de massa variável o qual submetido a transformações de coordenadas, apresenta a forma

V (z) = V0 sen(z) (espaço transformado) para o problema onde massa se mostra constante.

Na segunda subseção, foi a vez do potencial V (x) = V0tgh2(x) para o caso da massa de-

pendente da posição e após a mudança de coordenadas, tornou-se V (z) = V0sen2(z), onde

part́ıcula apresenta massa constante.

Submeti-se as equações no espaço transformado a novas transformações de coor-

denadas com o objetivo de levar a equação análoga com massa constante a uma equação

de Heun e assim, obter as soluções do problema. Por meio dessas soluções, investiga-se

as soluções estacionárias da equação de Schrödinger para massa dependente da posição.

Mostrou-se finalmente que as soluções anaĺıticas e são apresentadas em termos das soluções

da função confluente de Heun.
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APÊNDICE A -- EQUAÇÃO CONFLUENTE DE

HEUN

O estudo da equação de Heun e suas formas confluentes tem despertado inte-

resse crescente nos últimos anos devido a um grande número de aplicações em Mecânica

Quântica, Relatividade e em F́ısica Matemática. Além disso, esta equação aparece como

uma generalização natural da equação hipergeométrica e seus casos especiais incluem

a hipergeométrica de Gauss, hipergeométrica confluente, Mathieu, Ince, Lamé, Bessel,

Legendre e as equações de Laguerre (RONVEAUX, 2009).

A equação Geral de Heun, introduzida em 1889 por Karl MWL Heun, é uma

classe de equação diferencial de segunda ordem fuchsiana definida na esfera de Riemann,

isto é, possui apenas pontos singulares regulares (MAIER, 2005) e qualquer equação

diferencial linear de segunda ordem que contenha quatro pontos singulares regulares pode

ser transformada em uma equação de Heun por meio de mudança de variável . Essa

equação pode ser escrita, na forma canônica, como segue (RONVEAUX, 2009):

d2H(z)

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − d

)
dH(z)

dz
+

σρz − q
z(z − 1)(z − d)

H(z) = 0 (A.1)

onde {ρ, σ, γ, δ, ε, d, q} com (d 6= 0, 1) são parâmetros geralmente complexos e ar-

bitrários, ligados pela restrição fuchsiana ρ + σ + 1 = +γ + δ + ε. Esta equação possui

quatro pontos singulares em {0, 1, d,∞} com os respectivos expoentes dessas singula-

ridades sendo {0, 1,−γ} , {0, 1, δ} , {0, 1,−ε} e {ρ, σ} (HOUNKONNOU; RONVEAUX,

2008).

Dos quatro pontos singulares que possui, três podem ser vistos facilmente na

própria equação diferencial (0, 1, d). O último no infinito pode ser obtido através de uma

transformação f-homotópica considerando-se z → 1
ξ
, e tomando-se o limξ→0.

A Equação Heun possui quatro formas confluentes1 contendo pontos singulares

irregulares em zero e/ou infinito. Estas formas são:

1Esse trabalho aprasenta apenas a forma confluente para os demais casos veja RONVEAUX (2009).
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1.Equação confluente

d2H(z)

dz2
+

(
ξ +

γ

z
− δ

z − 1

)
dH(z)

dz
+

(σξz − τ)

z(z − 1)
H(y) = 0 (A.2)

2.Equação Duplamente Confluente(
z
d

dz

)2

H(z) + ρ

(
z +

1

z

)(
z
d

dz

)
H(z)

+

[(
σ +

1

2

)
ρz +

(
ρ2

2
− γ
)

+

(
σ − 1

2

)
ρ

z

]
H(z) = 0 (A.3)

3.Equação Bi-Confluente

d2H(z)

dz2
+

(
α + 1

z
− ρ− 2z

)
dH(z)

dz

+

(
γ − σ − 2− δ + (σ + 1)ρ

2z

)
H(z) = 0 (A.4)

4.EquaçãoTri-Confluente

d2H(z)

dz2
−
(
γ + 3z2

) dH(z)

dz
+ [σ + (ρ− 3)z]H(z) = 0 (A.5)

O processo de confluência ocorre quando se “aglutina” um ponto singular regular

no infinito e em seguida ajusta-se alguns parâmetros da equação. Apresenta-se nesta

monografia a forma confluente, que ocorre quando há duas singularidades regulares em

z = 0, z = 1 e uma singularidade irregular em z =∞ (HORTAÇSU, 2011). Isto é, uni-se

z = 0 em z →∞ da seguinte forma: tomando a equação (A.1) e reescrevendo

(z − 1)(
z

d
− 1)

d2H(z)

dz2
+
[
γ(z − 1)

(z
d
− 1
)

+ δz
(z
d
− 1
)

+
ε

d
z(z − 1)

] dH(z)

dz

+
(
σ
ρ

d
z − q

d

)
H(z) = 0 (A.6)

Agora, considerando-se d, ρ, q →∞, tal que

ρ

d
→ ε

d
→ −ξ, e

q

d
→ −τ (A.7)

E assim, obtém-se a equação confluente de Heun:

d2H(z)

dz2
+

(
ξ +

γ

z
− δ

z − 1

)
dH(z)

dz
+

(σξz − τ)

z(z − 1)
H(y) = 0

Uma das formas que se pode representar a forma confluente de Heun, e que esta

monografia adota, é apresentada abaixo:
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Hc′′(z) +

(
σ +

ρ+ 1

z
+
γ + 1

z − 1

)
Hc′(z)

+

[
[δ + σ

2
(ρ+ γ + 2)]z + η + ρ

2
+ 1

2
(γ − σ)(ρ+ 1)

z(z − 1)

]
Hc(z) = 0 (A.8)

cujas soluções são dadas pelas relações:

h(1)(z) = Hc(σ, ρ, γ, δ, η; z) (A.9)

h(2)(z) = z−ρHc(σ,−ρ, γ, δ, η; z) (A.10)

O conjunto de mudanças de variáveis que conduz a equação de Heun em alguma

de suas formas confluentes foi inicialmente estabelecidas pelo próprio Heun e comple-

tamente explicadas por Maier, que escreveu em seus por menores e tabeladas as 192

substituições e as transformações de cada parâmetro de cada variável da equação (EL-

JAICK; FIGUEIREDO, 2011). Para que o leitor possa se aprofundar, é recomendável

MAIER, 2005.


