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RESUMO

A Mecanica Quantica é considerada como uma das teorias fundamentais para descre-
ver a evolugao dinamica e compreender o comportamento ondulatério das particulas,
principalmente no aspecto relativo a estrutura interna da matéria. A solucao de proble-
mas Quanticos em que a massa apresenta dependéncia espacial tem despertado interesse
recentemente em varias areas da Fisica, tanto pelo aspecto matematico quanto pelo as-
pecto fenomenoldgico. A importancia dessas solugoes esteve inicialmente relacionada a
aplicacoes tais como, no estudo das propriedades eletronicas de heteroestruturas semicon-
dutoras. Atualmente, questoes relacionadas a hermiticidade do operador hermitiano, a
Fisica atomica e molecular, a supersimetria e a problemas relativisticos. Nesta monografia
estuda-se a equacao de Schrodinger e mostra que as solugoes sao as funcoes confluentes
de Heun para dois problemas quanticos particulares no qual a particula apresenta massa
dependente da posigao sujeita, no primeiro caso, ao potencial tangente hiperbdélico e no
segundo, ao potencial tangente hiperbdlico ao quadrado. Para isso, escreve-se a equagao
de Schrodinger com massa variavel através do ordenamento proposto por BenDaniel-
Duke. Em seguida, através de mudancas na variavel dependente e independente, o pro-
blema quantico onde a massa é dependente da posicao é transformado em um problema
equivalente de massa constante sujeita a um potencial efetivo. Por fim, investigam-se
as solugoes estaciondrias da equacao de Schrodinger para massa dependente da posicao
através de transformacoes inversas que levaram a equagao de Schrodinger para massa cons-
tante. Representa-se graficamente as solugoes de cada caso, tanto as fungoes no espaco
das coordenadas, para o problema de massa dependente da posicao, quanto no espaco
transformado para o problema equivalente de massa constante.

Palavras-Chave: Massa dependente da posi¢ao. Equacao confluente de Heun. Potencial
tangente hiperbdlica e tangente hiperbdlica ao quadrado.
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1 INTRODUCAO

A Mecanica Quantica é considerada uma das teorias fundamentais para descrever
a evolucao dinamica e compreender o comportamento ondulatério da matéria, principal-
mente no aspecto relativo a estrutura da matéria. Até o inicio do século XX, a Mecanica
Newtoniana, o eletromagnetismo e a termodinamica, isto é, a Mecanica Classica ocupa-
vam esse lugar de destaque (PESSOA Jr, 2000; da SILVA, 2008). A Mecanica Classica
se baseia nas trés leis de Newton em quanto que a Mecanica Quantica tem como base
cinco postulados. Nessa nova teoria estd a equacao de Schrodinger que nao é deduzida
de outras equagoes mais fundamentais e desempenha um papel analogo a segunda lei de
Newton.

Nos tltimos anos, um grande ntimero de trabalhos em sistemas quanticos, onde a
massa da particula apresenta dependéncia espacial, tem despertado o interesse de varios
pesquisadores. A importancia desta abordagem esta relacionada a aplicagoes e ao estudo
das propriedades eletronicas de heteroestruturas de semicondutores (WEISBUCH; VIN-
TER, 1993; BASTARD, 1988), além de descrever problemas experimentais relacionados a
impurezas em cristais (SLATER, 1949; LUTTINGER; KOHN, 1955), e varios outros no
ambito da Matéria Condensada. Mais recentemente, encontra-se aplicacoes desses con-
ceitos relacionados a fisica atomica e molecular (SEVER, 2008), bem como em Mecanica
Quantica supersimétrica (PLASTINO, 1999).

O estudo desse problema revela em seu cerne uma ambiguidade devido ao orde-
namento da massa com o operador momento e consequentemente na forma do operador
hamiltoniano, para casos nao-relativisticos. Existem na literatura varios ordenamentos
para representar a massa com dependéncia espacial e o operador momento, observa-se
em todas elas a hermiticidade do operador energia cinética (MAZHARIMOUSAVI; MUS-
TAFA, 2010). Na equacao de Dirac por outro lado nao hé essa ambiguidade, uma vez que
a massa e o operador momento linear estao desacoplados. Portanto, utiliza-se o ordena-
mento de BenDaniel-Duke(1966)* por estar de acordo com a equagio de Dirac no limite
de baixas energias (CAVALCANTE et all., 1997; RENAN et all., 2000) e também por

manter a hermiticidade do operador hamiltoniano.

Incentivado por varios trabalhos na literatura que apresentam discussoes sobre
problemas quanticos em que a massa da particula apresenta dependéncia espacial, o obje-
tivo desta monografia é resolver a equacao de Schrodinger, para dois problemas quanticos
particulares no qual uma particula apresenta massa dependente da posicao e sujeita, no

I'BENDANIEL; DUKE (1966).



12

primeiro caso, ao potencial proporcional a tangente hiperbdlica e, no segundo, ao poten-
cial proporcional a tangente hiperbdlica ao quadrado, e também mostrar nos dois casos
que as solucgoes sao as funcoes confluentes de Heun.

Para resolver a equacao de Schrédinger com massa variavel, primeiro se escreve
o hamiltoniano com operador energia cinética proposto por BenDaniel-Duke. Uma vez
representado o hamiltoniano, sugeri-se mudangas na variavel dependente e independente
com a finalidade de obter uma equagao analoga a de Schrodinger para massa constante.
Submeti-se a essa equacao novas transformacoes de coordenadas com o objetivo de levar a
equacao analoga com massa constante a uma equacao de Heun, e assim obter as solugoes
do problema de massa variavel em termos das funcoes confluentes de Heun.

Por fim, investiga-se as solucgoes estacionarias da equagao de Schroédinger para
massa dependente da posicao através de transformacoes de coordenadas que levam a uma
equagao de Schrodinger equivalente para massa constante e representam graficamente as
solucoes de cada caso, ou seja, as fungoes no espago das coordenadas para o problema de
massa dependente da posicao, e no espaco transformado onde a particula apresenta massa
constante.

A monografia estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2, propoe-se uma
breve discussao sobre o desenvolvimento da Mecanica Quantica ondulatéria. No capitulo
3, apresenta-se uma sucinta discussao sobre os elementos fundamentais da Mecanica
Quantica de Schrodinger e seus postulados. No capitulo 4, expoe conceitos de sistemas
onde a massa apresenta distribuicao espacial; comenta-se o fato do operador momento
linear nao comutar com a massa dependente da posi¢ao; estabeleci-se uma forma de relaci-
onar a equacao de Schrodinger com massa varidavel em uma analoga com massa constante;
apresenta-se os problemas que serao resolvidos; mostra-se as solugoes das equacoes como
funcoes confluentes de Heun. No capitulo 5, conclui-se o trabalho.
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2 A MECANICA QUANTICA ONDULATORIA

Este capitulo propoe-se a discutir alguns aspectos essenciais da teoria (Quantica
de Schrodinger. Portanto nao tem o propédsito de levar ao leitor todas as informagoes
quanto a construcao da teoria Quantica. Porém, o mesmo é convidado a se aprofundar
nas citagoes propostas ao longo do texto.

2.1 As hipéteses de Louis de Broglie

Com o fracasso da mecanica classica em responder a uma série de questoes rela-
tivas ao comportamento de particulas na escala atomica e subatomica, nasce a Mecanica
Quantica. Neste capitulo serd feito uma breve explanacao sobre as hipdteses que se origi-
nam nos trabalhos do franceés Louis de Broglie, e que a partir deles Schrodinger, em 1926,
desenvolveu a formulacao ondulatéria da Mecanica Quantica.

A partir dos trabalhos de Planck sobre a radiacao do corpo negro, nos quais é
introduzida a constante fundamental h(= 6,63.1073*J.s), Einstein mostrou ser possivel
associar a uma onda eletromagnética plana monocromatica, de freqiiéncia v, um conjunto
de particulas, os fétons; e para cada foton, um quantum de energia,

E=hv (2.1)

proporcional a frequéncia da radiacao. Assim, considerou que a energia luminosa é dis-
tribuida descontinuamente no espago, sendo constituida de corpisculos de energia sem

massa que transportam momento p (NUSSENZVEIG, 2002; CARUSO; OGURI, 2006).
Assim, para um f6ton com energia Ey = hvg, com vy = ¢/Ag, para o momento tem-se:

Para L. de Broglie, se um conjunto de fétons corresponde a uma onda eletro-
magnética, entao se pode associar a um feixe de particulas livres de massa m e mesma
velocidade um comportamento ondulatério. A equagao (2.2) escrita na forma
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\ = — 2.3

’ (2.3)

¢ conhecida como equacao de L. de Broglie e prevé o comprimento de onda para uma
particula com momento linear p (EISBERG; RESNICK, 1979).

Entretanto, a hipotese de L. de Broglie trouxe problemas no fato de que a veloci-
dade de fase da onda plana associada a particulas seria maior do que a velocidade da luz no
vacuo, violando assim a relatividade de Einstein e portanto nao, poderia estar envolvida
com o transporte de energia associada a particulas materiais. Para resolver esse paradoxo,
de Broglie admitiu que, ao invés de associar uma tnica onda plana monocromatica ao
movimento de uma particula, representa-se o processo ondulatério pela superposicao de
varias ondas planas monocromaéticas, isto é, um pacote de ondas que interferem destruti-
vamente em todo espago, exceto na regiao em torno das particulas (CARUSO; OGURI,
2006).

A luz das idéias de L. de Broglie, Davisson e Germer, em 1927, demonstram a na-
tureza ondulatéria do elétron!. A partir desse trabalho nao restavam mais dividas, a du-
alidade onda-particula é confirmada (DAVISSON; GERMER, 1927; CARUSO; OGURI,
2006).

Essas evidéncias serviram de inspiracgao para os trabalhos de Erwin Schrodin-
ger que em 1925 propos um novo formalismo para a teoria Quantica, tendo como base
experimentos que associavam ao movimento das particulas de sistemas microscépicos as
leis do movimento ondulatério e nao as leis de Newton. De fato, a generalizacao da teo-
ria ondulatéria de Schrodinger inclui a teoria de Newton como caso particular no limite
macroscopico.

2.2 Separacao do mundo microscépico do mundo ma-
croscopico

A introducao da teoria ondulatéria da matéria teve consequéncias epistemoldgicas
que os criadores da teoria Quantica nao avaliaram a longo prazo. Nos anos da terceira
década do século XX, os fundadores da Mecanica Quantica tiveram que enfrentar um das
mais duras batalhas, o determinismo.

Discussoes a respeito de como interpretar? a Mecanica Quantica surgiram tao
logo esta teoria foi formulada, a partir de junho de 1925. Até 1964, quando John Bell efe-
tivamente eliminou o agnosticismo, havia trés proposigoes: realista, ortodoxa e agnistica
que tinham seus seguidores (GRIFFITHS, 1995). Esta monografia assume o ponto de

1Fato que consagrou a mais intrigante das simetrias da natureza: a dualidade onda-particula. De
Broglie foi condecorado com o prémio Nobel em 1929.

2Para melhor entender as questdes filoséficas referentes a interpretacao da mecanica quéntica, sugere-se
ao leitor: (PESSOA Jr. 2008).
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vista da interpretacao ortodoxa®, por ser a mais difundida. Este trabalho nao entra no
mérito filoséfico quanto a interpretacao da teoria Quantica.

A associacao de particulas massivas na escala atomica a pacotes de ondas implica
a posicao e o momento nao sao mutuamente determinados. Segundo Heisenberg, em
qualquer medida fisica, o produto da medida da incerteza associada ao valor da coordenada
x;, Ax;, e a medida da incerteza associada ao seu correspondente momento linear, Ap;,
nao pode ser inferior em grandeza, a constante de Planck normalizada (LESTIENNE; de
BARROS, 2008), isto é;

1

Ax;Ap; > 1 E

5~ 10~%°kg.m/s (2.4)

em outras palavras, os valores da medida da incerteza da posicao e do momento sao sempre
maiores do que o valor da constante h, portanto se a posicao da particula for determinada
precisamente, o momento aumenta drasticamente de modo que o produto da incerteza
apresentado em (2.4) se mantenha constante. Devido & ordem de grandeza da constante
h, esses efeitos sdo observados somente no mundo microscépico (CHESMAN; MACEDO;
CARLOS ANDRE; 2004).

Outra relacao de incerteza na medida pode ser verificada pela associacao das
medidas da energia e do tempo, ou seja:

AEAt > (2.5)

N | S

As relagoes apresentadas acima sao conhecidas como relacoes de incerteza de
Heisenberg.

3Esta visdo também é conhecida como interpretacio de Copenhagen.
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3 MECANICA QUANTICA DE SCHRODINGER

3.1 Introducao

A Mecanica Cléssica estd fundamentada nas trés leis de Newton e a Mecanica
Quantica est4 apoiada em cinco postulados!. Na nova teoria, estd a equacao de Schrodin-
ger que nao pode ser deduzida de outras equagoes mais fundamentais. As varias tentati-
vas encontradas para a sua deducao sao apenas argumentos plausiveis de se ilustrar essa

equacao.

3.2 Equacao de Schrodinger

Schrodinger obteve sua equacao por meio de conjecturas heuristicas bem sucedi-
das chegando a uma equacao diferencial para a onda v de L. de Broglie, que associa essa
fungao ao movimento do elétron de baixa energia:

0V(r,t)
ot
onde H é o operador hamiltoniano que, para o caso de sistemas conservativos representa

HU(r,t) = if (3.1)

a energia do sistema. Essa equagao utiliza no seu formalismo a equagao de Hamilton, de
1835 e descrevem com sucesso particulas massivas.

3.3 Equacao de Schrodinger independente do tempo

Para campos conservativos, a equacao de Schrodinger dependente do tempo, em
particular o caso unidimensional que pode ser escrito como:

oU(z,t) R 0
S = o W, ) + Ve, ) U, 1) (3:2)

Pode ser resolvida pelo uso do método de separacao de varidveis, no qual se escreve a

ih

solugao como o produto de fungoes que dependem de variaveis distintas,

10s Posulados serdo apresentados na segao (4.5).
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W(x, t) = ¥(x)p(t) (3.3)

Entao, para solucoes separaveis tem-se:

S ) = Y@) Tolt) e AW t) = pl) () (3.4

Substituido-se a eq. (3.4) na eq. (3.2) tem-se:

dp(t) h? d?

= —5—(t) 75 (@) + V(@) (x)e(t) (3.5)

i () dt 2m

Dividindo-se por ¥ (z)p(t) e reescrevendo a eq.(3.5),

Lo 1ode(t) B 1 &

O primeiro termo depende somente de ¢ e o segundo somente de x. Desse modo,
existe apenas uma forma para que isso acontega, se ambos os termos forem constantes.

Denota-se por F a constante de separacao, tal que;

L do(t)
d? o2m
e (z) + V(x)Y(x) = ?Eﬁ)(m) (3.8)

A separacao de variaveis transformou uma equacao diferencial parcial em duas
equagoes diferenciais ordindrias. Resolvendo a equagao (3.7) e suprimindo a constante,
pois o que interessa ¢ a solugao para W(x,t),

- Bt

p(t)=e"n (3.9)

A equagao (3.8) é conhecida como equagao de Schrédinger independente do tempo
e constitui um problema de autovalores tal que, dependendo das condigoes impostas a
fungao de onda ¥(z,t), o autovalor E (ou seja, E denomina-se a energia da particula),
pode assumir valores discretos ou continuos. As solucoes, ¥(z,t), , associadas ao seu cor-
respondente autovalor F,, (para estados nao degenerados), sao chamadas de autofungoes
de energia (GRIFFITHS, 1995; CARUSO; OGURI, 2006).
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3.4 Os estados estacionarios

A solugao da equagao de Schrodinger, W (x, ), que representa o estado da particula
em um instante ¢, pode ser escrito como:

- Bt

U(z,t) =1(x)e ' (3.10)

A equagao (3.10) corresponde aos estados estaciondrios, pois a densidade de pro-
babilidade de presenca®, p, associada as solucoes que evoluem de um auto estado de

energia (CARUSO; OGURI, 2006), ndo depende do tempo.

_; Bt Et

() = (p@)eF) (v@)eF) = (@) (3.11)

3.5 Os estados nao-estacionarios

Uma vez que a equagao de Schrodinger é linear e homogénea a solucao geral para
uma particula, em campo conservativo, é uma combinagao linear das solugoes separaveis;

U(z,t) = Z cnzﬁ(a:)ne_i%. (3.12)

n=1

Note-se que neste caso, a densidade de probabilidade de presenca,

U (2, 1) = i (cmw(x)me—i%)* (cn@z)(x)ne—i%) (3.13)

m,n

depende do tempo e o estado ¥(z,t) é dito ndo-estacionario.

3.6 A ortogonalidade dos autos estados

As solugobes estacionarias da equagao de Schrodinger apresentam uma propriedade
muito importante, a ortogonalidade.

/¢m(x)*¢n(x)dx =0 (m #n) (3.14)

Como as autofungoes ¥, (x) e ¥, (x) satisfazem a equagao de Schrédinger inde-
pendente do tempo, Eq.(3.8),

20 termo densidade de probabilidade de presenga serd definido na segao (3.7).
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d? 2m

—@Tﬁm(ﬂf) + V()¢ (z) = ?E@Dm(ﬂf) (3.15)
d? 2m

—@wn(l’) + V(x)@bn(:z:) = ?Ewn(iﬂ) (3'16)

Pode-se multiplicar a Eq.(3.15) por ¢, (z)" e a eq.(3.16) por 1,,(x)", e subtrai-las
obtendo-se:

o [, 0 9 W\ _ .

Integrando a equacao acima, tem-se:

T im@nas =~ [ (400 2t b)) )

+oo
(3.18)

A integral do lado esquerdo se anula, porque as autofuncoes se anulam a medida
que os limites de integragao sao arbitrariamente grandes. Assim se, ¥,,(z) e ¥, (x) sdo
autofungoes que pertencem a autovalores distintos de energia, F,, — E,, # 0, entao obede-
cem a relagao de ortogonalidade mostrada em (3.14) (CARUSO; OGURI, 2006). Portanto

pode—se escrever,

/+ ()0 () = o (3.19)

o0

em que 9,,, ¢ conhecido como delta de Kronecker e é definido da seguinte forma:

6mn:{07 m#n

1, m=n

Diz-se entao, que as autofungoes distintas pertencentes ao espago de solugoes (espaco de
Hilbert) sao ortogonais.

3.7 A equacao da continuidade

A funcao de onda 1) associada a uma particula é complexa e representa um vetor
de estado. Essa funcao é a descricao mais completa possivel de um sistema Quantico e
o quadrado complexo, [¢)(z)|?, é interpretado como densidade de probabilidade associado
a posicao da particula. Na Mecanica Newtoniana para descrever um sistema classico de
particulas completamente e até mesmo prever todas as grandezas associadas ao movi-

mento, faz-se necessario apenas conhecer a posicao e a velocidade de todas as particulas.
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Em Mecanica Quantica, a descricao de um sistema quantico termina quando se conhece
as funcoes de onda e suas probabilidades.

Segundo a interpretagao probabilistica de Max Born, a probabilidade dP de uma
particula associada a uma funcao de onda ¥ ser encontrada, em um dado instante t,

no interior de um elemento de volume d°r em torno do ponto (z,y,z) é igual a ]\I/|2d3r
(CARUSO; OGURI, 2006), isto é,

|U|*dr = dP (3.20)

Para verificar o que ocorre quando o movimento de uma particula Quantica é
. 2 ~
levado em conta, deriva-se |¥|” em rela¢do ao tempo

oV o .00
a|\IJ|2 _ i hQ 2 * * hz 2
T_ﬁ[\y(—%v VU (= VIV ) (3.22)
De
UV — UVA* =V - (U VT — UV TF) (3.23)
tem-se
ol _ _ihg (T*VU — UVT*) (3.24)
ot 2m )

Considera-se J = — LV - (U*V¥ — UVI*) e p= |¥|*> de modo que:

@—I—V-J:O (3.25)
ot

Observa-se que p e J, da equacao acima, obedece a uma equacao andloga a
equacao da continuidade conhecida na Mecanica dos Fluidos, onde explicita a conservacao
da massa do fluido e também no eletromagnetismo, que faz o mesmo para a conservacao
da carga. Em Mecanica Quantica essa expressao é conhecida como conservagao de pro-

babilidade (GRIFFITHS, 1995).

Born interpretou® p como sendo uma densidade de probabilidade de presenca e
J de corrente de probabilidade. Neste sentido apesar de nao haver uma denominacao
equivalente na teoria de probabilidades, a funcao de onda ¥ é conhecida também como
amplitude de probabilidade de presenca (GRIFFITHS, 1995).

E conveniente adotar uma linguagem mais usual do que a que se usou até agora.

3BORN, M.; JORDAN, 1925.
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Considera-se um conjunto de réplicas da particula idénticas, ou seja, com a mesma funcao
de onda, que nao interagem entre si. Assim, denota-se por N essas réplicas e normalizando
a funcao de onda, tem-se:

/ U °d°r = N (3.26)

Estendendo a integral a todo o espago e tomando um volume V' delimitado por uma
superficie S fechada, observa-se:

NV:/ U d°r (3.27)
\%

Tem-se desse modo, com a relagao (3.27), ndo mais a probabilidade de uma s6
particula estar no volume V', mas um nimero Ny de particulas das N existentes e que
estao dentro de V. Denota-se n com sendo o campo das normais externas a superficie S.
Assim, tem-se:

dNy op / 3 /
— V- = — . 2
; / td r Jd°r SJ ndS (3.28)

Supondo que Ny diminua com o tempo, obtém-se:

dNy
"V <0 3.29
o < (3.29)

tal que:

/ J-ndS >0 (3.30)
S

A equagao (3.30) mede o nimero de particulas que saem do volume V' por unidade
de tempo e que atravessam a superficie S com o sentido indicado pelo vetor normal.

3.8 Postulados da Mecanica Quantica

A questao de como interpretar a funcao de onda 1, foi objeto de discussao nos
primeiros anos da Mecanica Quantica. Entretanto, a funcao de onda 1 nao apresenta em
si mesma uma grandeza mensuravel, todas as grandezas mensuraveis como a energia e o
momento da particula podem ser calculadas a partir do conhecimento dessa fungao. A
ligacao de 7 com o mundo real ¢ estabelecida pelos dois tltimos dos cinco postulados?
que serao apresentados na sequéncia (SAKURAI, 1994; GRIFFITHS, 1995).

Postulado 1. (Estado de um sistema) Em cada instante ¢, o estado de um
sistema fisico é representado por uma funcdo de onda W(r,t), no espaco vetorial dos

4Este texto foi traduzido do livro: Modern Quantum Mechanics - J.J. Sakurai (Revised Edition), 1994.
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estados, espaco de Hilbert que contém toda a informacao que podemos conhecer sobre o
sistema (exceto o spin).

Postulado 2. (Quantidades fisicas) Qualquer quantidade fisica mensuravel é
descrita matematicamente por um operador O, que atua sobre os estados. Este operador
¢ um observavel.

<O> - /¢*O¢dm (3.31)

Postulado 3. (Medidas de quantidades fisicas) O unico resultado possivel da
medida de quantidade fisica O é um dos autovalores A, do correspondente operador O.

Postulado 4. (Decomposicao espectral) A probabilidade de se obter o autova-
lor A\, (ndo degenerado) numa medida de um observavel O sobre o sistema no estado
normalizado ¥(r,t) é:

/ vipdr =1 (3.32)

Postulado 5. (Evolugao temporal) A evolugao temporal de um sistema Quantico
¢ determinada pelo operador Hamiltoniano ou energia total, H(z,t), através da equagao
de Schrodinger

L 0U(r,t)
HY =ih—=
(r,t) =ih 5

3.9 Operadores hermitianos

Os operadores hermitianos sdo definidos tal que se f(r) e g(r) pertencem ao
espaco de Hilbert entdao o operador O é hermitiano se, e somente se

©)= [ r0gie = [ ©rgac = | [ r0g)ar] = oy (3.33)
onde O é o operador que estd relacionado ao observavel O.

Nota-se que a relagao (3.33) determina o valor médio de O (representa-se o ope-
rador por uma funcao operador O(r,p)), que deve ser real. De maneira geral, conside-
rando U e W dois conjuntos de fungoes e definindo o mapeamento O: U — W com
O(u) = w(u € U : w € W). Simbolicamente se pode escrever esta relacdo como um
produto do operador O com a funcao u:

O(u) =0u=w (3.34)
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Um operador com a propriedade

~

O(Oqul + OéQUQ) == aléul + QQOUQ (335)

onde uq, uy sao fungoes arbitraria e a;, as sao constantes arbitrarias, é chamado operador
linear.

E importante ressaltar que a classe de operadoradores hemitianos sao lineares e
podem ser aplicados tanto no primeiro membro de um produto interno quanto no segundo
apresentando sempre o mesmo resultado. Em Mecanica Quantica estes operadores surgem
naturalmente, pois seus valores esperados sao reais.

3.10 Poco quadrado unidimensional infinito

Esta secao é uma aplicagao dos conceitos apresentados até aqui. Assim, considera-
se uma particula movendo-se livremente ao longo do eixo x, exceto pelo fato de que nas
posigoes * = —a/2 e x = a/2, existem paredes impenetraveis, isto é, a probabilidade da
particula ser encontrada fora do intervalo é estritamente nula. Deste modo, a funcao de
onda ¢ (x), fora do pogo é igual a zero. Matematicamente, define-se entdao o potencial

[Fig. (1)].

0, se —a/2<z<a/2
00, nos outros casos

(3.36)

i Vix) [
I

—al2 0 al2

Figura 1: Potencial do pogo quadrado unidimensional infinito.

As solucoes do poco quadrado infinito unidimensional sao confinadas no interior
do mesmo, pois seria necessaria uma forca infinita para romper a barreira de potencial.
Assim, considera-se apenas a equagao de Schrodinger independente do tempo na regiao
—a/2 <z < a/2, ou seja,

R d%y

ou
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d*
— = -k 3.38
Y-k (3.3%)
onde k = —VQH’"E com £ > 0.
A solucao geral da equacao acima é:
(x) = Asen(kx) + Beos(kzx), (3.39)

em que A e B sao constantes arbitrarias.

No caso das regioes externas, como ja foi dito o potencial é infinito e a probabili-
dade de se encontrar a particula fora do poco é necessariamente nula. Assim, as condigoes
de contorno sobre a fungao de onda impoe que:

(=a/2) =P(a/2) =0 (3.40)

Destas condigoes, tem-se:

(—a/2) = —Asen(ka/2) + Beos(ka/2) =0 (3.41)
e
Y(a/2) = Asen(ka/2) + Bcos(ka/2) =0 (3.42)
Somando e subtraindo as relagoes (3.41) e (3.42), obtém-se:
Asen(ka/2) =0 (3.43)
Bceos(ka/2) =0 (3.44)
Tomando-se as equagoes (3.43) e (3.44), as solugdes possiveis sao:
A#0, sen(ka/2)=0 (3.45)
ou
B #0, cos(ka/2)=0 (3.46)

Como as constantes A e B nao podem ser simultaneamente nulas, pois isto levaria
novamente a ¢ (x) = 0 para todo valor de z. No primeiro caso as solugoes serao da forma
() = Asen(kx), onde A # 0, B =0 e sen(ka/2) = 0, que resulta:

ka/2 =0, +m, +2m, +3m, ... (3.47)
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No entanto, se descarta k = 0, pois ¥(z) = 0 (todo valor de z). Nota-se também
que as solugdes negativas nao geram nada de novo, pois, como se sabe — sen(f)) = sen(—6)
e pode associar o sinal a constante A. Entao, as solugoes distintas sao:

k, = n_7r, onde n=2,4,6,... (3.48)
a

Com esse resultado se pode encontrar os valores possiveis de energia F:

h2k,?
E,=—2= 3.49
= (3.49)
ou ainda,
2 2h2
E, = ”2:1&2 com n=24,6,.. (3.50)

Para encontrar a valor da constante A, normaliza-se ¢(x):

400 a/2
/ [ da = / A%sen? (kx)dx (3.51)

—a/2

Assim, resolvendo a integral

@ 2
/ Ason? (ka)dr = | A5 = 4] = \/>a (3.52)
0

Portanto dentro do poco as solucoes sao:

Un(z) = \/gsen (?) (3.53)

Para o segundo caso as solugoes serao da forma ¢ (z) = Bcos(kz), onde B # 0,
A =0 e cos(ka/2) = 0, que resulta:
3m  om

™
kaf2 = £—, £, £, ...
a/ 27 27 27

(3.54)
Novamente se percebe que as solugoes negativas nao geram nada de novo pois,

como se sabe, cos(f) = cos(—60). Entao, as solugoes distintas sao:

kn="" onde n=1,3,5,.. (3.55)

a
Com isso, os valores possiveis para os autovalores de energia F sao:

E, = (3.56)
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ou ainda,

2 2h2
E, = ”2” ~ com n=1,35,.. (3.57)
ma

Para o calculo da constante B, normaliza-se ¢(x):

+o00 a/2
/ [y 2de = / A?cos? (kx)dx (3.58)

—a/2

Assim, resolvendo a integral

/ Acos? (ke)dr = |APS = || = \ﬁ (3.59)
0 Cl/

Portanto dentro do pogo as solucoes sao:

p(x) = \/gcos <$> (3.60)

Agora, tomando os dois tipos de solugoes e observando que os valores de k, =
T sao quantizados, pois o numero inteiro n é um exemplo de nimero Quantico que
desempenha o papel de rotular as diferentes solugoes do problema, observa-se que os

comprimentos de onda de L. de Broglie correspondentes apresentam os valores:

2
= k_: = % onde n=1,23,.. (3.61)

Portanto, as fungoes de onda que satisfazem o problema sao aquelas para as quais se

An

tem um nuimero inteiro ou semi-inteiro de comprimentos de onda de L. de Broglie dentro
do intervalo [-a/2,a/2]. Note também que em Mecanica Classica uma particula pode se
mover dentro do poco com qualquer valor de energia, porém, em um sistema Quantico, a
energia estd quantizada tendo apenas os seguintes valores possiveis:

n2m2h?

E, =
2ma?

onde n=1,23,... (3.62)

Os niveis de energia do pogo infinito ilustrados na figura [Fig. (2)] mostram que
o espectro de energias permitidas consiste em um numero infinito de niveis discretos.
Observa-se também que as energias dos estados aumentam com o quadrado do valor
dado a n. Note que, como existe apenas uma funcao de onda para cada autovalor de
energia, esses niveis de energia sao chamados nao-degenerados. Por outro lado, para uma
dada funcao de onda, havendo mais de um autovalor de energia, esses niveis se chamam
degenerados.

As solugoes correspondentes as fungoes de onda associadas aos trés niveis de ener-
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Vix)
n=3 E, =9E,
n=2 E, = 4E,
n=1 EL
x
—al2 0 a2

Figura 2: Niveis de energia do poco quadrado infinito.

gia mais baixa do pogo quadrado infinito estao ilustradas na figura [Fig. (3)]. Tomando-se
as equagoes (3.53) e (3.60), nota-se que a n-ésima funcgao de onda, 1, (x), tem (n — 1)
nodos na regiao interna do pogo. Desta forma, percebe-se que o nimero de nodos esta
relacionado a energia associada a particula, isto é, quanto maior for niimero de nodos da
funcao de onda, maior sera a energia do sistema. Também verifica-se que as fungoes de
onda 1, e 1, sao ortogonais e estao associadas a energias diferentes, F,, e E,,, ou seja,

a/2
() Pmdr =0 se n#m (3.63)

—a/2

; e 5 \ /
\\,// S \.‘_’/

.
|_£f=]{JJF=] — =0, p=2nrsn '£i=]{JJP=3|

iy
/
.

Figura 3: As funcoes de onda do poc¢o quadrado infinito no caso a = 10, paran = 1,2 e
3.
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4 A EQUACAO DE SCHRODINGER E O
PROBLEMA DE MASSA VARIAVEL

Apresenta-se aspectos gerais que sao importantes para a compreensao quanto
a forma do operador hamiltoniano quando a massa assume dependéncia espacial. Em
seguida, sugere-se uma forma de se transformar a equacao de Schrodinger com massa
variavel em uma equacao analoga a equacao de Schrodinger com massa constante.

4.1 Aspectos gerais

Atualmente a Mecanica Quantica desempenha papel fundamental na descricao
e compreensao dos fenomenos naturais que ocorrem em escala atomica e subatomica
(LANDAU; LIFSHITZ, 1991). A Equacao de Schrodinger, proposta pelo fisico austriaco
Erwin Schrodinger em 1925, descreve a evolucao temporal de um estado quantico de
um dado sistema fisico. Essa equacao tem importancia na teoria quantica similar ao da
segunda Lei de Newton na Mecanica Classica.

A descrigao fisica da natureza tem como linguagem bésica a matematica. Na
formulacao matematica da Mecanica Quantica, todo sistema é associado a um espaco de
Hilbert complexo, tal que cada estado instantaneo do sistema é descrito por um vetor
unitario nesse espago. Este vetor de estados guarda as probabilidades para os resultados
de todas as possiveis medicoes aplicadas ao sistema. Em geral, o estado de um sistema
varia no tempo e o vetor de estados é uma fungao do tempo. A equagao de Schrodinger é
responsavel por uma descri¢ao quantitativa da taxa de variagao deste vetor (GRIFFITHS,
1995).

Em Mecanica Quantica, o Hamiltoniano H é um observével® e, para uma particula
sujeita a um campo conservativo, correspondente a energia total do sistema. O espectro
do Hamiltoniano ¢ o conjunto de possiveis resultados quando se mede a energia total
de um sistema e pode ser decomposto via suas medidas espectrais, em pontos “puros”,
absolutamente continuos, e partes singulares. O espectro de pontos puros pode ser asso-
ciado a autovetores, os quais sao estados ligados do sistema. Os espectros absolutamente
continuos correspondem aos estados livres. O espectro singular compreende resultados
fisicamente impossiveis (RICHMYER, 1978).

10Os observéveis sdo representados por operadores lineares conhecidos como operadores hermitiano.
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4.2 Massa dependente da posicao

Na formulacao do operador hamiltoniano a massa é geralmente constante, porém
solugoes de problemas quanticos em que a massa apresenta distribuicao espacial tém des-
pertado interesse recentemente em varias areas da Fisica, tanto pelo aspecto matematico
quanto pelo aspecto fenomenolégico. A importancia dessas solugoes esteve inicialmente
relacionada a aplicacoes tais como no estudo das propriedades eletronicas de heteroes-
truturas semicondutoras (BASTARD, 1988, WEISBUCH; VINTER, 1993). Atualmente,
questoes relacionadas a hermiticidade do operador hermitiano, a Fisica atomica e molecu-
lar (SEVER; TEZCAN, 2008), a supersimetria (PLASTINO; RIGO, 1999) e a problemas
relativisticos (CAVALCANTE, 1997; RENAN et all., 2000) sao temas mais atuais relaci-
onados a massa dependente da posicao. Os problemas quanticos onde a massa apresenta
variacao espacial trazem a tona o fato do operador momento nao comutar com a massa
dependente da posicao, que resulta na ambiguidade de ordenamento da representacao do
operador energia cinética e por conseguinte, no operador Hamiltoniano para casos nao-
relativisticos. A equacao de Dirac por outro lado, ndao apresenta essa ambiguidade, uma
vez que a massa e o operador momento linear estao desacoplados (RENAN et all., 2000).
Para representar o operador energia cinética ambiguo, considera-se o ordenamento geral
proposto por von Roos (1983):

T = —— [m(®)* V() Vm(F) +m(F) V() V()]

onde «, 8 e 7y sao constantes e recebem o nome de parametro de ordenamento ambiguo
de von Roos. Estes parametros satisfazem a relacao o + 3+ v = —1.

A escolha destes parametros estd relacionada a questao quanto a hermiticidade
do operador energia cinética. Consideracoes fisicas e matematicas também sao adotadas
para a escolha de um dado conjunto de parametros de ordenamento, e deve levar em conta
nao somente as condigoes de continuidade com os limites de heterojun¢ao abrupta, mas
também a massa dependente da posicao e a forma do potencial. Assim, nao existe um
consenso geral para a escolha destes parametros de ambiguidade (MAZHARIMOUSAVT,
MUSTAFA, 2010).

Encontra-se atualmente na literatura cinco formas de ordenamento do operador
energia cinética e todos sao casos particulares do ordenamento geral proposto por von
Roos. Os autores destes ordenamentos sao Gora e William (f = v = 0, a = —1),
BenDaniel e Duke ( @ = v =0, § = —1), Zhu e Kroemer (a« = v = —-1/2, =10) Lie
Kuhn (8 =~ = —1/2, a = 0) e Mustafa ¢ Mazharimousavi (a« =v = —1/4, § = —1/2).

Utilizou-se nesta monografia o ordenamento de BenDaniel-Duke (1966) por estar
de acordo com a equagao de Dirac no limite de baixas energias (CAVALCANTE, 1997,
RENAN et all., 2000).
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4.3 Solucao da equacao de Schrodinger para o pro-
blema de massa dependente da posicao

Para resolver o problema quantico de massa variavel proposto nesta monogra-
fia escreve-se a equagao de Schrodinger para o caso particular unidimensional, indepen-
dente do tempo e descrito pelo ordenamento do operador energia cinética proposto por
BenDaniel-Duke:

n? 1 dm(z) d 1 &
2 | m2(z) dx %—i_m(x)@ v+ Vi@ (4.1)

) =

Este trabalho representa a massa por uma funcao continua proporcional a secante
hiperbdlica ao quadrado, tal que:

m = mgsech?(ax). (4.2)

Abaixo [Fig. (4)] representa-se graficamente a massa da particula.

-gz2-

Figura 4: Gréfico da massa da particula m = mgsech®(ax). Para o grafico adota-se
mo =1 e a =1, onde a é uma constante arbitraria e tem a fun¢ao de deixar o argumento
da funcao secante adimensional.

Quanto ao potencial V' (z), investiga-se as solugoes analiticas em termos da fungao
confluente de Heun? para dois casos. No primeiro [Subse¢io 4.3.1], analisa-se as solugoes
para o potencial proporcional a tangente hiperbdlica. No segundo [Subsegao 4.3.2], o
potencial proporcional a tangente hiperbdlica ao quadrado.

Substituindo a equagao (4.2) na equagao diferencial (4.1), obtém-se:

2veja Apéndice A.
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h? d h? d?
2atgh(ar)— —

Hy = |— -
¥ dx  2mosech?(az) dz?

v+ V() =Ep  (4.3)

2mosech® (ax)

Nesta representacao, observa-se um elemento diferencial de primeira ordem que
é consequencia do ordenamento proposto. Esse fator descaracteriza a forma usual da
equacao de Schrodinger. Por comodidade, sugere-se neste trabalho a mudanca no argu-
mento da funcao (4.3), tal que az — z. Deste modo, tem-se:

2

d d
@ + thh(x)% U+

2mo

o cosl? (1) [E—-V(x)]¢Y =0 (4.4)

Em problemas como este, onde a massa apresenta dependéncia espacial, é sem-
pre possivel estabelecer uma relacao de transformacao de coordenadas por meio da qual
se possa obter uma equagao andloga a equacgao de Schrodinger com massa constante e
potencial efetivo.

Portanto, para o problema proposto nesta monografia, sugere-se a transformacao
na variavel dependente 1(x) = cosh”(x)¢(x). Substituindo-se em (4.4), tem-se:

d*p(x) dp()
dz? dz

+ {(1/ — 1)vtgh?(x)v + 2tgh®(2)v +

+2(v + 1)tgh(x)
2mo
————[F - V(z x)=20 4.5
B V@] o) =0 (9
Considerando-se agora a transformacao na variavel independente de modo que
x — z tal que g—; = sech(z), o que resulta em:

cos(z) = sech(x) (4.6)

Essa mudanca na variavel independente representa portanto o mapeamento tal

que (—00,00) — (=73, 5). Substituindo-se a relagao (4.6) na equacao (4.5), obtém-se:

2mo

d*p(2) + {<y +2)vtgi(z) + vt g

dz?

dp(2)
dz

+ (2v + 1)tg(2)

- v<z>1} o(2) = 0 (4.7)

a?

Com o objetivo de obter uma equacao similar a equacao de Schrodinger com

massa constante, elimina-se o termo de primeira ordem, isto é, define-se (2v + 1) = 0, ou
seja, v = —% na equagao (4.7), o que resulta em:

p(2)
dz?

+U(2)p(2) = ep(2). (4.8)
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Interpreta-se a equagao (4.8) como uma equacao de Schrodinger para massa cons-
2mg

tante, onde € = a2

E, e sujeita ao potencial efetivo U(z), dado por:

U(z) = zth(z) + % + &V (2) (4.9)

2mg
com K = WVO'

O potencial V(z) é aquele ao qual a particula de massa varidvel estd sujeita. Nas
proximas subsecoes, investiga-se as solugoes para essa equacgao levando em consideracao
dois potenciais, um antissimétrico proporcional a tangente hiperbdlica e outro simétrico
proporcional a tangente hiperbdlica ao quadrado.

4.3.1 Potencial V(xz) = V, tgh(ax)

Considera-se entao o potencial antissimétrico e nao confinante V (x) = Vj tgh(az),
cuja representacao grafica [Fig.(5)] pode ser vista mais adiante. Como sugerido anterior-
mente, pode-se reescrever o potencial alterando a forma do argumento de ax — x e assim
obter V(z) = Vjtgh(z). Tomando-se a mudanga na varidvel independente (4.6), pode-se
mostrar facilmente que:

sen(z) = tgh(x). (4.10)
Com isso, obtém-se:
V(z) = Vhsen(z) (4.11)
M=)

0.5

Figura 5: Gréfico do potencial V (z) = V; tgh(z), onde adota-se para Vo =1e a = 1.

Portanto, substituindo-se a equagao (4.11) na relagao do potencial efetivo (4.9),
tem-se:
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U(z) = Ztgz(z) + % + K sen(z) (4.12)

Evocando a equagao (4.8) e a substituindo na rela¢ao (4.12), tem-se:

STk, (Ztg%z) T nsen<z>) o(2) = ep(2) (4.13)

Apresenta-se [Fig.(6)] o gréfico do potencial efetivo Eq.(4.9) para alguns valores

de k.

Uz)
10

Figura 6: Gréfico do potencial efetivo confinante, U(z) = 2tg*(z) + 3 + rsen(z), para

valores particulares de x: x = 3 (linha continua), x = 1 (linha tracejada), x = —1 (linha
ponto tracejada) e k = —3 (linha pontilhada). (PIMENTA; CUNHA, 2012)

Neste ponto, serao adotadas novas transformagoes nas variaveis dependente e
independente na equacao (4.13) a fim de obter a equagao diferencial confluente de Heun.

Portando, considera-se a mudanca na coordenada dependente:

o(2) = sec? (2)h(2) (4.14)
Substituindo a relagao (4.14) em (4.13), obtém-se:

d*h(z) N dh(z)

T2 T t8(2) +h(z) e — msen(2)] = 0 (4.15)

Agora, admitindo y = %—l— %sen(z)7 onde 0 < y < 1 desde que z — %7, conclui-se

que:

d*h + 2uKk —
<y>+{s yr— s

i T } h(z) = 0. (4.16)



34

A equacao acima é um caso particular da equacao confluente de Heun descrita

em Ronveaux (1995) e Hounkonnou e Ronveaux (2009). Entao relacionando as equagoes
(A.8) e (4.16), tem-se:

As solugdes locais para a equagao (4.16) para y — 0 s@o dadas por:

K (y) =y PHe(o, —p,v,0,m;y) (4.17)

WA (y) = Hcl(o,p,7,6,m59) (4.18)

onde Hec'! é a segunda solucdo independente, também chamada de funcdo de Heun conco-
mitante confluente, pois p = —1 (FIZIEV, 2010). Uma vez que a segunda solugao diverge
logaritmicamente quando y — 0 as solugoes fisicamente aceitaveis sao descritas apenas
por R (y). Assim, em termos da coordenada z, pode-se escrever:

11
5+3 1 1 1
o(z) = 2+2—SGH(Z)HC (0, 1,-1,26,-—Kk—¢; =+ —sen(z)) (4.19)
\/cos(z) 2 2 2

Em termos da variavel x, tem-se:

1 1 1 1 1
Y(x) = (5 + §tgh(x)) He (0, L=1,2k,5 —K—g5+ §tgh(:p)) (4.20)

Aplicando as condices de contorno para ¢(z = £7) = 0, obtém-se numerica-

mente os autovalores de energia que satisfazem a Hc(z = £7) = 0 e, assim, caracteriza
a forma final das solugbes para as fungoes ¢(z) [Fig.(7)] e, por conseguinte, determina

forma final das solugoes para ¥ (z) [Fig.(8)].

Portanto, partindo do problema de uma particula quantica com massa dependente
da posigao proporcional a secante hiperbdlica ao quadrado, equagao (4.2), e sujeita ao
potencial proporcional a tangente hiperbdlica e das mudancas de coordenadas sugeridas ao
longo deste trabalho, isto é, transformagoes nas coordenadas dependente e independente,
de modo que ao final observou-se um caso particular da equagao de Schrodinger para
uma particula com massa constante e sujeita a um potencial efetivo dado pela relagao
(4.12). Através de novas transformagoes, encontrou-se as solugoes analiticas da fungao
©(z), para onde a particula apresenta massa constante. A partir destes resultados, retoma-
se a varidvel original para fungao 1(z) e obtém-se as solugoes estaciondrias da equagao
de Schrodinger para massa dependente da posicao em termos das solugoes da equagao
confluente Heun, para alguns valores de energia ¢.
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oz)

Figura 7: Gréfico da solucao dado pela Eq.(4.19), na varidvel z, para a equagao de
Schrodinger com massa constante, com x = 1, onde os autovalores de energia sao: € = 1,95
(linha continua), ¢ = 6,01 (linha tracejada), ¢ = 12,01 (linha ponto-tracejada) para a
fungao p(z). (PIMENTA; CUNHA, 2012)

4.3.2 Potencial V() = Vptgh?(ax)

Esta subsecao assume a sequéncia das idéias e se propoem a resolver o problema
de massa variavel, agora com o potencial confinante proporcional a tangente hiperbélica
ao quadrado [Fig.(9)].

Considerando o fato do argumento poder ser escrito como ax — x, tem-se:
V = Vytgh?(x) (4.21)

Tomando a transformacao na variavel independente dada em (4.11), escreve-se o
potencial, equacao (4.21), como:

V = Vpsen?(z) (4.22)

Entéao, substituindo (4.22) na equagao (4.8), observa-se que:

- fz(zz)+ (%th(Z) + % + %SGHQ(Z)) #(z) = ep(2) (4.23)

A equagao (4.23) é andloga a equagao de Schrodinger estaciondria para uma
particula com massa constante e sujeita ao potencial

I(z) = (zth(z) + % + msenQ(z)) (4.24)

caracterizado pelo gréfico [Fig.(10)], para alguns valores de .
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Figura 8: Grafico da solucao dado pela Eq.(4.20), na varidvel z, para a massa dependente
da posigdo, com k = 1, onde os autovalores de energia sao: ¢ = 1,95 (linha continua),
e = 6,01 (linha tracejada), ¢ = 12,01 (linha ponto-tracejada) para a funcao ¢ (z). (PI-
MENTA; CUNHA, 2012)

Admitindo-se na equagao (4.23) a mundaga na variavel ¢(z) = cos”(2)h(z), tal

que:
d’h(z d
M) o) Th(:) + [~ D) - -0 < R =0 (1.25)
Para pu(p—1) =3 = =3 ou p = —1. Escolhe-se = 3. Entao:
d*h(z) d 9
7 + 3tg(z)£h(z) + [2 — ksen®(2) + €] h(z) =0 (4.26)
onde Kk = %%. Admitindo-se a transformagao na coordenada independente y = sen?(z),

onde 0 <y < 1, desde que 2 — %7, tem-se:

d*h(y) 2 1\ dh(y) 1 Kk ¢ h(z)
dy? +(y—1+2_y>d—y+<§+1y_71>y(y—l)_o 427

Note que a equagao (4.27) apresenta os pontos singulares (0,1,00) e portanto
este formato pertence a uma classe de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem,
definidas na esfera de Riemann (HILLE, 1997) e se classifica como equagao confluente de
Heun. Entao, comparando as equagoes (A.1) e a equagao (4.27), conclui-se:

Assim, as solugoes da equagao (4.27) em torno de y — 0, sdo dadas por:
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Figura 9: Gréfico do potencial simétrico V(z) = Vytgh®(az), com Vj = 1 e a = 1.
(PIMENTA et all., 2012)

1 k1l ¢
W) =H —=1,= === 4.2
h (y) 0(0, 5L 13 4,3/) (4.28)

1 1 Kk 1 £
@) (y) = 2 S A
9 (y) =y2He (0,2,1,4,2 4,y) (4.29)

1 1
oW (z) = cos%(z)Hc (0, —g5 1, g, 5 Z; senz(z)) (4.30)
1,V 1
0P (2) = cos%(z)\sen(z)]Hc (0, 2 1, T3 Z; sen2(z)> (4.31)

Verifica-se que a equagao (4.31) ndo é fisicamente aceitdvel, pois nao é dife-
renciavel na origem. Portanto, adota-se uma nova transformacao na variavel indepen-
dente na relagdo com massa constante, equacao (4.23), com o objetivo de obter a segunda
solucao da equacao diferencial. Entao:

0(2) = sen(2)é(2) (4.32)

Tomando a equagao (4.32) e substituindo em (4.23), obtém-se:
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Figura 10: Grafico do potencial efetivo simétrico, equagao (4.24) para valores particulares
de k: k = =50 (linha continua), kK = —10 (linha tracejada), £ = 10 (linha ponto tracejada)
e k = 50 (linha pontilhada). (PIMENTA et all., 2012)

_d*¢(2)
dz?

d 3 3
- QCotg(z)Q;—(z) + (5 + Zth(Z) + msenQ(z)) o(z) = ed(2) (4.33)
z
Como no caso anterior, pode-se usar o mapeamento ¢(z) = cos%(z)H(z), 0 que
resulta na seguinte equacao

d*H dH
Tzt (2cotg(z) — 3tg(2)) - 1 (e—6—rsen’(z)) H(z) =0 (4.34)

z z
Para obter a equagao Heun a partir da relagao (4.34), usa-se o recurso matematico
anteriormente sugerido, a transformacao na coordenada independente, y = sen?(z). As-

sim, tem-se:

d?H(y)+(3_/2+ 2 )dH(y)+ 1 <3

dy? y y—-1) dy yly —1)

cujas solugoes sao:

HY = He (0, Z; y) (4.36)

1 1
H® =y 3 He (0,_5,1,275_2;9) (4.37)

Novamente, a segunda solucao H? nao é fisicamente aceitdvel pelo fato de nao
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ser diferenciavel na origem. Portanto, a segunda solugao linearmente independente da
equacao diferencial (4.23) em termos de z, fica:

1 1
0P (2) = sen(z)cos%(z)HC 0,-,1, E, - — E; sen?(2) (4.38)
2774°2 4
Note que a transformagao dada pela equagao (4.32) mostra que a relagao (4.31)

é, na realidade, salvo as condicoes de diferenciabilidade, a segunda solucao da equacao
diferencial (4.23). Com isso, as solugdes sao:

1 1
eW(z) = cos%(z)Hc (0, —3 1, g, 3~ %; sen2(z))

1 1
0 (2) = Sen(z)cos%(z)HC (0, Y 1, g, 5 Z; senQ(z))

1 1
YW (z) = sech?(z)He (O, —5 1, g, 3 Z;tgh%x)) (4.39)

—
>~ =

D (z) = tgh(z)sech?(x) He (0% : ,%— Z;tghQ(@) (4.40)

Aplicando as condigoes de contorno para ¢, tal que lim,_,; = ©(z) = 0, determina-
se numericamente os autovalores para os parametros de energia que satisfazem do mesmo
modo, as condigoes de contorno para a fungao Heun, He(z), tal que lim, 1z He(2) =0
e, assim, determina-se a forma final das solucoes para ¢(z) e consequentemente, para a
fungao (). Representa-se graficamente as solugoes das fungoes simétricas [Fig.(11)] e
[Fig.(12)] e antissimétricas [Fig.(13)] e [Fig.(14)], respectivamente, na varidvel z para a
equagao de Schrodinger com massa constante e na variavel x para o problema de massa
variavel.
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Figura 11: Grafico da soluc¢ao da equacao (4.30) normalizada, com o potencial ¥(z) =

(3tg?(2) + 4 — 50sen?(z)), onde os autovalores de energia sio: ¢ = —23,91 (linha

continua), ¢ = —4,48 (linha tracejada), ¢ = 8,82 (linha pontotracejada) para a fungao
1

' (2).

(PIMENTA et all., 2012)

\ Vi
\/!-;.'-5-

v

Figura 12: Gréfico da solugdo da equagao (4.39) normalizada, com os autovalores de
energia: ¢ = —23,91 (linha continua), ¢ = —4,48 (linha tracejada), ¢ = 8,82 (linha
pontotracejada) para a fungao ¢ (z). (PIMENTA et all., 2010)
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Figura 13: Gréfico da solucao dado pela equagao anti-simétrica (4.38) normalizada, onde
o potencial ¥(z) = (3tg?(z) + 5 — 50sen?(z)), onde os autovalores de energia sio: e =
—23,91 (linha continua), € = —4,48 (linha tracejada), ¢ = 8,82 (linha ponto-tracejada)
para a funcdo ¢ (z). (PIMENTA et all., 2010)

Figura 14: Gréfico da solugao dado pela equagao (4.40) anti-simétrica, na varidvel z, onde
os autovalores de energia: ¢ = —23,91 (linha continua), ¢ = —4,48 (linha tracejada),
e = 8,82 (linha ponto-tracejada) para a fungao ¢ (z). (PIMENTA et all., 2010)
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5 CONCLUSAO

Motivado por vérias publicagoes que apresentam discussoes sobre problemas quanticos
com massa dependente da posicao (SLATER,1949; LUTTINGER; KOHN, 1955, SEVER,;
TEZCAN, 2008, PLASTINO; RIGO, 1999; MAZHARIMOUSAVI, 2007), o objetivo desta
monografia foi o de resolver um problema quantico unidimensional de baixa energia, no
qual a massa apresenta dependéncia espacial e que seja caracterizada por uma funcao
continua proporcional a secante hiperbdlica ao quadrado. Resolve-se esse problema para
dois potenciais particulares, um deles o potencial proporcional a tangente hiperbdlica e o
outro o potencial proporcional a tangente hiperbdlica ao quadrado.

Utilizou-se para escrever o hamiltoniano devido a ambiguidade do operador ener-
gia cinética, o ordenamento proposto por BenDaniel-Duke, por esta de acordo com a
equagao de Dirac no limite de baixas energias (CAVALCANTE et all., 1997; RENAN et
all., 2000). A equacao de Schrodinger com massa dependente da posigao foi submetida a
mudancas na variavel dependente e independente com o propdsito de obter uma equacao
analoga a equacao Schrodinger com massa constante. A partir desta equacao diferencial, o
problema foi dividido em duas subsecoes. Na primeira, analisou-se as solugoes da equacao
diferencial com o potencial V' (z) = V;tgh(z) (espago das coordenadas) para o problema
de massa varidavel o qual submetido a transformagoes de coordenadas, apresenta a forma
V(z) = Vi sen(z) (espago transformado) para o problema onde massa se mostra constante.
Na segunda subsecio, foi a vez do potencial V(x) = Vytgh?(x) para o caso da massa de-
pendente da posigao e apés a mudanga de coordenadas, tornou-se V(z) = Vysen?(z), onde
particula apresenta massa constante.

Submeti-se as equagoes no espagco transformado a novas transformagoes de coor-
denadas com o objetivo de levar a equacao analoga com massa constante a uma equagao
de Heun e assim, obter as solugoes do problema. Por meio dessas solucoes, investiga-se
as solugoes estaciondarias da equacao de Schrodinger para massa dependente da posicao.
Mostrou-se finalmente que as solugoes analiticas e sao apresentadas em termos das solugoes
da funcao confluente de Heun.
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APENDICE A - EQUACAO CONFLUENTE DE
HEUN

O estudo da equacao de Heun e suas formas confluentes tem despertado inte-
resse crescente nos ultimos anos devido a um grande ntimero de aplicacoes em Mecanica
Quantica, Relatividade e em Fisica Matematica. Além disso, esta equacao aparece como
uma generalizagao natural da equacao hipergeométrica e seus casos especiais incluem
a hipergeométrica de Gauss, hipergeométrica confluente, Mathieu, Ince, Lamé, Bessel,
Legendre e as equagoes de Laguerre (RONVEAUX, 2009).

A equagao Geral de Heun, introduzida em 1889 por Karl MWL Heun, é uma
classe de equacao diferencial de segunda ordem fuchsiana definida na esfera de Riemann,
isto é, possui apenas pontos singulares regulares (MAIER, 2005) e qualquer equagao
diferencial linear de segunda ordem que contenha quatro pontos singulares regulares pode
ser transformada em uma equacao de Heun por meio de mudanca de varidvel . Essa
equagao pode ser escrita, na forma canonica, como segue (RONVEAUX, 2009):

2 H(2) N (,Y ) 2 ) dH (z) L 9P=—4 H(z)=0 (A1)

dz? ;+z—1+z—d dz 2(z=1)(z—d)

onde {p,0,7,0,¢,d,q} com (d # 0, 1) sdo parametros geralmente complexos e ar-
bitrarios, ligados pela restricao fuchsiana p+ o + 1 = +v + J + . Esta equagao possui
quatro pontos singulares em {0,1,d, 00} com os respectivos expoentes dessas singula-
ridades sendo {0,1,—~v},{0,1,0},{0,1,—€} e {p,0} (HOUNKONNOU; RONVEAUX,
2008).

Dos quatro pontos singulares que possui, trés podem ser vistos facilmente na
prépria equacgao diferencial (0,1,d). O dltimo no infinito pode ser obtido através de uma
transformagao f-homotdpica considerando-se z — &, e tomando-se o limg_q.

A Equacao Heun possui quatro formas confluentes! contendo pontos singulares
irregulares em zero e/ou infinito. Estas formas sao:

'Esse trabalho aprasenta apenas a forma confluente para os demais casos veja RONVEAUX (2009).
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1.Equagao confluente

d CZ§2) n (g + % - f 1) difliz) N (Zéz__f))H(y) _0 (4.2)

2.Equacao Duplamente Confluente

(Zdiz) 2H(z) +p <z + %) (zé%) H(z)
—l—Ka—l—%)pz—l—(%—’y)—l—(a—%)ﬂ[f(z)—o (A.3)
3.Equacao Bi-Confluente

d*H (z) a+1 dH (z)
dz? +< z _'0_22) dz

+(7_g_2_w>ﬂ@zo "
4.EquacaoTri-Confluente
d2cZ§Z) — (7 +32%) %iz) +lo+(p—=3)z]H(z) =0 (A.5)

O processo de confluéncia ocorre quando se “aglutina” um ponto singular regular
no infinito e em seguida ajusta-se alguns parametros da equacgao. Apresenta-se nesta
monografia a forma confluente, que ocorre quando ha duas singularidades regulares em
z =0, z =1 e uma singularidade irregular em z = co (HORTACSU, 2011). Isto é, uni-se
z=0em z — oo da seguinte forma: tomando a equacao (A.1) e reescrevendo

=G -0+ =1 (§-1) +2 (5 1) + Sete - )] T

Agora, considerando-se d, p, ¢ — oo, tal que

P € q
R B g, e g T (A.7)

E assim, obtém-se a equacao confluente de Heun:

d’H(z) ¥ ) dH(z) (c&z—1)
s +(§+;—Z_1) e +z(z_1)H(y)=0

Uma das formas que se pode representar a forma confluente de Heun, e que esta
monografia adota, é apresentada abaixo:
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1 1
Hc"(z)+(0+p+ +7+ )Hc’(z)
z z—1
S+ ¢ 2 Ly Lin 1
z(z—1)
cujas solugoes sao dadas pelas relacoes:

h(z) = He(a, p,7,6,7; ) (A.9)

W (z) = 27" He(o, —p,7,6,7; 2) (A.10)

O conjunto de mudangas de variaveis que conduz a equagao de Heun em alguma
de suas formas confluentes foi inicialmente estabelecidas pelo préprio Heun e comple-
tamente explicadas por Maier, que escreveu em seus por menores e tabeladas as 192
substituigoes e as transformagoes de cada parametro de cada varidvel da equagao (EL-
JAICK; FIGUEIREDO, 2011). Para que o leitor possa se aprofundar, é recomendével
MAIER, 2005.



