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RESUMO

O presente trabalho mostra como um formalismo tipico de uma Teoria Quantica de Campos,
gque consiste basicamente em descrever um campo (que pode ter analogo classico ou nao),
como um conjunto de osciladores harmdnicos, onde cada oscilador funciona como a
unidade excitadora do campo chamada de quanta do campo. A metodologia para a
gquantizacdo consiste, em escrever o campo de forma classica usando o formalismo
Lagrangeano, por isso deve-se usar elementos da teoria classica de campos para escrever
o tensor Energia-momento do campo. Ha uma necessidade de formular o problema de
modo quantico, e essa formulacdo consiste em impor que o campo € um operador
hermitiano, sujeito a relagcbes de comutacdo candnica com seu momento conjugado.
Finalmente € possivel escrever o Hamiltoniano do campo em termos do operador nimero
que possui autovalores discretos, e sua principal fungédo € contar os autoestados, 0os quais
podem ser construidos a partir estado fundamental chamado de vacuo, usando os
operadores de criacdo e aniquilagdo. O resultado dessa quantizacdo € o aparecimento da
unidade excitadora desse campo, que recebe o nome de méson escalar.

Palavras-chave: Oscilador harmonico. Transformagdes de Lorentz. Tensores.



ABSTRACT

This paper shows how a formalism typical of a Quantum Field Theory, which basically
consists in describing a field (which may have similar classical or not) as a set of harmonic
oscillators where each oscillator acts as the unit exciter field called quanta of the field. The
methodology for the quantization consists in writing the field in a classical way using the
Lagrangian formalism, so one should use elements of classical theory of fields to write the
energy-momentum tensor of the field. There is a need to formulate the problem of quantum
way, and this formulation is to impose that the field is a hermitian operator, subject to the
canonical commutation relations in conjunction with their time. Finally you can write the
Hamiltonian of the field in terms of the number operator which has eigenvalues discrete, and
its main function is to count the eigenstates, which can be built from the ground state called
the vacuum, using the creation and annihilation operators. The result of this quantization is
the emergence of this field exciter unit, which is called the scalar.

Keywords: Harmonic oscillator. The Lorentz transformations. Tensors.
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1 INTRODUCAO

Querendo ou nao a Fisica classica esta sustentada em duas propriedades
distintas: particulas e ondas. Pode-se pensar que particulas sdo pulsos de energia e
matéria que estdo localizados em uma porc¢ao finita do espaco. J4 as ondas tém um
carater mais difuso no espaco. No entanto a teoria quantica de campos surgiu como

esperanca para a explicacéo das intera¢des fundamentais da natureza.

Por volta dos anos que antecederam a 1925, o quantum foi a idéia
aplicada a mecéanica do movimento do movimento atdbmico, nascendo assim a
Mecéanica Quéntica, que resultou na chamada dualidade onda-particula expressada

na famosa equacédo de Schrodinger (Ryder, 1996).

O nascimento da Teoria Quéantica de Campos ocorreu no final da década
de 1920 como aplicacdo das regras de quantizacdo de Heisenberg ao campo de
radiacdo. Ao escrever a energia do campo eletromagnético em termos dos modos
normais de vibracéo, ou seja, das componentes de Fourier, nota-se que ela consiste

de uma superposicéo de osciladores harmoénicos.

Nessa teoria, as particulas surgem como resultado de campos
guantizados, logo se pode pensar que as entidades basicas da natureza sao
campos. Esse pensamento direcionou pesquisa para as interacdes fortes, como fez
Yukawa, para descrever as interacbes fortes e Fermi para as interacbes fracas
durante a década de 1930.

Mas, no entanto uma teoria que tenta descrever a natureza deve ser
compativel com a relatividade restrita de Einstein, logo ela deve ser local no sentido

de que as interag0es sao descritas por produtos dos campos ho mesmo ponto.

Nesse espirito como pré-requisito € de enorme importancia o
conhecimento e o dominio da quantizagdo de um sistema de osciladores
harmonicos. Para o estudo de tal teoria, 0 campo escolhido foi o campo de Klein-
Gordon que embora apresenta alguns problemas, teve uma grande importancia

histérica.
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2 OSCILADOR HARMONICO

2.1 Descrigdo classica

O oscilador harménico é um sistema fisico que consiste em uma massa
pontual m presa a uma mola de constante elastica k. O sistema esta sujeito a uma

energia potencial da forma (SYMON, 1981)

2

kx
V(x) = - (1

Onde x € a coordenada de movimento da particula. Ela é atraida para o ponto

x = 0, que corresponde ao minimo de energia potencial. Esse € um ponto de
equilibrio estavel (figura 1), pois nele ndo ha forca sobre a particula. A forca sobre

essa particula é

F = v 2
Aplicando a equacéo (2) em (1)
d?x
az = T
d?x N ko ;
dez "m”* T 3)
Fazendo w = ./k/m a equacao (3) se torna
d*x
W +wx=0 (4)

De acordo com SYMON (1981) a solucéo para a equacdo diferencial (4)
x(t) = Asen(wt + 0) (5)

A energia total desse sistema é
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E_mv2 kx?
) 2
2 2
D kx
Ptz ©

Substituindo a equacao (5) na equacao (6)

v(x) = x(t) = Awcos(wt + 0)

Logo

1 k
E = —mwAcos?(wt + 0) + EAsenz(wt + 0)

2
kA?
E= - [cos?(wt + 0) + sen?(wt + 6)]
E = ka? 7
== (7

A equacdo (7) revela que a energia mecanica total do oscilador

harménico é constante, portanto o sistema é conservativo (HALLIDAY, 1992). Para

uma energia fixa E, o movimento da particula fica confinado entre os extremos
(—4,4).

Figura 1- Grafico da funcao energia potencial para um oscilador harmdnico unidimensional. (COHEN
TANNOUDJI)

Quando estudamos sistemas fisicos sujeito a pequenas oscilagoes,

podemos representa-lo de maneira aproximada por um modelo de osciladores
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harmbénicos. Dai a enorme vantagem do conhecimento desse sistema.
Considerando uma energia potencial arbitraria V(x) expandindo essa fungdo em

série de Taylor em torno de um ponto extremo (maximo/minimo) x, temos

av 1(d?V ,
Ve =Ve) + () (-x) +§<W> (=% + ®

X=Xo

av . .
Como nos extremos (_) = 0 e estamos interessados somente nas dlferengas
x:xo

de energia podemos aproximar
I ¥ L4 , .
W =5(gz) G ©)

Vemos que a equacao (9) se parece muito com a equacao (1) com a excecao que

deslocamos a posigéo de equilibrio para o ponto x,. Podemos concluir que

k = v 10
- dxz ( )
X=Xo
A frequiéncia desse sistema para pequenas oscilagdes podem ser dado por
1 /d?V "
w= |—|—
m \ dx? an
X=X

—40

FIGURA 2 - Em torno da vizinhanga do ponto x, pode-se aproximar V' (x) como a energia potencial

de um oscilador harmoénico
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2.2 Descrigéo quéantica

Antes de estudar o oscilador harmdnico no formalismo da mecanica

guantica vamos enunciar os postulados segundo SAKURAY (1994).

POSTULADO 1 - Estado de um sistema

Em cada instante de tempo, t 0 estado de um sistema é representado por um vetor

normalizado |¥) chamado ket no espaco vetorial dos estados (espaco de Hilbert £ )

que contém toda a informacgé&o do sistema.
POSTULADO 2 - Quantidades fisicas

Qualguer quantidade fisica mensuravel € descrita matematicamente por um

operador A gue atua sobre os kets.

POSTULADO 3 - Medidas de quantidades fisicas

O resultado de uma medida da quantidade fisica A é um dos autovalores a, desse

operador, que sdo dados pela equacéo
Al¥P)=a,|¥P)
POSTULADO 4 - Decomposicao espectral

A probabilidade de obter um autovalor a, (ndo degenerado) numa medida um

observavel A sobre o sistema no estado normalizado |P) é

P(ay) = [{a,|¥)|?
Onde |a,,) é o autovetor normalizado de A correspondente ao autovalor a,,.
POSTULADO 5 - Reducéo do pacote de onda

Imediatamente ap0s a medida de A, sobre o sistema no estado |¥), que resulta no

autovalor a,, o sistema se encontra em um novo estado |¥), que é a projecéo
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normalizada do vetor ket original no subespaco correspondente aos resultados da
medida

P W)

V(PP |P)

W) =

POSTULADO 6 - Evolucéo temporal

A evolucdo temporal de um sistema quantico é determinada pelo operador

Hamiltoniano ou Energia total, H, através da equacao de Schrodinger
H|¥) = ik 0 |'¥)
= lh—
dt

A descricdo quéantica do oscilador harménico é aplicavel no estudo
oscilagbes de atomos numa rede cristalina, dando origem aos foénons. Esses
sistemas sao da ordem de grandeza do &tomo. Como vimos na descri¢ao classica o
hamiltoniano do oscilador harmbnico ndo depende do tempo, por iSso € necessario

encontrar as solu¢des da equacao de Schrédinger independente do tempo.
H|¥) = E|W) (12)

Que é uma equacao de autovalor, e 0 que interessa nessa equacao sao

os autovalores do operador Hamiltoniano (valores de energia). Um estado qualquer

da particula é descrito por um ket genérico |¥). Como o oscilador harménico é
unidimensional é conveniente representar na base dos autoestados de posicéo {|x)}
representado por uma funcdo de onda Y(x) = (x|¥) tal que |P(x)|* =
(x|P)*(x|¥) representa a densidade de probabilidade de encontrar a particula

entre x e x + dx. (PEREIRA, 2002).

A quantizagdo do movimento da particula € feita associando-se a x e p

operadores Hermitianos definidos como

X=x (13)

(14)

>
1
S|
=
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Esses operadores satisfazer a seguinte relacdo e comutagao

[%,p] = ih (15)

=>

Pode-se escrever o operador Hamiltoniano em termos dos operadores de posicéo e

momento
q P’ +ma)2??2 16
- 2m 2 (16)

Pode-se ainda

- hw [ p?  mw?X? .
2 \moh 2 an
Para simplificar a equacéo (17) definem-se os operadores adimensionais
P ! 5 (18)
= p
vmhw
2= %% 19
= |[—/—X
7 (19)
Logo o operador Hamiltoniano se torna
. hw, . .
H=— (P% +X?) (20)

Os operadores P e X satisfazem a relacdo de comutacao [)? , 13] = . E o Operador

Hamiltoniano se torna
. hw., . PN .
H =7[(X—iP)(X+ iP)+1] 21)

Nesse ponto € conveniente definir os operadores de abaixamento e levantamento,

respectivamente

a= \/—E(X +iP) (22)
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at = — (X —iP) (23)
V2

Com isso os operadores de posicdo e momento podem ser escritos em termos

desses novos operadores

A 1
X \/_E (a + aT) (24)

P = %(a —al) (25)

Esses operadores de abaixamento e levantamento satisfazem a relacdo de

comutacao

[mwA_l_, 1 mw_ . 1
=| |—X+i , X—1i
n Jmho N R Nrryaid

I

|

|
®
E
+

|
=
2

[a,aT] =1 (26)

Substituindo as equacdes (22) e (23) na equacédo (21), o Hamiltoniano

fica em termos desses operadores

q= hTw(aaT +a'a) (27)

Usando a relacdo de comutagao (26) na forma aa’ =1+ aa substituindo em

(27)

H= hw (N + 1) (28)
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Onde é definido o operador nimero N =ata (COHEN, 1977), que esta

relacionado com o numero de autoestados do oscilador harmoénico, através da

equacao de autovalor
N|n) = n|n) (29)
Os autovalores desse operador satisfazem algumas propriedades:

Propriedade 1: O espectro dos autovalores de N sdo ndo-negativos.
Multiplicando a esquerda a equagéo (29) por (n|
(n|N|n) =n
(n|ataln) =n
Fazendo |x) = a|n) tem-se
n={(x|lx)=>n=0 |
Propriedade 2: O espectro dos autovalores de N s3o discretos

Vamos inicialmente determinar as relacdes de comutagdo do operador N

comaeal.
IN,a] = (ataa — aa’a) = [at,ala = —a
IN,a'] = (aTaa® —atata) = a’[a,a’] = af

Se o operador a atuar no estado fundamental |0) tem-se a|0) = 0, pois

esse estado é o de menor energia.
(0|N|0) = 0¢0]0)
(0|N[0) =0= a]0)=10

Usando as relagbes de comutacéo [IV, a] e [IV, a*] pode-se determinar
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[IV, a]|n) = Na|n) — Na|n) = Na|n) = (n — 1)a|n)
Da mesma forma
Naf|n) = (n + 1)a'|n)

Veja que os autovetores de N a|n) e af|n) possuem autovalores (n—1) e

(n + 1), respectivamente.

Suponha inicialmente que v é um autovalor ndo-inteiro de N. Vamos mostrar que
essa hip6tese contradiz a propriedade 1. Se v € néo-inteiro, pode-se supor que

n <v <n+ 1. Entdo v satisfaz
Nin) = v|n)
Na|n) = (v — 1a|n)

Na?|n) = (v — 2)a?|n)

Na™n) = (v —n)a™|n)

O autovalor do autoestado de N a™|n) esta de acordo com nossa hipétese, pois

0 < v —n < 1. Mas sera que para a®*1|n) a hipétese.
Na™**'|n) = (v —n — 1)a™'n)
Veja que o autovalor acima viola a hipoétese inicial, pois
-1<v—-—m—-1<0 u

Entdo a negacdo da hipétese, nos revela que os autovalores de N devem ser

discretos, ou seja, n = 0,1,2,3, ....
Agora é conveniente determinar as relacdes de comutacédo de H com a e at.

[H,a] = Ha — aH
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~ 1 1
=ha)<N+—)a—ahw<N+—)

2 2
= hw(Na —aN)
|H,a] = ho|N,a] (30)
Logo a equago (30) fica
[H,a] = — hwa (31)
Da mesma forma para a'
[d,a"] = hwa' (32)

Se |n) é um autovetor do operador Hamiltoniano H, entdo a'|n) e a|n)

também devem ser.
[H,af]|n) = hwa'|n)
(Ha' — a'H)|n) = hwat|n)
Ha®|n) = (E + hw)a'|n) (33)
|4, a]|n) = —hwaln)
(Ha — af)|n) = hwaln)
Ha|n) = (E — hw)a|n) (34)

Como se vé nas equacgbes (33) e (34) os autovalores desses novos

autovetores séo diferentes dos autovalores da equagdo (12). Daqui vem o
significado fisico dos operadores a e at. 0 operador de abaixamento diminui um

quantum de energia hiw e o operador de levantamento aumenta um quantum de

energia de mesmo valor. Por isso os nomes de operadores de abaixamento e

levantamento, respectivamente (PEREIRA, 2002).

Aplicando a equacéo (28) no estado fundamental
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~ ~ 1
H|0) = hw (N +§> |0)

10y = *20)
0) = —-|
Entdo a energia do estado fundamental do oscilador é E = hw/2. De

acordo com a equacao (33) se o operador at for aplicado n vezes no estado

fundamental deve-se obter

A(a")"|0) = (E + nhw)(a’)"|0) (35)
Logo
E, =E, + nhw
hw
E, = —+nhw
2

1

E, =hw (n + E) (36)

Os niveis de energia do oscilador harmdnico quantico sdo positivos e quantizados.

Através dos operadores de abaixamento e levantamento podemos

modificar os autoestados. O n-ésimo estado excitado é construido a partir do estado

fundamental aplicando o operador de criacdo n vezes sobre o estado fundamental
In) = cu(a)"10) (37)
Falta determinar a constante de normalizagéo c,,. Para tal primeiramente
In) = c,a’|n — 1)
Se o autoestado |n) é normalizado, entdo (n|n) = 1
(nny = [cyl?(n —1laa’ln—1) =1

a2 (n— 1N +1|n—-1) =1
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lcnl?(n — 1|N|n — 1) + |c,|? =

Cp=—

Vn

Agora para outro autoestado |n — 1) deve-se ter
In—1) = c,at|n — 2)
(n|n) = |c|?(n — 1]aat|n — 1)
len|?(n—2|[N+1|n—2) =1

lch|2(n = 2|N|n = 2) + |c),|? =

Entdo

1 1 1
) = —=afln-1) = —=

Vn T 2=

Logo a aplicagdo sucessiva de a’ no menor autoestado |0) é dada por

1 n
|n>=ﬁ(a*) |0) (38)

Entdo a atuacao dos operadores de criacdo e aniquilacdo sobre os auto estados do

oscilador harmonico
aln) = vVn|n — 1) (39)

atln) =vn+1jn+1) (40)
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2.3 Osciladores acoplados

2.3.1 Dois osciladores acoplados

O tratamento de problemas que envolvem mais de uma particula usando
a equacéo de Schrodinger independente do tempo (12) se torna simples quando i
é fungdo das N coordenadas que informam a posicdo de cada particula, Y =

Y(q1,92,-.,qy). Para quantizar esse sistema € necessario conhecer o

Hamiltoniano classico em funcdo das quantidades canonicamente conjugadas e
entdo associar operadores a essas quantidades (PEREIRA, 2002). Segundo
Goldstein (1980) a funcéo Lagrangeana desse sistema €

N
. 1
L(q;,q;) = ziqu? —V(q1, - qn) (41)
j=1

O momento canonicamente conjugado sera

oL ,
pj = a_q] = m;q; (42)

O Hamiltoniano classico € dado em termos da transformada de Legendre
N
H(ajp) = ) pidj—1L (13
j=1

Associa-se as variaveis canodnicas classicas operadores de posigéo §; e

momento p ; que satisfazem a relagao de comutagao

[6:,B;] = ihsy; (44)

O problema mais simples é o de um acoplamento duplo de osciladores

composto por duas massas m, e m,, acopladas por uma mola de constante elastica

k, ligadas pela energia potencial
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1
V(q1,92) = Ek(QZ —q1)* (44)

Aprender a resolvé-lo é de fundamental importancia para resolver outros
sistemas mais complexos, como o de um sistema de osciladores com varios graus
de liberdade. O Hamiltoniano desse sistema constituido de duas massas &

2 2
b1 b2 1
H(q1,q2,01,02) = 5—+ 57—+ k(g — ¢1)* 45
(41,92, P1,P2) om, T 2m, | 2 (2 — q1) (45)

Para um sistema de duas particulas a equacdo de Schrodinger se torna
separavel se, em vez de se trabalhar com as coordenadas individuais de cada
particula, trabalha-se com as coordenadas relativas e do centro de massa
(GRIFFTHS, 1995).

r=4q; —q (46)
m +m

R = 191 24> 47
my +m,

Os momentos conjugados a7 e R séo

myp; — mMyp
p, = 12M 2P1 (48)

Pr = D1 T D2 (49)

Onde M = m; + m,. Com essa transformag&o os momentos p; e p, séo

mq
P1 =7 Pr~Pr (50)
m;
P2 =prt+ 7 PR (51)

Substituindo as equacdes (50) e (51) em (45), O Hamiltoniano se torna

2 2
pr 1 PR

H=— — 2 D —— 2
2#+2kr +2M (52)
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Onde u = mym,/(m,; + m,) é a massa reduzida do sistema. Como mencionado

anteriormente o Hamiltoniano na forma (52) é separavel nas coordenadas r e R.

Segundo GRIFFTHS (1995) isso significa que a funcdo de onda e a energia dos

estados podem ser escritos na forma
Y (rR) = p(r)x(R) (53)
E =E, + Ep (54)

Dessa forma a equacédo de Schrodinger independente do tempo é

Py L PR oon) = B, 4 Epx® 59)
2u 2 2M "
AequacdoemR é
Pk
oy X (R) = Erx(R)
h? d?x £
oM dR? ~ RX
d?y
—_— 2 =
Tpz t K?y=0 (56)

Onde K = /2MER/h?. A solucéo da equacéo (56) é uma onda plana do tipo

X(R) = ae™R + peikR (57)
Ja para a equagdo em 1
A2
pr 1
(ﬁ + Ekﬂ) d(r) =E. ¢(r) (58)

O Hamiltoniano da equacgéo (58) € o de um oscilador harménico unidimensional,

cuja solucéo ja é conhecida. Logo a energia total desse sistema é

h?K?

E
2M

+ hw (n + %) (59)
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O método empregado sugere uma generalizagdo que permite tratar o

caso de N corpos. No caso considerado, a coordenada 7 corresponde a uma forma
de movimento em que tanto m; e m, vibram com frequéncia w; por sua vez, R

corresponde a translagdo conjunta de m; e m, - o que pode ser encarado como

uma vibracao de frequiéncia nula. Cada uma dessas formas de movimento, em que
todas as particulas vioram com a mesma frequéncia, € chamada de um modo
normal do sistema (PEREIRA, 2002).

2.3.2 N osciladores acoplados

A estratégia para resolver o problema quantico de N osciladores

acoplados é separar a equacdo de Schrddinger nas coordenadas dos modos

normais e reduzir o problema a N osciladores harménicos simples, cuja solucéo ja é
conhecida. Para tal considere N massas iguais acopladas por N molas de constante

k (PEREIRA, 2002).

—— —_— —_—

."r_- ( _-\. | .’f_-‘\ | ] | Y "f_ﬁ\ | 1 f’-_‘\‘. | 1
_'x_}_“ I} |,|—< fﬂm_'\_;'_" - --- < l,-H\_f'_:' I'I'l_l\__,f"'_{' I&LI -

i=1 j=3 j=x i=1

FIGURA 3 - N osciladores harmdnicos acoplados com condigcées periddicas de contorno (PEREIRA,

2002)

Cada mola esta sujeita a uma energia potencial da forma

1 2
Vy = 7k(a ) )
O sistema esté sujeito a condi¢cdes de contorno periodicas

qj+n(t) = q;(t) (61)

A funcéo Lagrangeana do sistema é
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N
_ 1 1 2
L(qj,q;) = Z [qu]z - Ek(qjﬂ - qj) ]
j=1

N
: 1 :
L(qj,q;) = EE[mqu - k(q12+1 —2q;qj41 t qu)] (62)
=1

Usando a transformada de Legendre o Hamiltoniano é
N 2
p;j 1 2
H(q;,p}) =Zlﬁ+§k(qj+1 - q;) ] (63)
]:

O termo de energia potencial pode ser simplificado notando que cada q]2 (equacéo

61) aparece duas vezes na soma. Entao
1 < k
. . 2
L(q,4;) = Emz [qf - — (24} - 24;941) ] (64)
j=1

O tratamento tedrico mais adequado para sistemas com varios graus de liberdade é

a teoria as pequenas oscilacdes. Definindo o vetor de coordenadas

q.

q=|% (65)

dn

A Lagrangeana agora € escrita na forma de um produto de matrizes
L= = [ tg— & ‘A ] 66
-5 qq mq q (66)

Onde A é uma matriz N X N dos coeficientes a;; de q;q;

2 -1 0 - 2
-1 2 -1

A= o -1 2 : (67)



29

O superindice t denota a transposicdo da matriz. Como a matriz A é simétrica,
existe uma mudanca de coordenadas dada por uma matriz ortogonal S que

diagonaliza A (CHOW, 2000)

q = Su (68)
Com S tal que
st=g"1
S'AS=D (69)

A matriz D é a matriz diagonal. Os elementos dessa matriz sédo de tal forma que

dij = aldy; (70)

Onde aiz sdo os autovalores positivos da matriz A, pois u = 0 é uma configuracdo

de equilibrio estavel do sistema. Substituindo a equacao (68) na (66) e usando (69)

1 k
L=—m [utu - —utDu]
2 m

L= z[zmu ——kazu] (71)

O Hamiltoniano associado €
N
j=1

Onde II; =mu;. A transformagdo ortogonal assegura que u; e II; sdo

canonicamente conjugados

O Hamiltoniano (72) também é separavel nas coordenadas que descrevem 0s

modos normais de vibracao do sistema. Cada modo possui uma frequéncia
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= k 74

A equacao de Schrodinger admite solucdes da forma
¥ = Q)" (u)Qy* (Uz) - Qy" (un) (75)

"
Cada Q, ’(u;) tem autovalor

1

Portanto a energia total do sistema é quantizada em termos das frequéncias dos

modos normais

N N
E = ZE] zha)]( ) (77)

j=1 j=1



31

3. ATEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Particulas sdo pontos materiais localizados em uma posicao finita do
espaco. As equacdes de movimento de um sistema mecanico com um numero finito
de graus de liberdade s&o determinadas pelos formalismos Lagrangeano e

Hamiltoniano.

Um campo esta definido em todos os pontos do espaco, ou seja, ele nao
esta localizado em uma posicado especifica. Por exemplo, quando associamos um
valor de temperatura a cada ponto de espaco, estamos definindo um campo escalar

chamado, campo de temperatura.

Por sorte as teorias de campo de interesse fisico sdo descritas
classicamente pelos formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano. As interagbes
basicas das particulas elementares, constituintes da matéria, sdo expressas por
meio de teorias quanticas de campo. Por sua vez, a construcdo das teorias
guanticas das interacdes fundamentais da natureza depende primeiro, da
possibilidade de formula-las como teorias classicas de campos, ou seja, has

linguagens Lagrangeana e Hamiltoniana (LEMOS, 2007).

3.1 O formalismo Lagrangeano

Segundo Pereira (2002), um sistema continuo pode ser encarado como o
limite de um sistema de particulas quando o nimero de graus de liberdade tende ao
infinito. Toma-se o cuidado de fazer a correspondéncia correta entre as grandezas

do sistema discreto e suas analogas no continuo.

O problema de N particulas ligadas por molas reduz-se ao problema de
uma corda continua que vibra longitudinalmente, quando N - e a—0
(mantendo L = Na fixo) onde a é a distancia de equilibrio entre osciladores

vizinhos e L é o comprimento da associacao.
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Segundo Symon (1981), a dinamica da corda depende da densidade
linear de massa e de uma constante relacionada a sua elasticidade. Pode-se

representar cada deslocamento longitudinal dessa corda pela coordenada

generalizada @;(t). O indice j esta relacionado com cada particula ligada & mola,

deve-se tornar continuo e relacionado com a coordenada x do ponto sobre a corda
@;j(t) = o(x = ja,t) (78)

A grandeza @(x,t) é uma fungédo continua no dominio 0 < x < L, que
define um campo escalar unidimensional. A propriedade de inércia da corda é dada
pela densidade linear de massa (SYMON, 1981)

lim 2 = 79
o=Illm—=—
a0 a L ( )
Onde M é a massa total da corda. A energia cinética do sistema discreto é
T z 1M 2 80
J
No limite continuo,
z a= de
j
Entdo a equacao (80) se torna
1 .o
T =1 dx (Empj) (81)
A energia potencial desse sistema é
1 @j+1 = @Pj\°
v = abka (222 v
%7 " (82)
j

Identificando que T = ka e



33

Piv1 =@ . p(x+ta)—ekx) do |
a - a0 a 0x ¢ (83)
Logo a energia potencial da corda é
1 !
V= jdx [Er(q) )2] (84)
A Lagrangeana desse sistema continuo é
L=T-V
= f d (1 2L ’2) 85
= | dx|50¢% =519 (85)
L= fdxﬁ(gb, @' x,t) (86)

Onde L é chamada de densidade Lagrangeana. A acdo mais geral para uma teoria

de campos unidimensional retirada do principio variacional de Hamilton tem a forma

ty

t, Xy
S=| dtL= f dtj dxL(p,¢,¢'; x,t) (87)
ts X1

tq

A equacdo de movimento desse campo escalar € obtida a partir do calculo

variacional. Variando a a¢ao

6S=6 dtf dxL (88)
t1 X1
Como estamos fazendo analogia com uma corda vibrante, supomos que seus

extremos sdo fixos, de modo que d@(x,t;) = dp(x,t;) =0 e Sp(xy,t) =

dp(x,,t) = 0. Avariagdo na variavel espacial na densidade Lagrangeana é

SL=L(p+860,0+850, 0" +850";x,t) —L(0,0,¢; x,t)

5c =24 %50+ %554 -
T T30 T 90°% T oy

So' — L
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SL—aLa +6L5'+6L6’ 89

De acordo com (89) a equacéao (88) se torna e aplicando a condi¢cdo de extremo na

variagdo da acgdo, ou seja, 6S = 0

jtz dtf d L oL ot ’) =0 (90)
b Jx o¢ 0’
Fazendo

aLa__aL(S(ago) 6L65

20°% T a9°\ot) " 9pac°?

0L P 0L (6<p) L o 9 5

' = dp' \dx/) 0d¢ ox ¢

E em seguida usando

6L66 _6(6136) 6(61:)6
ap0t°? T at\99°%) "t \ag) ¢

0L 66 B 6(6126 ) 6(61:)6
30’ 9x °? T ax \ag’ ax \ag') °

Levando em conta as condigdes de contorno d@(xq,t) = dp(x,,t) =0 e

substituindo as equagdes acima na equacéao (90)

[l afi-2E) -2 m=o o

*1op " ac\ag) " ax\ap /I°? T On
Como J¢ é arbitrario, para que a igualdade da equacgéo (91) seja verdadeira

6<6L)+ d (613) 613_0 92

3t\a) T ax\ag’) "o ©2)

A equacdo (92) é a equacdo de Euler-Lagrange para o campo escalar
unidimensional.  Substituindo a densidade Lagrangeana (85) na equacdo de

movimento (92)



35

dp  0¢' 0
%ot~ " ox
’p 0%
oz -V axz ©3)

A equacao obtida a partir da densidade Lagrangeana (85) € uma equacédo de onda,

com v = /T/0 sendo a velocidade de propagacdo dessa onda.

A equacdo de Euler-Lagrange para N campos com trés dimensdes espaciais e uma

temporal, representados por @ = @(@4,...,Py), as equagdes de Lagrange

resultantes do principio de Hamilton (LEMOS, 2007)

S = jd4xﬁ(<p, o, V;t,x,y,2) (94)

Onde dtdxdydz = d*x. Variando essa ac&o com os extremos fixos

t2
6S =j dtj d3x 5L
t, v

5S jtzdtj d3 zN:{aL Sp; + oL 5¢; + 0L 5V } (95)
ty v b= do; Vi 09; Vi (Ve;) &

Onde as variagbes dos ¢; sao independentes e se anulam nos extremos de
integracdo temporal a na superficie que limita a regido tridimensional /. Usando

d@; = d(6¢;)/dt e uma integracdo por partes

jtzdtj d3 oL ) jtzdtf d3 g <6L)5 (96)
X ;= — X — - ,
R F e L R A A AL

Agora tomando &6(Vg;) = V(d¢;) e a identidade vetorial B-Vf =V - (fB) —
fV-B com

L
d(Ve,)’

f=09)
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DE posse do teorema da divergéncia levando em conta que as variagcdes sdo nulas

na superficie que limita V

fdi*v[aLa]jdA oL 50 =0
x . . = . R —
1%4 a(V(pi) @i A a(V(pi) @

tem-se

jtzdtj 2L sy jtzdtj d3xV [ oL ]5 97)
X . , — — xV - .
ty v 0(Ve,) Vi ty % a(Ve,) vi

Ent&o o principio variacional de Hamilton tem a forma

Iy I RARIN
. dp; 0t \dg; (Vo)) P

E as equacdes de Lagrange para uma teoria de campos tridimensional sdo da forma

6(6£)+V [ 0L ] 6L_0 (98)
ot \d¢; d(Ve;)l 0dg;

3.2 O formalismo Hamiltoniano

Uma vez construido o formalismo Lagrangeano de uma teoria classica de
campos, € possivel obter a formulagdo Hamiltoniana para sistemas continuos. Assim

como no caso de um sistema de particulas, deve-se encontrar o momento

canonicamente conjugado as coordenadas de campo @;(x,y, z, t)

oL I fd3 fd3 (99)
= T = xL
Pi=%¢;  0g 09,

Entao

nl(x,y,zt) = (100)
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€ 0 momento canonicamente conjugado a cada campo @;(x,y,zt). A

transformada de Legendre para esse caso se torna

N
H=) pigi—L
i=1

T
- e )

=1

N
H =j(z nigbi—L) d3x (101)

i=1

Segundo LEMOS (2007) é conveniente definir a densidade Hamiltoniana H, que

sera interpretada fisicamente como sendo a densidade de energia do campo, como

N
}£=Zni<pi—L (102)
i=1

Com essa definicdo a acdo na forma Hamiltoniana pode ser escrita da seguinte

maneira

N

S = jd‘*x {z g, — }[(cpi,Wpi,ni, Vni) (103)

i=1

Em todas as teorias de interesse fisico, H néo depende dos gradientes de mt. As

equacBes de Hamilton sédo obtidas diretamente do principio variacional de Hamilton,
65=0

55 = f d4xZ{6(ni<pi) — 67}
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65=fd4x2{ni6<p-+<p-6 ;0% | — oH -6(Vo;) — }[.67Ti
: S do; (Vo) l T

o .
3w O )}

fd4x2ni6<pi - —jd‘*xz vy
i i

[ s a(m) Vg =~ | d4"z5"""7'af\;{oi>

f d*x ) (W) V(o) = — J d‘*xz STV - a?vj;[zi)

Nas integracdes por partes os termos de fronteira sédo descartados, pois 0s extremos

sao fixos. Logo

jd4 z{( i 67—[+V oH )6 +<. 6:7-[+V oH )6 }
LW Tag, T 9w/ P T\ T o T Y gy ) O
l

=0

Para que a igualdade seja valida para quaisquer J&¢@; e Smt cada termo gue os

multiplica deve ser nulo. Isso resulta em

o= Ly 9K 104
b= o(Vm;) (104)
L on OH
= (105)

— +V-
dp; d(Vo;)

As equacdes (104) e (105) séo as equacdes de campo na forma Hamiltoniana.
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3.3 Teoria de campos relativistica

Quando as particulas se movem com velocidades proximas a velocidade
da luz no vacuo, a mecéanica newtoniana entra em contradicdo com a experiéncia
(RINDLER, 2006) e precisa ser reformulada a luz da teoria da relatividade restrita.
Baseado na correspondéncia entre os sistemas discreto e continuo é de pode-se
adaptar elementos da mecanica relativistica a uma teoria de campos. Essa teoria

relativistica € chamada teoria classica de campos.

3.3.1 Os postulados da Teoria da Relatividade Especial

Na Teoria da Relatividade Especial, o elemento de estudo sdo as
transformacdes de grandezas fisicas transferidas de um referencial inercial para
outro. Essa mudanca é feita mediante uma transformacdo de Lorentz. Essas
transformacGes néo séo feitas somente no espago tridimensional comum (x,y, z),
pois os intervalos de tempo na mecénica relativistica ndo sdo os mesmos em
diferentes referenciais inerciais. Dessa forma € conveniente definir o chamado
espaco de Minkowiski onde é incluido o tempo como quarta coordenada espacial.
Logo esse espaco tem um carater quadrimensional. Entdo um evento qualquer no

7

espaco-tempo € caracterizado por trés dimensbes espaciais e uma temporal

(t,x,y,2).

Segundo Shutz (1985) a relatividade especial é fundamentada em dois

postulados:

Principio da relatividade (Poicaré): As leis da fisica n&o variam quando sé&o
observadas por observadores inerciais em referenciais distintos. Em outras palavras,
o principio de Galileu diz que se for possivel, por exemplo, montar um experimento
que possa medir a velocidade absoluta de um observador em um determinado
referencial, os resultados dessa experiéncia ndo dependem da velocidade relativa

de outros observadores em outros referenciais.
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Universalidade da velocidade da luz (Einstein): A velocidade da luz em relacdo a

qualquer referencial inercial é imutavel. No sistema internacional de unidades (S.I)

essa velocidade é ¢ = 3 X 108m/s.

Como o valor da velocidade da luz é fundamental, usa-se esse fato para

incorporar o0 tempo como uma coordenada espacial. Para isso é definido um novo
sistema de unidades tal que ¢ = 1. Isso implica em termos dimensionas que

devemos usar uma nova unidade de tempo: o comprimento. Veja
L
c=1=>1= T =>L=T

Um metro de tempo é o tempo necessario que a luz leva para viajar um
metro. Com essa nova definicAo de unidade, grandezas como velocidade,

aceleracéo, forca, energia dentre outras irdo adquirir novas unidades.

3.3.2 Transformacdes de Lorentz e os 4-vetores

Seja S um referencial inercial e S’ outro que se move em relacdo ao
primeiro com uma velocidade na direcdo x de mdédulo constante igual a u. Suponha
que as origens dos dois referenciais coincidam no instante t =t = 0. Logo

segundo Eisberg, 1988 as coordenadas (x,y,z,t) e (x',y’,z',t") atribuidas a um
mesmo evento por observadores fixos nos respectivos referenciais, estéo

relacionados da forma

. x—ut
X = (106)
uZ
1-=
y =y (107)

zZ =z (108)
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ux
t— =

2
t=—FC" (109)
uz
-z
As transformacgdes de Lorentz acima sao estdo no que se chama na forma padréo,
pois 0 movimento do referencial S’ se dar ao longo do eixo x. Segundo Shutz (1985)

a homogeneidade e isotropia do espaco-tempo asseguram que a transformacao de
Lorentz seja linear. As transformacdes de Lorentz ainda podem conter rotacdes
tridimensionais, rotacdes no espaco-tempo e reflexdes. Logo uma transformacéo

mais geral pode ser escrita de forma geral como
x'H = A" xV (110)

Onde x* é o 4-vetor posicdo no espago de Minkowiski. Qualquer vetor que se

transforme de acordo com a equacao (110) é dito ser um 4-vetor. Para explicitar

suas componentes fazemos
x* = (ct, 1) (111)

E comum usar uma notacéo de onde

0 —

x°=ct, x'=x,x°=y , x>=z2 (112)

Genericamente as coordenadas referidas em (112) séo referidas como x%. Nessa
convengdo os indices gregos (a, 8,7, ... ) irdo assumir os valores 0,1,2,3. Enquanto

os indices latinos (i, j, k, ... ) assumirdo os valores 1,2,3.

A equacéao (110) pode ser posta na forma matricial, da forma

—By

14
0
0

14 0
" —py 0

0 1 (113)
0

o O O

X
x =
X

x'3 0

Onde foi definido
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u
y=— ., B=- (114)

<
N
o

14 -y 0 O
By vy 0 0

A=l 0 0 1 0 (115)
0O o0 o0 1

Claro que essa matriz ndo € uma transformacéo de Lorentz geral, mas ela € apenas

um “boost”.

3.3.2.1 Intervalo invariante no espaco tempo

A transformacéo de Lorentz e a relatividade da simultaneidade fazem com
gue os intervalos de tempo e as distancias sejam diferentes para observadores em

diferentes referenciais inerciais. A grandeza associada a dois eventos
infinitesimalmente préximos, com coordenadas no espago-tempo (x,y,z,t) e
(x +dx,y+dy,z+dzt+dt), respectivamente, é denominada intervalo e

segundo Rindler (2006) € definida como
ds? = c?dt? — dr - dr (116)

O intervalo no referencial S’ é ds'? = c?dt'?> —dr’ - dr’. Substituindo as

transformacdes de Lorentz nesse intervalo
ds'? = ds? (117)

Este € um importante resultado: o intervalo de dois eventos € invariante sob
transformacdes de Lorentz. Diz-se também que ds é um escalar de Lorentz. No

espaco euclidiano o comprimento € invariante sob mudanca no sistema de

coordenadas. Entretanto, no caso da relatividade especial nem a distancia espacial
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nem o intervalo de tempo s&o separadamente invariantes. Isso reforga mais ainda a

idéia de um espaco quadrimensional (LEMOS, 2007).

Dotando a notacao de indices, o intervalo em sua verséo infinitesimal fica da forma
ds® = g,,dxtdx¥ (118)

Onde g;; representa os elementos da meétrica de Minkowski representada por uma

matriz da forma

1 0 0 0
(o -1 0o o

G= 0 0 1 0 (119)
o 0 0 -1

E importante salientar que os elementos Guv da matriz G sdo componentes do

tensor métrico. Pode-se definir também a matriz G™* que é a inversa de G que por

consisténcia é igual & propria matriz.

3.3.2.2 O grupo de Lorentz

Segundo Lemos (2007) a transformacéo de Lorentz mais geral possivel que deixa

ds? invariante
GuvdxtdxY = g, dx'tdx" = g, A dx A\ gdxP (120)

A fim de comparar os coeficientes dos deslocamentos no segundo e ultimo membros

de (120) e notando que
E facil ver que
Gap = A#aguvAvﬁ (121)

O grupo de Lorentz L é definido como o conjunto das matrizes A que satisfazem a

condicao
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ATGA =G (122)

Para realmente constatar que a condi¢cédo (122) forma um grupo, devemos recorrer a
definicdo axiomatica que esta no apéndice B. Um elemento do Grupo de Lorentz

satisfaz:

1. Fechamento: Se as matrizes A{,A, € L entdo o produto A;jA, € L.

Demonstracéo:

Substituindo o produto de matrizes na definicdo (122) temos
(A1A2)TGA A, = AJATGA A, = A (ATGA)A, = ASGA, =G m
2. Associatividade: Se Aq, Ay, A3 € L entdo vale a relagéo
(A1A2)A3 = A1(AzA3)

Essa propriedade € demonstrada automaticamente, porque o produto de matrizes &

associativo.

3. O elemento neutro: Existe um elemento neutro, que é a matriz identidade I, tal

que I € L.

Demonstracéao:

Diretamente da definicao
I"'GI=1G =G n
4. O elemento inverso: Existe um elemento inverso, A™1, tal que AA~1 = 1.
Demonstracéo:
Considerando que G? =1
GATGA =G> = GATGA =1=> A1 = GATG
Entdo
(A™"DTGA™! = (GATG®)TGA™! = GATGGA ' = GAA 1 =G n
Ouseja, A"l € L.
Note que o determinante da equacéo (122) é
det G = det (ATGA) = det A = +1 (123)
Por causa dessa equacao o grupo de Lorentz fica dividido em mais dois: Os grupos

préprio e improprio de Lorentz definidos, respectivamente por

L, ={A € L;detA =1} (124)
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L_={A € L;detA = -1} (125)
Esses dois conjuntos sdo disjuntos, ou seja, L, N L_ = @. Por outro lado, tomando

a =L =0em(121)
N
Joo=1= Auo guvAVO = (AOO)Z _Z(Al 0)
i

(M%) =14+ (A1 )>+ (N> + (APp)* =1

De onde concluimos que

A’y >+10ur’, < -1 (126)
Dessa condicdo formam-se mais dois grupos

L"'={A € L;A°, > +1} (127)

L'={A € L;A°, < -1} (128)

Que séo as transformacdes de Lorentz ortécrona e ndo-ortdcrona, respectivamente.
No sentido fisico, uma transformacdo de Lorentz é dita ortécrona quando ela
preserva o sentido do tempo. Enquanto a transformacdo ndo-ortdcrona, inverte o
sentido do tempo (LEMOS, 2007).

3.3.3 Leis fisicas na forma covariante

O aparato tensorial desenvolvido no apéndice A tem como objetivo a
expressdo matemética das leis fisicas em forma covariante, ou seja, valida em todos
os referenciais inerciais. Suponha que, num dado sistema de referéncia inercial S,

uma lei da fisica possa ser expressa na forma
TH =0

Onde THY é um campo tensorial. Em virtude das leis de transformacéo homogéneas

de Lorentz, se um campo tensorial é nulo em um determinado sistema inercial ele

sera nulo nos demais. Em outras palavras, em S’

T'™ =0
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Dessa forma uma lei fisica descrita em S tem a mesma forma em S’. Dizemos entéao
que tal lei esta manifestada na forma covariante. Isso dentre outras vantagens,
facilita a determinacdo de como de transformam as grandezas fisicas relevantes

guando se muda o referencial.

3.3.4 Dinamica relativistica

7

Antes de trabalharmos com campos relativisticos € importante saber
como sdo os elementos cineméticos e dindmicos de uma particula na forma

covariante. Vamos comecar definido a quadrivelocidade. A idéia mais imediata seria

considerar dx* /dt, mas este objeto ndo é um quadrivetor porque segundo Lemos

(2007) dt ndo é um escalar. O intervalo de tempo proprio dt, segundo Rindler

(2006) é definido como o intervalo de tempo medido no sistema de referéncia em

gue a particula encontra-se imediatamente em repouso.

Suponha que, no instante t de um referencial S, a particula tenha
velocidade u quando vista de S. Seja S’ um referencial inercial que se move com
velocidade u relativamente a S, de modo que, do ponto de vista de S’, a particula
encontra-se em repouso no instante t de S. Seja ds o intervalo invariante definido

pela equacdo (116). Evidentemente, dr = udt, de sorte que, no referencial S,

u?
ds? = c?dt? (1 — C—2> (129)
Mas do ponto de vista de S’

ds'? = c?dr? (130)

Isso porque no intervalo de tempo d7 medido em s’ a particula permaneceu imovel,

uma vez que o referencial S’ acompanhou o movimento da particula. Mas como o

intervalo é invariante
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dr = —, (131)

com Yy definido pela equacédo (114). Note que a (130) comprova que dt é um

escalar.
A quadrivelocidade U* segundo Rindler (2006) é um quadrivetor definido por

dxt

Uk = = = (yc,yv) (132)

Onde Vv =dr/dt é a velocidade tridimensional da particula. Uma conseqiéncia

imediata desta definicdo é que
UkU, = Utg,,U" = g, UFUY = y*(c* —v?) = U*U, = c* (133)
Analogicamente a quadriaceleracéo é definida por

dU*  d?x* v-a ,(v-a)
AH = e = d0z :<y4' - ,]/4 > +]/Za>

(134)

Onde a = dr/dt é a aceleracéo tridimensional. Um resultado importante entre a

quadrivelocidade e a quadriaceleracéo e que eles sdo vetores ortogonais. Pode-se
demonstrar isso usando (132), (133) e (134)

d(U*U,) dU*
dr 0=>2U”?—0=>AMU =0 (135)

Para o quadrimomento de uma particula define-se
pt = moU* = (ymyc,ymgv) (136)

Onde m, € um escalar chamado massa de repouso, ou simplesmente, massa da

particula. De (133) decorre
ptp, = m§c? (137)

E p=ymyv € o momento linear relativistico, e para baixas velocidades ele se

reduz a expressao newtoniana.
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Agora podemos propor uma versao covariante da segunda lei de Newton

dp” F# 138
Onde F* ¢ a quadriforca, também chamada de for¢a de Minkowski (LEMOS, 2007).

Também se pode mostrar usando (137) e (138) que o quadrimomento e quadriforca

sao ortogonais

d(p*p,) dp* dp,
_— = _— H__— — u =
7 0= Py a7 +p e 0=>F Py 0 (139)

A equacdo (138) ndo diz nada a nao ser se for relacionada com a forca
tridimensional F. O modo mais simples de fazer isso é considerar a hipétese de

permanece valida a conexdo newtoniana entre a forca e a taxa de variacdo do

momento linear

dp _d(ymev) _

dt ~ dt (140)

Comparando (140) com as componentes espaciais de (138) e utilizando (131)

encontra-se
F#* = (F% yF) (141)

A componente temporal F° é obtida através de (139)

ymocFO—yZmOF-v=O=>F°=%F-v

Dessa forma a equacéo (141) se torna
14
FH = (EF : v,yF) (142)

Podemos nos perguntar: qual o significado fisico da componente temporal da
equacao de movimento covariante? Segundo Lemos (2007) essa pergunta pode ser
respondida fazendo uso de (131), (138) e (142)
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dpP® dpPdt d(ymyc) o Y
—:——:y—:F =—F-V
dt dt drt dt c
Ou seja,
d 2
a(ymoc )=F-v (143)

Como F - v é a poténcia fornecida a particula pela forca F, podemos concluir que

meyc?
E=—0o— (144)

J1—v2/c?

Esta é a definicdo da energia relativistica da particula, e a componente temporal da
equacao de movimento covariante representa a lei de conservacéo da energia. Com

esse resultado pode-se escrever a equagao (136) como

Pt = (E, p) (145)

c

No limite néo relativistico, uma expansao binomial aplicada em (144)

, 1 , 3 v
E =myc +§m0v +§moc—2+--- (146)

Segundo Lemos (2007) o segundo termo é a energia cinética newtoniana e 0s
termos seguintes sdo correcdes relativisticas na expressado classica. O primeiro
termo ndo tem analogo classico e Einstein interpretou como sendo a energia de

repouso de uma particula
EO - mOCZ (147)
Logo a energia cinética relativistica é

T=E—-Ey,=>T=(y—1)myc? (148)
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3.3.5 Campos relativisticos

As equacbes de Lagrange (98) permanecem inalteradas sob uma mudanca das

coordenadas T, t. Em particular, fazendo x% = ct tem-se

9, (GL) B 9, [ dL ]
ot \dg;) 0x°19(0¢;/0x°)
Em termos da notacdo covariante, as equacbes de Lagrange para campos

relativisticos sédo das por

0 [ oL ] oL =0 (149)
g 6((3#(,01-) 09,

Onde
5, = _(1a v) 150
k= axe— \cot’ (150)

Se para um dado valor de i, ¢; for um campo escalar, 6L/6(6u<pi) serd um

quadrivetor covariante. Neste caso, se a densidade Lagrangeana L for uma

grandeza escalar, serd um quadrivetor contravariante e o primeiro termo a esquerda
sera um escalar. De modo geral, para que as equacgdes de Lagrange (149) sejam

covariantes, basta impor que a densidade Lagrangeana seja um escalar. Uma vez
que o elemento de volume quadrimensional d*x é invariante sob transformacges de

Lorentz, a acéo
S =jd4xL

Também serd um escalar se L for um escalar.
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3.4 Teorema de Noether

Segundo Lemos (2007) o teorema de Noether resume a relacdo entre

simetrias e leis de conservacdo na Teoria Classica de Campos. Ele diz respeito a
transformacdes continuas nos campos ¢;, as quais, em forma diferencial, podem ser

escritas na forma
x* — x'* = xH + AxH (151)
@i(x) — @' ;(x) = @; + Ap;(x) (152)

A variacdo A difere da variacédo usual 6 porque leva em conta a mudanca do campo

em consequéncia da alteracdo tanto de sua forma funcional quanto de seu

argumento. A variacdo provocada apenas pela mudanca de forma é definida por
Spi(x) = ¢'i(x) — ¢i(x) (153)
E escrevemos a variagdo A@; (x) como
Api(x) = @'y (x") — @i ()

= ¢'i(x) = 0;(x) + 9i(x) — (%)

Api(x) = 5 (x") + @;(x") — @ (%) (154)
Mas por outro lado
(x+ AxH) = @;(x) + %Ax“ = AxcH (155)
Qi = Q; Ot - M(pl

Lembrando que a convencao de Einstein esta sendo levada em conta. Dessa forma

a equacao (154) se torna
Ap;(x) = 6¢;(x") + 0, AxH (156)

E importante salientar que as derivadas aﬂ comutam com a operacdo 8, mas ndo

comutam com a operagéo A. Aplicando a equagé&o (156) em dg@;(x)



Adg@;(x) = 505¢;(x") + 0,05¢;(x)AxH

A variacao da acao é definida por
AS = j dx{L']@i(x), 9p0:(x), x'] = L][gi(x), Ipp; (1), ']}

A densidade Lagrangeana variada €

L’—L+6LA + ot A(0 +aLA“
~E 0 50 M)

i
Usando (156) e (157) a equacao (159) se torna

0L

0= 2425 50+ 25 () axt + =25 5(3p00)
= — . — . x —————————— .
a‘Pi Pi a‘Pi uPi 0(53%) BYPi

0L

(0,059:)A wy O pn
" 93 P i

OxH4

Nesse momento € conveniente definir a derivada total em relagéo a x*

O it 8,050, + 0L
dxt ~ ¢, uPi a(aﬁ(pi)uﬁ‘f’i i

A partir dessa definicdo a equacgéo (161) se torna

5 drl p
L L+ L+ﬂAX

52

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

A equacdo (161) leva em conta a dependéncia explicita e a dependéncia por

intermédio dos campos. Mas por outro lado

Onde ] é o jacobiano da transformacdo x' — x. Da eq. (151)

O _ s 1 a,axm
dx* 25X

(163)
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Como

Dessa forma (163) fica
d*x" = (1+ 9,AxH)d*x (164)

Levando em conta (160), (162), (164)e considerando que as variagdes Ssao

pequenas, os termos de (Ax*)? sdo despreziveis e a equacéo (158) se torna
AS = | d*x|6L + d—LAx“ + 9,Ax*5L (165)
dxH K

Entretanto pode-se observar que o segundo termo dentro do colchete é
d(LAx*)/dx*. Logo

AS = f d*x 5L +—(LAx“)] (166)

Usando as equac¢des de movimento dos campos

0L ]
2, dx# 6( ®;)
Pode-se escrever
52 =25 50+ —255(8,00)
= a(pl §01 a(au(pl) M(pl
_ d [ oL ]6 4 oL d (500
" axt 00,0 " 90, dxr Y

0L

d
= daxt [a(a#(pl) (6(pl)] (167)

Substituindo (167) em (166) e impondo que a a¢do ndo varia com a transformacao

aplicada
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ASzfd‘*x d { oL (6<pi)+LAx“}=0
dx* (0(0,9:)

Para todo d*x tem-se

d { oL (bp;) + LA #} 0 168
. X =
dx“ a(au(pl) (pl ( )

O que implica que a grandeza entre chaves € conservada.
3.4.1 Quantidades conservadas e o tensor energia-momento

Torna-se mais conveniente exprimir leis de conservagdo como a equagao

(168) em termos dos parametros infinitesimais que caracterizam a transformacéao.
Suponha que as transformagdes (151) e (152) sejam especificadas em termos de R

parametros infinitesimais independentes €4, ..., €z na forma
Ax* = XF(Me, (169)
Ap; =Y Ve, (170)

Os indices i e r dos campos e dos parametros da transformacdo podem ou néo ter
caréter tensorial, e continua vélido a convencao de indices repetidos indicam soma.
Substituindo as equacdes (169) e (170) em (156)

5p;i = [, = 0,0,X7 | e, (171)

Introduzindo as equacgdes (169) e (171) na variagcdo da acao

d ( oc
AS =€, | d*x Y™ — 8,0, X7 | + [,X“(T)} =0 @172
f dxh {a(a#goi)[ 7= a0 (172)

Definindo
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0L
QU = “300.0) [ = 8,07 ®| + LxH® (173)
u¥'i
A equagao se torna
. deH™)
AS=—jdxdxﬂ =0 (174)

Como a regido de integrac@o e os parametros €, sdo arbitrarios, de (174) deduzem-

se as R leis de conservagao local

dOH™)
dxt

r=1,..,R (175)

Fazendo QXM = (G)O(T), @“(T)) escrevemos (175) como

0,0°M + V.M =0 (176)

Usando o teorema da divergéncia a equacgao (176) pode ser posta na forma integral
f d3x0,0°M = — f d3xV -0+ = j 04 . dA (177)
14 14 A

Se a regido de integracdo V engloba todo o espaco tridimensional e os campos

tendem a zero com rapidez no infinito, a integral de superficie é nula.

ioj d3x 0% = 0
dx® J,

cm =j d3x 00 (178)
|4

E as integrais sdo quantidades conservadas, pois ndo dependem do

tempo. Fica demonstrado que a cada transformacéo infinitesimal R-paramétrica das
coordenadas e campos que deixa a agdo invariante, correspondem a R quantidades

conservadas C™ dadas por (178) conhecidas como cargas de Noether.

Considerando agora a translagéo no espago-tempo
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X't = xH + e# (179)

Que ndo modifica os campos, isto € A@; =0. Como o jacobiano dessa
transformacdo é um, as equacbes (158) e (159) mostram que a acao € invariante
desde que a densidade Lagrangeana nao dependa explicitamente das coordenadas
espaco-temporais. Agora o r tem natureza quadrivetorial, e de acordo com (169) e
(170)

Xﬂ(ﬁ) = gHV (180)
B _
Y,;" =0 (181)

Substituindo (180) e (181) em (173)

0L
@M(ﬁ) = —gﬁv QO — Lg#ﬁ (182)
a(au‘pi)
Entretanto como 0f = gfvd,, e fazendo § — v define-se o Tensor Energia-

Momento do campo

oL
T = —— Ve, — Lgt¥ (183)
a(au‘Pi) l

A partir disso as cargas de Noether conservadas compdem o quadrivetor
PY = j d3x T (184)

A componente zero deste quadrivetor é a integral da densidade Hamiltoniana, em
outras palavras, é a energia. Consideracfes de covariancia e o fato da conservacao
do momento linear estdo ligados a invariancia sob translacbes espaciais
estabelecem que PV é o quadrimomento ou quadrivetor de energia-momento, dai o

nome Tensor Energia-Momento.
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4. A TEORIA QUANTICA DE CAMPOS

A razao para se estudar Teoria Quantica de Campos esta na esperanca
de que ela ird nos ajudar a entender as particulas fundamentais da matéria e suas
interagbes. Ela nasceu da necessidade de descrever processos de criagdo e
aniquilacdo de particulas, e era chamada erroneamente de segunda quantizacao
(por razdes historicas). Essa estrutura incorpora a mecanica quantica, uma vez que
vamos observar fenbmenos microscopicos e a relatividade especial, pois as

interacbes demandam muita energia (RYDER, 1996).

De maneira simples essa teoria consiste em tomar campos classicos e
verificar o que € a unidade de excitacdo desse campo. Esse processo se chama
quantizagcdo do campo. Essa unidade € chamada de quanta (particula), e é
responsavel pela interagdo desse campo com a matéria. Um exemplo classico disso
€ 0 campo eletromagnético, o qual o féton é a unidade excitadora dele (LE BELLAC,
1995). Esse foton na interacdo com a matéria, que é constituida de atomos, muda o
seu estado quantico, ou seja, ele sai do estado fundamental e passa para um estado

excitado.

4.1 O campo de Klein-Gordon

Historicamente, a primeira equacdo usada para descrever particulas
relativisticas de spin zero foi a equacao de Klein-Gordon. Embora de acordo com
Greiner (2000) ela apresente alguns problemas como: (i) a interpretacdo de energia
negativa que foi resolvido posteriormente por Dirac, (i) a densidade de corrente de
probabilidade néo é positivo definida. Mas para o objetivo desse trabalho ndo sera

necessario entrar nesses detalhes.

Para deduzir essa equacdo devemos usar alguns aspectos da
Relatividade Especial em conjunto com a Mecanica Quéantica formando assim a

Mecanica Quantica Relativistica.
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Para isso, usando a eq. (137) junto com a definicdo (145)

p? =ptp, =——p-p=mc? (185)

Da mecanica quantica, associamos operadores Hermitianos ao momento linear e a

energia, logo

0 .
E = lha , p = —ihV (186)

Substituindo (186) em (185) e multiplicando pela funcédo de onda ¢, obtemos

10% m2c?
oV )P 970 e

Nesse ponto é conveniente definir o operador D’Alambertiano [

et Lo V2
O = = —=—F— 188
HocZ et (185)
Dessa forma
m?2c?
<m+fﬂ>¢=o (189)

Esta equacgdo é idéntica a de um oscilador harménico classico da equacéo (4).

Usando a definicdo (186) em (187), temos

62
Egﬁ-kag =0 (190)

Onde

W =

202 4 24\ Y2
(hﬂ > (191)

hZ
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E para facilitar, vamos utilizar a convencao da classica da teoria de campos ¢ =

h = 1, de tal forma que as equacdes (189) e (191) se tornem
(O+m?)¢p=0 (192)
wy = ([k|? + m*)1/2 (193)
Sendo ¢ uma funcédo complexa, ela também satisfaz
(O+m?)¢p*=0 (194)

As equacgbes (192) e (193) sédo as equacdes de Klein-Gordon para um campo

escalar livre. Vamos nos deter no decorrer desse trabalho ao campo escalar real.

Embora o campo de Klein-Gordon ¢ (T, t) nédo tenha analogo classico por
ser estritamente quantico, segundo Ryder (1996) podemos trata-lo como um campo
classico. Para simplificar a notagdo fazemos ¢(r,t) = ¢(x). Como j& sabemos a

equacao de Klein-Gordon devemos encontrar a densidade Lagrangeana que ir4
gerar a equacao de movimento. Segundo Ryder, ela é

L—la ot —m—z 2 195
—zud) ¢ 2¢> (195)

Para descobrir a energia na forma classica, usaremos 0 tensor energia-momento

definido por (183) em conjunto com a eq. (184)
1
PO = jd?’x T > H = Ej d3x [(0y)* + V¢ -V + m?p?]  (196)

Agora temos uma energia positivo definida. Mas como isto esta relacionado com a
energia dos estados de uma Unica particula? A resposta para isso é que a
quantizacdo do campo nos obriga a reinterpretar como um quantum ao invés de um

sistema classico. Para o momento, temos

Pt = jd3x TO = —fd3x00¢0i¢ >P= —fd3x PV (197)
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4.2 A quantizacdo canonica do Campo de Klein-Gordon

Nesse modo de quantizacdo as variaveis dinamicas do campo sao
interpretadas como operadores Hermitianos, sujeitos a elagdes canbnicas de
comutacdo (LE BELLAC, 1995). E a teoria fica quantizada encontrando o0s

autovalores e autoestados, em analogia com o oscilador harmoénico.

4.2.1 O campo no espaco de Fourier

Uma solugéo para a equagdo de Klein-Gordon é uma onda plana da forma exp (ik

r — iwt), onde K é o numero de onda e com frequéncia (|k|? — m?)/2. Agora por
uma questdo de se trabalhar com um notacdo mais compacta é conveniente fazer,
usando x* = (t,r) e k¥ = (ko,K), de tal forma que kx = k¥x, = —(k-r—
wt). Segundo Le Bellac (1995), pode-se definir uma transformada de Fourier

guadrimensional, ou seja, invariante de Lorentz da forma.

d*k .
660 = | GriF e (19%)
F(k) = j d*ke(x)etk> (199)

As integrais acima sdo feitas com os limites infinitos, e a notacdo para x e k sdo

mantidas. Substituindo a equacéo (198) em (190)

d4k 2 2 —ikx 2 2
W(ko —wi)F(k)e =0= (kj —wi)F(k)=0 (200)

Segundo Le Bellac, Temos duas saidas aqui: (i) k3 = wg ou (i) F(k) =0. A

primeira pode ser colocada na forma k? = m?, e é chamada camada de massa (do



61

inglés mass shell). Outra é F(k) = 0 para k2 # wg. A Unica solugdo para isso é

supor que F (k) é proporcional a § (k2 — wg).
F(k) = 2m8(k§ — wi) x(k) (201)

A fungdo y (k) pode ser dividida em duas partes, uma negativa e outra positiva, da

forma
X(k) = 0(ko)a(k) + 8(—ko)b(Kk) (202)

Com o auxilio da propriedade da funcdo delta de Dirac, fornecida por Butkov (1988),

gue € dada da forma

6 (k§ — wi) =5—1[6(ko + wy) + 8(ko — wy)] (203)

Zwk

Dessa forma substituindo (202) e (203) em (198) tem-se

d3k . ,
d(x) = jm [a(k)e“k" + b(k)e"‘x] (204)

Que é justamente o campo escrito no espaco de Fourier. O elemento de volume

invariante de Lorentz é

dk = d°k 205
- (27'[)32(1)]( ( )

O campo deve ser encarado como um sendo um operador hermitiano, isso implica

que ¢(x) = ¢T(x). Isso conduz a

d3k . .
b (x) = f 2 zan [a(k)e ™ + at (k)e ] (206)

Quando escreve-se 0 campo dessa forma estamos escrevendo o campo em termos

dos modos de vibragéo.
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4.2.2 O Hamiltoniano e os operadores a (k) e af (k)

Pode-se encontrar o campo densidade de momento m(x) associado a

¢ (x), fazemos uso da densidade Lagrangeana de Klein-Gordon (195)

oL
m(x) = e ¢ (x) (208)

Onde ¢ = 9,¢. Logo o momento é

d3k . .
m(x) = j(zﬂ)—Szwk(—iwk) [a(k)e™ ™ — at (k)et ] (209)

Com o conceito de derivada funcional, segundo Lemos (2007) os parénteses de

Poisson dos campos ¢;(x) e ! (x) é dado por

{p; (), 1/ (x)} = 6/ 6@ (x — x) (210)

Aproveitando esse resultado, postulamos as relacbes de comutacdo entre essas

variaveis dindmicas
[p(x), m(x)] = ih6® (x — x) (211)

[p(x), p(xN] = [m(x), m(x")] =0 (212)

E conveniente escrever o campo e seu momento conjugado em termos dos

operadores a(K) e a'(K). Para tal escrevemos as equacgdes (206) e (208) na

forma
k T(—k
d3k K) —at(—k
T[(x) = f (27_[)3 (wk) [a( ) — a ( ) —ka (214)

Usando uma transformada de Fourier, vemos que as equacdes acima ficam
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a(k) = f d3x [wep (x) + im(x)] e (215)

at(k) = jd3x [wd () — im(x)]e k> (216)

Segundo Lemos (2007), usando o conceito de derivada funcional, o colchete de

Poisson dos campos ¢, (x) e Ti(x) é

(%), 1/ (X))} = 6/ 6@ (x - x") (217)
Mais simples
{p(®),m(x)} = 6 (x —x) (218)
{p(x®), p(x)} = {n(x),7(x)} =0 (219)
A partir desse resultado classico, podemos postular as relacdes de comutagio
[p(x), m(x)] = ih6® (x —x') (220)
[¢(x), p(x)] = [n(x), m(x)] = 0 (221)

Um detalhe importante, € que as relagbes de comutacdo entre os campos devem ser
calculadas no mesmo tempo. Uma vez que se conhecem as rela¢cdes de comutacao

entre os campos. Pode-se com uma certa facilidade obter a relacdo de comutacgéo
la(k), a’ (k)] = a(k)a' (k) — a’ (k")a(k) (222)

Usando as equagodes (215) e (216)

a(k)a’ (k) = j d3xd3x [wep(X) + im(X)][wi, P (X)) — in(x")]eilex—krxn)
a'l'(k’)a(k) = j d3xd3x’' (w1 b (X)) — in(xX)][wep (X) + iT[(X)]ei(kx_k'x')

[a(k), a®(K))] = fd3xd3x’ i i{[T(X), (X)] + [T(X), p(x)]Jeitkx—kxr)
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[a(k),a’ (K] = jd3xd3x’ H{w[T(X), p(X)] + wi, [T(X), p(x)]Jeikx—kxn)
= f d3xd3x {0 S (X' — X) + Wy, 6@ (x' — x) Jeltkx—kxn)

= Za)kj d3x eix(k=kn) (223)

Onde foi feito wyi = wy, para simplificar os calculos. Usando a defini¢cdo integral da

funcao delta de Dirac (Arfken, 2005)

G (K — — ix(kr—=k) 43
6 (K —K) (Zn)3je d°x
A equacdao (223) se torna
[a(k), at(K)] = (21)* 2w, 6P (K’ — k) (224)

Como temos as expressdes dos campos ¢ (x) e m(x) em termos dos operadores

a(K) e a'(K), o operador Hamiltoniano dado pela equagéo (196) pode ser escrito

na forma

N I
_Zj(zny[a( )a' (k) +a’(K)a(k)] (225)

Usando a relacdo de comutacdo (224), a equacgao (225) se torna

1 d*k 1
H=3 | Gy {af(k)a(k) +5[adi), af(k)]} (226)

Que é o Hamiltoniano em termos dos operadores af(k) e a(K). Entretanto, o

Hamiltoniano escrito dessa forma apresenta uma divergéncia. Mas isso € comum é
uma teoria de campos que trata com infinitos graus de liberdade. Essa singularidade
sera retirada mais a frente, com um processo chamado de renormalizacdo aditiva
(GOMES, 2002).
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4.2.3 O operador N

E conveniente definir o operador N que segundo McMahon (2008) é escrito da forma

N = jﬂaf(k)a(k) (227)
(2m)3 2wy

Os autoestados desse operador podem se usados para formar uma base, de tal

forma que os autovalores ny podem ser encontrados através de
N|ny) = ny|ny) (228)

E podemos avaliar a relagdo de comutacao [N, a’ (K)]

d3k
[N,at 1)) = | s [t (909,07 (1)

= g%:z(z[a(k)'af(k')] = %5(3)(“ — k)
[N,a®(K)] = a'(K) (229)
Analogicamente
[N, a(k")] = —a(k) (230)

Calculando Na' (K)|ny) usando a relagdo de comutacéo (229)
[N, a(K)]Imye) = a (k) [nye)
Na'(K)|ny) = a¥ (KN ) + a’ (k) |ny)
Na' (k) |ne) = (g + Da’ (k) |ny) (231)
Da mesma forma

Na(k)|ny) = (n — D a(k)|ny) (232)



66

Pelas equacdes (231) e (232) é notério que os estados a’ (K)|ny) e a(K)|ny) sdo
autoestados de N com autovalores ny +1 e ny, — 1, respectivamente. N é
denominado operador numero. Os autovalores ny sdo todos positivos. Para

demonstrar esse fato, multiplica-se a esquerda a equagéo (228) por (ny|
([N [nye) = mye(nye[ng) 2 0=>my 2 0 (233)

Similar ao caso do oscilador harmdnico, os autovalores desse operador sao
discretos. Usando a equacgédo (228) para o estado fundamental, chamado nessa

instancia de vacuo denotado por |0). O resultado é

N|0) = &k T(k)a(k)|0) = 0|0 k)|0) =10
0)= | Grgraama"1920910) = 010y = a(9]0) =

O estado fundamental ndo contém particulas com momento K. Da mesma forma que

no oscilador harmdnico os autovalores de N séo inteiros ndo-negativos.

4.2.4 As relacdes de comutacdo com o Hamiltoniano

Fazendo a adaptacao

8§3)(0) = =V =(2m)353)(0) (234)

1 |74
@n)? j % = Gy

E calculando a relagdo de comutacao [H, a’ (K)]

1 d3k'
[H,a' (K)] = E,[ 2m)? [at (K)a(k), a'l'(k)]

(

1 d3k
B Ej (2m)3 wfat(K)[ak),a’ K] + [a'(k), at(K)]a(k")}

1 d3k'
=3 | G @ @Olat), a0}
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= j A3k w 53 (K — K)a' (k)

[H, a® (k)] = wia' (k) (235)
Similarmente
[H,a(kK)] = —wxa(K) (236)
Rearranjando as equacdes (235) e (236)
Ha'(k) = a’(K)(H + wy)
Ha(k) = a(K)(H — wy)

Suponha que |P) é um autoestado de H com autovalor E. Definindo |¢p) =

a’(K)[)
H|¢) = Ha'(K)[y) = a® (K)(H + wy) )
H|¢) = (E + wi) ) (237)
Da mesma maneira para |y) = a(k)|) tem-se
Hly) = (E — w)|9) (238)

Mas & notorio que o Hamiltoniano na equagcéo é proporcional a 6 (0),
que € infinito. Fazendo com que H atue no estado fundamental |0(K)) ou

simplesmente |0), denominado aqui de vacuo (RYDER 1996), temos

d3k
H|0) = ( (271)3%) §(0)|0) (239)

Identificamos a grandeza entre parénteses como a energia do ponto zero.

Ela € divergente porque representa a soma sobre todos os modos de energia de
ponto zero, wy/2. No entanto isso ndo é detectado experimentalmente, pois mede-

se apenas diferengcas de energia do estado fundamental (PESKIN, 1983). O que
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deve ser feito agora é um processo chamado de renormalizacdo aditiva, que

consiste em retirar a singularidade no Hamiltoniano (226), fazendo a diferenca

d3k

H%H’:H_Hvaczz (27-[)3

at(k)a(k)

H' = wyN (240)
Tratando o momento e o Hamiltoniano em termos do 4-momento,
P'H = ptN (241)

Com p* = (wy, p). Como os autovalores do operador nimero séo discretos, nossa

teoria de campo esta quantizada. Note que o procedimento foi similar ao oscilador

harmonico.
4.3 Nova ordenacéo para o produto de operadores

De acordo com a equacdo (206) pode-se escrever, segundo Gomes (2002), o

campo na forma

() =) + ¢ (%) (242)

Onde, de acordo com essa definicdo denomina-se

d3k .
P (x) = jma(k)e_lkx (243)

¢ (x) = f %a*(k)e“‘x (244)
Vejamos se o produto dos campos esta bem definido,
P()P(x) = [pO () + ¢ (][0 () + ¢ ()]
=) (x) + ¢ ()M (%)
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+d ()P () + W ()™ (x) (245)

Usando a equagdo acima podemos calcular o valor esperado de ¢(x)¢(x) no

estado de vacuo |0)
(01p(x)p()10) = (0]p ()™ ()]0) + (0] ()™ (x)|0)

como (0| = ¢p(|0) = 0, entdio a equacio acima se torna

(0] (X)p(2)]10) = (0| ()P ()] 0)

d3kl
(Zn)6j 20 f e™k=(0]a(k)a’ (k)|0)

Za)k,
1 d3k [ d3k’'
— lx(kl—k)z k/ —k
(2m)3 f Zwk./ 2wy, @0 )
1 d3k
_ j (246)
(27'[)3 Zwk

No entanto a equacdo (246) é divergente, assim o produto convencional dos
campos nao faz sentido. Deve-se entdo adotar uma nova ordenacéo para o produto
de operadores seja bem definida, como na mecanica quantica. Com essa finalidade

€ conveniente definir o produto de Wick,
PP (1):= )P () + ¢ ()P (%)
+pM WP (X)) + 9P ()P () (247)

Decorrente da definicdo segue-se em patrticular que

(0l: p(x)p(y):10) = 0 (248)

Também podemos fazer
1 p(0)P(0): = P()P(x) — [ (), 9P ()]
= ¢(x)Pp(x) — (0]: p(x)P(¥): |0) (249)



70

A equacéo acima fornece uma nova definicdo para o produto de Wick. E adotando

essa ordenacao, o tensor energia-momento fica redefinido como
TH =:{0"¢@dVe — g"VL}:
A partir da equacao (241) é notério que
P'H0)=0

E que um autoestado |k) de P’ é tal que

In(k)) = a’(k)|0)
Avaliando

P'H|k) = P'*a'(K)|0)

= at () (P + k*)|0)
P'"a®(K)|0) = k*a'(K)|0)
Para um estado com duas excitacdes, k e q
In(k)n(q)) = a’(k)a'(q)|0)

P#n(k)n(q)) = P"*a’ (k)a'(q)|0)

P n(K)n(q)) = a’ (K)(P"* + p*)a’(q)|0)
= a’(K)a'(q)(P"* + k¥ + q*)|0)
= (k* + q*)a’ (K)a'(q)|0)

Pk, q) = (k" + q")|k, q)
Explicitando
H'|k,q) = (wx + wq)lk, q)

P'lk,q) = (k+p)lk,q)

(250)

(251)

(252)

(253)

(254)

(255)

(256)
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Note que qualquer estado, é construido a partir do estado de vacuo, semelhante a

caso do oscilador harménico. Veja que o operador aT(k) cria um estado com

momento K e energia wy = 4/ |K|? + m?. Da mesma forma um estado com mais de
uma excitagdo é criado, como mostra a equacédo (256) com momentos K e q e

energias wi € Wgy.

E comum chamar tais excita¢cdes de particulas, mas ndo em um sentido
de serem localizadas em porc¢des finitas no espaco, mas sim no sentido de que séo

entidades que possuem correta relacéo relativistica entre momento e energia.
4.4 A normalizacéo dos autoestados

Os operadores de criagdo dos autoestados nos permitem escrever

qualquer estado em termos do vacuo. O estado
Ky, Kz, . Kp) = a¥(ky)af(ky) ...a®(ky)|0) (257)

Constitui de m particulas cada uma com momento k;. Essas particulas sdo

indistinguiveis, ou seja, sdo bésons. Elas obedecem a estatistica de Bose-Einstein.

Para normalizar os autoestados devemos assumir que 0 vacuo é
normalizado, pois todos os demais sdo formados a partir dele. Seguindo o raciocinio
do caso de um unico oscilador de acordo com a equacédo (38), um estado de Unica

excitacdo € tal que
k) = c,a’(K)|k — 1)

E a constante de normalizagéo c, se torna

(KIK) =1 = |c,|? f d3k(k — 1|a(k)at(k)|k — 1)

= e, |? {f d3k (2m)3 2w 8P (k — K') + (2m)3 2wy (ny, — 1)}
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B 1
\/(27'[)3 Zwknk

C+

Da mesma forma, para
lk—1) = c_a(k)|k)
Temos

1
T J@nR2w - 1)

O estado de vacuo nao contém excitacdes, e pode ser escrito de forma abreviada,
|0) = 0,0, ...)

Somos levados a concluir que um estado generalizado, contendo 71y, excitacoes

com momento K; pode ser escrito da forma

at (k)™
Ky, Kyp, .., K,,) = 1_[ 10) (258)
j \/(2n)32wknki!

Esse resultado mostra que é possivel descrever o estado do sistema, que é
vinculado ao campo escalar ¢, através da criagdo e destruicdo dos quanta de

excitacdo. As mudancas de estado ocorrem quando ha absorcdo ou emissao dessas

quantidades discretas de energia por parte do sistema.
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5 CONCLUSAO

O problema da quantizacdo de campo livre é basicamente um problema
de osciladores harmoénicos, embora no decorrer do tratamento tenham aparecido
singularidades (como a divergéncia da energia do ponto zero), mas isso € natural

nessa teoria, pois ela trata de infinitos graus de liberdade.

Uma teoria quantica de campo tem como objetivo, determinar os
chamados quanta de vibracdo, o qual se denomina o nome de particula. Os quanta
de vibragdo do campo de Klein-Gordon segundo Le Bellac (1995) sdo os chamados

mésons escalares, e recebem esse nome por ndo por NAo possuirem spin.

A teoria de campo desenvolvida de forma introdutéria € uma teoria de
campo escalar livre, pois os modos (particulas) ndo interagem. As interacdes sdo
introduzidas através de termos ndo quadraticos nos campos ha expressao

Lagrangeana ou Hamiltoniana.
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APENDICE A - ELEMENTOS DA ALGEBRA TENSORIAL

Neste trecho os principais conceitos da algebra sdo tratados com o
objetivo de serem usados no estudo da relatividade restrita, principalmente os

quadrivetores e quadritensores do espaco de Minkowiski.

A transformacédo das componentes de um vetor sob uma rotacdo do
sistema de coordenadas preserva 0 vetor como uma entidade geométrica,
independente da orientacdo da estrutura de referéncia. Em um espaco

tridimensional, um escalar € especificado por um numero real e € um tensor de
ordem zero. JA um vetor, que é especificado por 3 = 31 ndmeros reais que
correspondem a suas componentes, é dito tensor de ordem um. E facil generalizar

essa idéia, dizendo que um tensor de ordem n em um espaco N dimensional tem

3™ componentes que se transformam de uma maneira definida (ARFKEN, 2005).

1. A métrica do espaco

Considere o vetor posicdo r = r(ul,u?, u3) definido em um sistema de
coordenadas contravariante (indice em cima). Isso implica que cada componente do
vetor posigao pode ser escrito como x; = x;(ul,u?,u’) e

or

—du! (A1)

dr E

E o vetor posicdo infinitesimal. Foi usada a convencdo de Einstein para omitir o

somatorio. O termo

& = — (A2)



77

E o vetor de base covariante (indice em baixo) desse sistema de coordenadas. E

para preservar a orientagdo do sistema de coordenadas, deve-se ter §g; -

(g, X €5) > 0.
O quadrado do elemento de linha é definido como
ds? =dr-dr
= (g;du') - (g,du)
ds? = g; - g;du'du/

Segundo Arfken (2005) produto €; - €; € a métrica do sistema de coordenadas. Logo

0 elemento de arco pode ser escrito como
ds? = g;;du‘du/ (A3)

Em termos da transformacéo do sistema de coordenadas, a métrica pode ser escrita

como

Jr Or

9 = 5ul qui (a1

E importante notar que a métrica é simétrica com relagdo aos indices i e j.
Considerando um espaco N dimensional a métrica pode ser representada como
uma matriz G de ordem N. Como o determinante dessa matriz ndo é nulo, existe

uma inversa G™* tal que GG~ = 1. Onde I é a matriz identidade de ordem N. Em

outra notagao
Jixg" = & (A5)

Onde 5{ é o delta de Kronecker. Um elemento infinitesimal de volume é escrito da

forma

dV = dr; - (dry X dr3) = &, - (g, X £3)duldu?du?
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av

B or (ar or

. 14212 443
=32 32 X 6u3)] du-du“du (A6)

7

O termo entre colchetes na equagdao é o jacobiano de uma transformacéo

tridimensional, dado por

0x; 0x, 0Xx;
oul oul ou?
_ a(xlrx2;x3) _ axl axz ax3
ot utu?)  |guz ou? ou?
dx, O0x, 0x3
dul oJu? ou3

J (A7)

Onde (x4, x5, X3) séo as coordenadas cartesianas. O jacobiano nos informa se se o
sistemas de coordenadas (ul,u? u?) é valido para descrever um sistema fisico

(Symon, 1981). Para que isso ocorra, existe uma condicdo, que é / # 0, ou seja, as

coordenadas séo linearmente independentes.

Se Ml-j = axj/aui € um elemento da matriz jacobiana, entdo fazendo

T T axk axk
(MM?);; = MyMy; = My My ; = Fui o)~ 9 (A8)
Entéo de (A8) podemos concluir que
det(MM™) = detG =] = /g (A9)

Se gi; = 0 para i # j, o sistema de coordenadas € ortogonal. Por outro lado, se

gij = 6;j, o sistema de coordenadas € o cartesiano.

2. A construgéo contravariante

O intuito dessa secdo € desenvolver o que chamamos de base
contravariante. Seja A = A'g; um vetor escrito numa base covariante, fazendo uma

multiplicagéo escalar em ambos os membros dessa expressao por g



g, -A=Ag; - g,

g A =Agy
Multiplicando ambos os membros da equacao (83) por gkl

g e, - A =Algyg"
gle A=A > A =(g"e)-A
Define-se
gl = gklsk

Como vetor de base contravariante. Um resultado importante é

g€ =g (gkjsk)
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(A10)

(A11)

(A12)

Com essa definicdo pode-se escrever as componentes de um vetor A de duas

formas: na base covariante (natural) A = A'€; ou na base contravariante (dual)

A = A;€'. Também é possivel obter as componentes contravariantes em termos

das covariantes através da métrica do espaco:
A= Aisl = Aigl]{':j = A/ = gUAi

giAl = gixg"A; = 8 A; = A; = gj A

(A13)

(A14)

Um detalhe importante, € que o sistema de coordenadas cartesiano nao ha distingdo

entre componentes covariantes e contravariantes.



80

3. Vetores e Tensores

A definicdo mais formal de um tensor é aquela que o define através de
uma mudanca e coordenadas. A seguir sao definidos os vetores contravariantes e
contravariantes e a generalizacdo de um tensor, mediante uma transformacao de

coordenadas.

3.1 Vetores contravariantes e covariantes

Um escalar ¢p é uma quantidade invariante sob mudanga no sistema de

coordenadas, ou seja, seu valor € o mesmo independente do sistema de referencia
(LEMOS, 2007).

Seja N grandezas A' e B; em um sistema de coordenadas
(ul,u?,..,u") que estdo ligadas a N outras A" e B’; em outro sistema de

coordenadas (u't,u'?,..,u'N) pelas leis de transformagéo

Al = ou” Al A15
, ou’
B i = WBJ (A16)

Essas grandezas séo ditas formar as componentes de vetores contravariantes e
covariantes, respectivamente. As equacoes (A15) e (A16) sdo conhecidas como leis

contravariantes e covariantes, respectivamente.
Demonstracéo:

De acordo com a equacéo (A2)
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Como

. . - [ouF .
gh-g =02 |—¢g,)=8"
] ] ou'l J

Multiplicando por du'/ /ou™

i ouk ou/ . ou’
egt.g¢g —— =  —
“ou'i gum J gum
gl-g, 0k = o >¢gl.-g, = o
Em T gym mogum
Multiplicando por €™ fica
ri
e Ju'
du™

Considerando que a entidade vetorial é invariante sob mudanca do sistema de

coordenadas, ou seja, A = A'g; = A"'e’;

i i 0w
A & = A au’i Sj
Multiplicando de forma escalar por ek
. - ou/ . ou/
le. .ok — gt . ek ik _ 7l k
Alg; - =A au’isf > A4%"=4 au’i(gj
Multiplicando por du't /ou*
ou't ~ou ou't . ou't
Ak — Al : :A/l6_l = A/l — Ak
ouk ou't duk ' ouk

Por outro lado também A = A;&! = A’;&"
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ou't
el = A’ J
A;et = A EW
Multiplicando por g
. ou't ou't
Al'gl ° Ek - A’i au] EJ * Ek = Ak = A’lm
Multiplicando por ou’ /ou't
. ouf
A’y WA’(

3.2 Tensores

Um tensor que possui p indices contravariantes e q indices covariantes é

chamado tensor do tipo (p, @), € um objeto invariante cujas componentes obedecem

a lei de transformacéao

p p
jaig.i,  OU ouPou™  Qu™a .1,
jljZ---jq aull aulp au’jl au’jq mlmz...jq

(A17)

A equacéo (A17) é uma definicdo completa e total de um tensor. Pode-se dizer que
um vetor contravariante € um tensor do tipo (1,0) e um vetor covariante € um tensor
do tipo (0,1).

3.3 Operacdes com tensores

3.3.1 Soma

Sejam A{-‘j e Bikj dois tensores do tipo (1,2). O tensor soma ou subtracdo Sl-kj é

definida como
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Sl = Af; £ Bf (A18)

Observe que s6 podemos somar ou subtrair tensées de mesma ordem.

3.3.2 Produto direto (multiplicacédo externa)

Define-se o produto direto entre dois vetores A e B pela notacdo AR B.
Esse tipo de produto € linear, mas ndo comuta e é associativo. Se A = Aisi e

B = Bjsj entdo o produto direto entre eles sdo
A®B = A'B'g;® ¢; (A19)

Através de uma mudanga no sistema de coordenadas, o produto direto €;® g se

transforma
T ou' ., oukou!
£i®£j= ﬁsk ® MSI :>8i®£j=mw£k®£l (A20)
! I __ i Ij auk aul
A ®B =A'B au’i msk@) &

B ou't e ou'’ lau" ou!
T oukT oul B ou't du'J Ex® &

B ou't ouk ou'’ oul Jmpn
©ou™au't dun du'J Ec® &

= 6{{6{1AmBn£k® £l
A'®B’ = A¥Blg,® g

De acordo com a equagdo (A20), o produto direto €& € = §g;; se transforma

como um tensor do tipo (0,2), e forma uma base para tensores desse tipo. Conclui-

se entdo que esse tipo de operacdo € usada para criar tensores de ordem mais
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elevada. Entdo, por exemplo, se T" sdo as componentes de um tensor, podemos

escrever o tensor em sua base apropriada

T=TVeg; (A21)

3.3.3 Contragéao (produto interno)

Para mostrar como funciona essa operagdo, € conveniente tomar um

exemplo. Seja Tli{l = R{S,];l um tensor do tipo (2,2). Sob mudanca do sistema de

i orj ou't duP . ou'’l oud .
RS = ouk ou't Ry ou™ gu'™m 5q

Para fazer uma contracdo deve-se igualar indices contravariantes aos covariantes.

coordenadas

Por exemplo, fazendo [ = j

out out , . . ou'ou?
ORRESE = 'ty = = ) (A22)

netj _
R3S = ouk gu'm

De acordo com as leis de transformacédo tensorial, a equagdo (A22) revela um

tensor do tipo (1,1). Veja que uma contracdo diminui a ordem do tensor.

3.3.4 Regra do quociente

Suponha que ndo se sabe se uma grandeza U seja um tensor. Se a
contracdo de U com um tensor arbitrario for um tensor, entdo U sera um tensor. Por
exemplo, em um sistema de coordenadas (ul,u?,...,u") T! é um tensor do tipo
(1,0) tal que ¢ = U(i)T* onde ¢ é um invariante. Queremos saber se U (i) é um

tensor e de que tipo.
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¢'=¢
U'iTrt =0T’

I

- UG) =0

U'(i o UG |T/ =0=U'(i ou
D55— VD )TV =0= V') 5
Pode-se chegar em

u'l

U’(k) = U,k = W

Uj

Logo a grandeza U (i) € um tensor do tipo (0,1), pois se transforma como tal.

3.3.5 Simetria e anti-simetria

Um tensor é simétrico em relacdo a seus indices, se mesmo permutando

eles, suas componentes continuam iguais, ou seja,

E anti-simétrico em relacdo aos mesmos indices se,

T, = =Ty

i (A24)

A simetria e a anti-simetria € uma propriedade que independe do sistema de

coordenadas.

3.4 Simbolos de Christoffel

Derivando g;, = &; * €, com relagdo a u’



09ix 0g + 0g;

=gt &

ou/ Youwl T TR aw

Fazendo 0 mesmo com g;; € gy

Jduk Loouk 7 ouk

00;: a& 0E;

g].kzej-—’f+£k- ]-

dul out du'

Mas

dg, 0 ( ar) d%r 0 (ar) dg, 0
ou  duk

0w _ ouw \ouk) ~ dwiouk  duk \ow

Usando o resultado (101) nas equacgdes acima e somando (A25) com (A27)

09 | 99k 0g; 0€y o€y
— = zgk'ﬁ-l_gi'ﬁ-l_gj'aui

Subtraindo (A26) de (A29)

09ix 99jx 99k 0E;
; — — — = 2&, - .
ou’ + oul oul €l ou’

Define-se entédo o simbolo de Christoffel de primeira espécie como

1(99ik , 99jx _ 99«
2\ 0w/  oJut oJul

[ij, k] =

Multiplicando a equacéo (A31) por gkl fica

dE; N
&k -ﬁ} = g"[ij, k]
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(A25)

(A26)

(A27)

(A28)

(A29)

(A30)

(A31)

Entdo o simbolo de Christoffel de segunda espécie Filj € definido da seguinte forma

I = g"[ij, k]

(A32)
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Na prética, os simbolos de Christoffel funcional como derivadas explicitas do tensor
métrico. E importante salientar que esses simbolos ndo s&o tensores, pois mediante
uma transformacédo de sistema de coordenadas, eles ndo se transformam como um
tensor (SOKOLNIKOFF, 1964).

3.5 Derivada covariante

7

Muitas vezes é importante saber a derivada de um tensor ao longo de
uma curva. Isso acontece principalmente quando o espaco € curvo. Nesse caso é de

extrema importancia introduzir o conceito de derivada covariante.

Seja V = I/'g; um vetor contravariante. Diferenciando com relacdo a u’

ov. oVt L i % a3
oul &i oul oul (A33)

Usando o simbolo de Christoffel de segunda espécie, pode-se escrever

agi
ou’

=TSey (A34)

Dessa forma a equacédo (A33) pode ser escrita na forma

ov vt .
W =& e +V Fijgk (A35)

Como os indices i e k estdo somados, eles sdo mudos. Trocando esses indices no

altimo termo do segundo membro da equacao acima

v [(oV! .
- +V Ty | &

ouw ~ \ow

A quantidade entre parénteses € a derivada covariante do vetor contravariante V'*

i aVi ki
Vj =55+ VT (A36)
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Considerando um vetor covariante V = V;&! e diferenciando-o com relacéo a u’

ov._ oVt  d¢

— =& -+ V. - A37
ou/ ou  'ou/ (A37)
Diferenciando a equagéo (A12)
(e -« o€ . O
—( .k)=0=> .-e,{:—s‘-—k.
ou/ ou/ ou/

Usando novamente o simbolo de Christoffel de segunda espécie, pode-se escrever

0 = —[‘.k.gk
ou’ t
E a equacgéo (A37) se torna
av _ aV; [k gl
7 = (Gur ~Vith) 2

Logo a derivada covariante de um vetor covariante

v

Vi = oul

-V, Tk (A38)

Nos sistemas de coordenadas retangulares, os simbolos de Christoffel sdo nulos e
as derivadas covariantes sdo as derivadas parciais usuais. As derivadas covariantes

de tensores também séo tensores (SPIEGEL, 1961).

3.6 Operadores diferenciais

3.6.1 Gradiente

Seja ¢ uma fungdo escalar. Segundo SPIEGEL (1961) o gradiente dessa

funcdo em um sistema de coordenadas generalizadas como

09
VQb =& ﬁ (A39)
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3.6.2 Divergéncia e Laplaciano

A divergéncia de um vetor A = Aisi € a contracao de sua derivada covariante

i
— ki
=——+ AT}, (A40)

Combinando as equacgdes (A31) e (A32) vemos que

: - (09im  0Gkm 0k
L =§glm{6uk + out _aum}

Quando contraidos com g™ os dois Gltimos termos da chave se anulam. E fica

.1 . dg;
Lk =59 —aul;n (A41)

E usando o resultado de ARFKEN (2005)

Ik = L 99 A42
ik — Zg ouk ( )
Onde g é o determinante métrico. Pode-se escrever (A42) como
F._1169_16\/5 "
"= g2 gour | Jg ouF (49
Dessa forma a equacédo (A40) se torna
dA 10 1 dA d
ou’ \/E ouk \/g ou’ ouk
1 a(\/gAl

_\/g ouk
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O operador laplaciano é definido como V-V¢. Mas o gradiente é um vetor

covariante, logo devemos fazer

[ _ i'a_¢
(Vo) =g o

Com esta definicao,

V-Vo = \/—_ai <\/—g” W) (A45)

3.6.3 Rotacional

Considerando A = Aisi e aplicando o rotacional nesse vetor
VXA=Vx(4;¢)= 940 el 4 A v X el
= i€ )=1\€& EWi & i &

Por outro lado

l. out o l.
Vu =£fa j=6j£f=£
u

Entaio VX £/ = V x Vu/ = 0. Logo
04; . .
VXA=—¢&"x¢&
ou’

1 04;

\/_aufk

V X A = ek

(A45)
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APENDICE B - INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS

A idéia de grupo na Fisica nasceu através do advento da Teoria da
Relatividade e da Mecéanica Quéantica. Segundo BARATA, 2006 esse conceito é
relevante porque esta ligado ao que se chama de transformacdes de simetria.
Segundo o préprio BARATA ela é definida como uma transformacao que leva um
sistema fisico a outro sistema fisico possivel que satisfaca as mesmas leis e
principios do anterior. Transladar no espago e no tempo ou girar um sistema fisico
sdo exemplos de transformacdes de simetria. Nesse raciocinio, as transformacdes

de Lorentz fazem parte desse conceito.

Existe uma definicdo formal de grupo, que segundo BARATA, 2006 diz

que dado um conjunto G néo vazio, existem funcdes f definidas nesse conjunto que
levam pares de G em um elemento de G, matematicamente, f:R* - R . Por
exemplo, se dois elementos a,b € G, associamos uma fungéo binaria f(a,b) €

G. Na teoria de grupos designa-se uma fungdo desse tipo como f(a,b) =a- b,

7

onde esse ndao é um produto ordinario, como o de dois nimeros reais, mas uma

funcao.

Para que um conjunto G seja um grupo, ele deve ser dotado de uma

operacdo binaria chamada produto, denotada por "-" que satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Associatividade. Paratodo a,b € G vale arelagido (a-b)-c=a-(b-c).

2. Existéncia de um Unico elemento neutro. Para todo a € (G, existe nesse conjunto

um unico elemento neutro e que satisfaz a relacéo

Demonstracéo:

Suponha que existam dois elementos neutros e e e’, entdo pela segunda

propriedade
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Fazendo o produto e - e’ = e’ uma vez que e é neutro. Mas p6 outro lado, e’

também é neutro e’ - e = e, mas como a ordem do elemento neutro ndo importa,

tem-see-e'=¢e'-e=¢' =e.

3. Existéncia de um Unico elemento inverso. Para todo a € G, existe um Unico

elemento inverso a~! € G tal que

Demonstracéo:

Suponha que exista outro elemento inverso h, tal que a-h = h - a = e. Sabendo

que
al=al-e=al-(a-h)=(al-a)-h=e-h=>al=h

Outros resultados importantes na teoria de grupos séo

e l=¢

(aHl=a

Demonstracdes

1

Para o primeiro, podemos fazer e-e~~ = e, como e € neutro, € facil concluir

e 1l =e.

Paraosegundo, (a™ D)t =((aHt-al)-a=e-a=a.



