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RESUMO

O presente trabalho discute a representacdo matematica da producao, amplificacédo
e irradiacdo de sons vocalicos da voz humana, utilizando as leis da Acustica. Como
0 som esta inserido em um fluido, o estudo da mecéanica dos fluidos se torna
relevante, partindo-se inicialmente de uma abordagem cinemética e depois
estudando o sistema de forcas ao qual eles sao sujeitos, desenvolvendo assim a
equacdo de Euler. Como o som € uma perturbacdo inserida em um fluido em
repouso ele deve obedecer a equacédo de onda, o que € demonstrado em seguida. A
qualidade sonora é definida através do timbre, associado a diferentes formas de
ondas, descritas matematicamente através da teoria de Fourier. Esta descricdo €
utilizada para alimentar um modelo fonte-filtro, por meio das componentes espectrais
de um pulso glético, com vistas a representar o trato vocal como uma sequencia de
filtros ressonantes. Finalmente, este modelo matematico, que combina a
decomposicao espectral do pulso glético com a representacdo dos formantes da voz
humana por filtros ressonantes é adotado para simular a vocalizagdo da vogal “a”

por um individuo do sexo feminino.

Palavras-chave: Som, ressonancia, forma de onda.



ABSTRACT

The present work presents a mathematical representation of the production,
amplification and emission of human voice, using the laws of Acoustics. Since the
sound is produced in the atmospheric fluid, the study of fluid mechanics becomes
relevant. We start with a kinematic approach, followed by an analysis of the forces in
the fluid, deducing Euler's equation. The propagation of sound follows the wave
equation for a fluid in a basic state of rest; the sound quality being defined by the
timbre, which is associated with different wave forms, described mathematically via
Fourier's theory. Such description is used as an input for a source-filter model,
through the spectral components of a vocal pulse, with the purpose of representing
the vocal tract as a sequence of resonant filters. Finally, this mathematical model,
which combines the spectral decomposition of the vocal pulse with the representation
of the human formants is used to simulate the vocalization of the vowel “a” by a

female.

KeyWords: sound, resonance, wave form.
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1 INTRODUCAO

O 6rgéo da voz pode ser considerado um dispositivo que produz sons,
sendo constituido por trés sistemas — aparelho respiratorio, cordas vocais e trato
vocal (Sundberg, 1987). A voz humana é produzida pela vibracdo das cordas vocais.
Os movimentos de elevacdo e de depressdao da laringe s&o controlados
respectivamente pelos musculos extrinsecos elevadores e depressores. Por sua vez
0s musculos intrinsecos controlam a posicdo e a tensao das cordas vocais. Depois,
o sinal deve ser amplificado pelo trato vocal que pode ser analisado a partir de um
modelo de tubos simples. Nesse estudo desenvolvemos uma descricdo matematica
desses processos, utilizando ferramentas computacionais para simular a forma de
onda da vogal “a”. Antes da modelagem da voz, propriamente dita, enfatizamos

alguns aspectos da mecanica dos fluidos e analise de Fourier.
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2. Mecénica do meio continuo: o som

2.1 Cinematica dos Fluidos em movimento

Uma das maneiras de se descrever o movimento de um fluido é tentando
seguir o movimento de cada um dos pontos do fluido, atribuindo coordenadas
X, Y € Za cada particula do fluido e especificando estas coordenadas em funcdo do
tempo. Deve-se definir dois tipos de referenciais; o primeiro € chamado Euleriano
pois nele é levado em conta a variagdo local da densidade com o tempo, o

referencial estd parado. A taxa com que a densidade varia com 0 tempo nesse
L . op )
referencial € chamada derivada local, representada por E O outro é chamado

Lagrangeano onde cada particula do fluido acompanha o referencial, portanto, o
referencial se movimenta. A taxa de variacdo da densidade em relacdo a um ponto
gque se move juntamente com o fluido ser4 dada pela seguinte derivada total

(HOLTON, 2004).
Dp_dpdx opdy, dpdz dpct

= 1
Dt oxdt oydt ozdt ot dt @)
Que pode ser escrita na forma
Do o, o, %, %
Dt ot ox oy 0z
Dp 0
—=| —+VV
22 —(Lvevlp @

2.1.1 Equacao da Continuidade

Considerando que o fluido esta no referencial Euleriano, e imerso nele

existe um elemento de volume retangular fixo com dimensdes AX, Ay e Az, como na

figura 1.
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Ax " As
- Ax +_J E]
(x-2 2] (5 02)

Figura 1 — Elemento de volume imerso no fluido

Por simplicidade vamos considerar o escoamento do fluido somente na
direcdo X, uma vez que acontece o mesmo fendmeno nas outras direcdes. A

equacado da continuidade nos fornece o balanco de massa nessa porcao do fluido.
Denotaremos OM, a quantidade de massa que entra nessa porcdo fixa e oM, a
massa que sai. Logo a massa que fica retida nesse volume é

Sm=45m, —om, 3)
Que pode ser escrita na forma

dm=—(8m, —om,) (4)
Mas podemos escrever cada quantidade de massa como

5ml:VX(X—%,y,zj&tAyAz,o(x—%,y,zj (5)

5m2:vx(x+%,y,zjétAyAZp(x+%,y,zj (6)

Vamos definir uma fungdo chamada fluxo de massa na diregéo X,

O, = pv, (7)
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Com essa definicao as equacdes (5) e (6) se tornam

om =0, (x—%} OtAyAz (8)
om, =0, (x+%j5tAyAz 9)
Substituindo as equacdes (1.8) e (1.9) em (1.3) obtemos
§m:—[<bx(x+%,y,z)—@x(x—%,y,zﬂ&AyAz (10)
om AX AX
—=—|® | X+—,Y,Z |-D | X——,V,Z | |AyAz 11
5t[(2yj (zyﬂy -
Expandindo em série de Taylor o segundo membro da equacéo (11), obtemos

AX 0D AX
O | Xxt—,y,2|=D, (XY, 2)t——
X( 2 y j ( y ) oxX 2

Dessa forma temos que a equacao (11) se torna

om oD, AXx 0D, AX

—_—=— —+ — |AyAz

ot oX 2 oX 2

om oD

— =———X AXAYAZ 12
ot OX y (12)

Onde AV =AxAyAzé o volume da parcela de fluido da figura 1. Tomando o limite
guando ot — 0 no primeiro membro da equacéao (12)

om _om

St (13)
E entado
om__ov,,,
ot OX
é(mj __ 0o,
ot\V OX
0 oD
P _ T« (14)
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Fazendo o mesmo procedimento para as dire¢cdes y €z chegamos a

op a(Dy
ot oy (15)
op oD
= 16
ot 0z (16)

Dessa maneira fizemos o estudo da taxa de variacdo da densidade com
relacdo a um elemento de volume fixo em cada direcdo separadamente. Uma
generalizacdo disso é levando em conta que o fendmeno ocorre simultaneamente

nas diregcdes X, ye z, ou seja,

0 ob, oD, oD
_p:_( x+ y+ zj (16)

ot ox oy oz

O termo entre parénteses no segundo membro da equagdo acima € o

divergente (ARFKEN, 2005) da func¢éo fluxo de massa, agora vetorial. Logo

P_v.o

ot
a—p+V-(pv)=O (18)
ot

A equacdo (18) é a equacgdo da continuidade na forma diferencial que
pode ser colocada na forma integral com o auxilio do teorema da divergéncia de
Gauss (ARFKEN, 2005)

JI],v-Fav =¢p F-ds (19)

Integrando em ambos os membros da equagéo (1.18), temos

I ¥-(ovpov =] Lov

¥ (vpov =~ 2] pov @

Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro membro da equacéo (20)

temos que

om
@SS pv-dS = - (21)

A equacdo (21) é a equacdo da continuidade na forma integral.
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2.1.2 Equacgbes de movimento para um fluido ideal

Consideremos um elemento de volume muito pequeno imerso em um
fluido como na figura 2. Nossa intencdo é analisar e determinar a forca devido a
pressdo (HOLTON, 2004).

X——, ¥,z x+§ z
'25_}?5 25.}’!

Figura 2 — Esquema das pressdes exercidas nas faces 1 e 2 do pequeno elemento de volume

O elemento de volume é sujeito a pressdo nas suas faces. A forca na

direcdo X devido a pressdo exercida sobre a face esquerda da caixa é PAyAze
sobre a face direita é P,AyAz . Logo a for¢a resultante na dire¢édo X é
F.=F-F
F, = BAyAz — P,AyAz
F =(R—-PR,)AyAz (22)

As pressdes P e P, sdo dadas por

X

wJ

I

-
TN
| B
N
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Expandindo as equacgdes (23) e (24) em serie de Taylor

AX oP AX
Pl xt—,y,z |=P(X,Yy,2)t——
( 2 y j ( y ) oX 2
Substituindo na equacao (22) obtemos
oP
F, =—— AXAyAz 25
o XAy (25)
Levando em conta as outras dire¢des, temos também
oP
F =—— AXAVAzZ 26
=y My (26)
oP
F, =——AXAyAz 27
~ XAy (27)

Entdo a forca total devido a pressado exercida sobre caixa é

F=FX+Fy+F;z

F=- @)A(+@§/+E2 AXAYAz
x oy’ oz
F =—-VPAV (28)

Mas pela segunda lei de Newton (HALLIDAY, 1992)

F=ma
Dv
F=pAV — 29
PAV (29)
Igualando as equacdes (28) e (29)
Dv
-VP=p—
D
Dv 1
- =——VP (30)
Dt pressdo P

Essa equacéo representa a aceleragéo do fluido. Usando a equagéo (2)
mas em vez de usar da densidade usando a velocidade

Dv 0
—=|—+Vv-V|v
5[5y @
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Colocando na forma
Dv ov

—=—+(V-V)V 32
5= TV (32)
Usando a equacéo (30), obtemos

a—VJr(v-V)v:—EVP

ot P

oV 1

—+(v-V)v+—=VP=0

o VIV (33)

Esta equacéo é valida para determinar a aceleracéo do fluido para o caso
em que ndo existe uma forca externa. No caso de existéncia de uma forca externa f

(SYMON, 1981)
ﬂ+(V'V)V+£VP=i (34)
ot p p

Esta equacédo é chamada Equacédo de Movimento de Euler.

2.2 Ondas Sonoras

2.2.1 A Equacao de Onda

Considere um fluido em repouso com pressdo P, e densidade, p,em

equilibrio sob a acdo de uma forca de corpo f,, constante no tempo (SYMON,

1981). Nessas condi¢des a equacdo de movimento desse fluido é

iVPO L (35)
Po Po
Suponha agora que o fluido seja submetido a pequenas perturbacdes P'
na pressdo e p'na densidade de tal forma que as pressoes e densidades totais s&o,
respectivamente

P=PF+P’ (36)

pP=p+p (37)
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Devemos ter p' < p e P'< P para que nosso sistema fisico seja linear.

As equacgbes (18) e (34), sdo as unicas equacdes de movimento que
temos até agora e nos deparamos com um grande problema: temos trés variaveis
(,0, Vv, P) e apenas duas equacdes. Logo precisamos de mais uma equacao para
que o sistema seja sollvel. Deve-se Introduzir o médulo volumétrico do meio dado
por (HALIDAY, 1992)

AP
B= (38)

LAV,

O moddulo volumétrico B funciona como uma constante elastica em trés

dimensdes. Por exemplo, para solidos ele tem um valor muito elevado visto que
AV n&o é consideravel como no caso dos fluidos compressiveis (gases). Dessa

forma nesses fluidos devemos ter B muito pequeno, visto que agora AV é
consideravel.

Podemos escrever a equacéao (38) como

m m
P=5=P =

\Y Vv,
m
dp:—\?dv
dv \Y
—=——d
\Y m P
av__dp
0
v __B__d
Vo dp p
dpP
B=- 39
dp/p (59)
Sabendo que dP e dp sdo as perturbaces P'e p'. A equacéo (39) fica
1 Pl
L£__— (40)

Po B
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Agora temos 0 mesmo numero de equacbes e variaveis. Para
resolvermos o sistema composto pelas equacgdes (18), (34) e (40) procederemos da

seguinte maneira: Vamos substituir primeiramente (37) em (18)

g(p0+p')+v-[(p0+p')v']=O

ot

op,  op' . o

T+ LV (V) +V-(p'V') =0
%+V-(pov')+v-(p'v')=0 (41)

Na equacdo (41) V'representa a velocidade da perturbagdo no fluido e
queremos que ela seja linear. Para tal devemos ter p'V' igual a zero. Logo a

equacao se torna

op'
—+,,V-v'=0 42
ot Lo (42)
Agora vamos substituir (36) em (34) obtemos
ov' 1 f
—+(V'V)V+—V(P,+P')=— 4
o TV V(R AP = (43)

Da mesma forma para que a equacdo seja linear, qualquer produto de
perturbacdes deve se nulo entéo
ov' 1 1 f

—+—VPF +—VP'=— (44)
p p p
1 f
Analisando os termos — VR e —
p p
top -1 ' VPozi( —ﬂJVPO:iVPO
p p{“pj P\ Py Po
0
i: f : ;i( _ﬂJf;if
p p{“P] s\ ) P
0
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Dessa forma temos, levando em conta a equacéo (35) temos

ov' 1
—+—VP'=0 (45)
o p

Dessa forma temos outro sistema de equacdes, agora linearizado,

formado pelas equacdes (40), (42) e (45). Vamos substituir a primeira na segunda

obtendo
0 = :
E(Po Ej"‘pov'v =0
oP'
—=-BV-V' 4
P (46)
A equacao (45) pode ser escrita usando aproximacdo em série de Taylor
1
em— naforma
Yo,
ov' 1 ,
——=-——VP (47)
ot Po

Nosso sistema agora sO possui duas equacdes, que sao (46) e (47).
Como elas sdo equacdes vetoriais vamos resolver em uma direcdo especifica e em

seguida generalizarmos. As equacfes na direcdo X séo

P _ L, .
ot OX

o, 1 0P

o p, ox (49)

Vamos derivar a primeira com relacdo a te a segunda com relacéo a X.
Obtendo

O°P" 82VX
2 =-B

ot otox

oV _ 1 &°P'

X

Xt p, oxX°
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As funcdes P e V, sdo bem comportadas e a ordem de diferenciacdo néo

importa. Isso leva a

82P| _EaZP|
atz po aXZ
Generalizando para trés dimensoes temos
o°P' B ,
7 =—VP (50)
Lo

A equacao acima € conhecida como a equacao tridimensional de onda.

, B
Onde temos C= p_ gue é a velocidade de propagacdo do som no fluido. A
0

eqguacdao na sua forma classica &

o0°P

2

=Cc*V?P' (51)

A interpretacdo fisica do problema matematico resolvido nesse caso é

que uma perturbacdo P' na pressio de um fluido em repouso é um pulso de onda
se propagando no espaco. Por exemplo: Vocé estd em uma sala de formato
retangular e vocé bate na mesa, gerando uma perturbacdo no ar em repouso na sala
e o resultado disso é um ruido, que obviamente é um pulso de onda. Esse problema
sera discutido com mais detalhes mais adiante, aonde iremos determinar os modos

de vibrag&o de uma caixa retangular.
2.2.2 Solucbes da Equacao de Onda

Um dos métodos de resolvermos a equacédo (51) é aplicar o método de

separacéo de variaveis (ARFKEN, 2005) é supormos que

P'(xy,zt)=U(XY,2)0(t) (52)
o°P" 0’0
=U
o’ ot’

ViP'=0VU
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Substituindo esses resultados na equacao (51), temos

2
0 _ c’evU (53)

U =
ot?

Dividindo (53) por U®
10°0@

O ot?

Para que a igualdade seja valida, fazemos

laz®:§V2U = -’
® o> U

c? _,
U

2 . ~ ~ . ..
Onde —w" é a constante de separacao das duas equacdes diferenciais,

2

%t(? (t)=-w'® (54)
2 o’

VU = _C_ZU (55)

[
Fazendo K= ? temos a famosa equacéao escalar de Helmholtz (ARFKEN, 2005)

VU +k®U =0 (56)
A solucédo geral da equacéo (54) é
©(t) = Acos af + Bsenat (57)

2.2.3 Modos normais de vibracdo da caixa retangular

Vamos nesta seg¢ao encontrar os modos de vibracdo de uma caixa
retangular rigida, ou seja, suas paredes ndo podem se mover. Para iSso iremos
resolver a equacédo (55) em coordenadas cartesianas.

o°U o°U o
2 + 2 + 2
OX oy 0z

=—k*U (58)

Aplicando o método de separacao de variaveis para as coordenadas espaciais

U(xYy,2)=X(X)Y(y)Z(z) (59)
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d2X d2y d?z

YZ ™ + XZ 0y’ + XY o =—k*XYZ (60)
Dividindo a equacéo (60), por XYZ,
1d°X 1d% 1d?%z )
=k (61)

VAP IRV L
X dx* Y dy" Z dz
A equacdo sO é verdadeira se cada termo for constante, resultando em trés

equacdes diferenciais ordinarias

2
d >2( +k X =0
dx
2
d Z +k Y =0
dy> 7 (62)
2
d % +k?’Z =0
dz
E a equacéo (61) fica,
2 2 2 2
k. +k,~+k, ==k (63)
E as solucdes gerais das equaces (62) sao
X (x)=C, cosk x+ D,senk,x
Y (y)=C,cosk,y+D,senk, y (64)

Z(z)=C,cosk,z+D,senk,z
Considerando que o fluido esta confinado numa caixa retangular rigida de
dimensbes L,, L, e L, conforme a figura 3. Vamos determinar as condi¢bes de

X =y

contorno apropriadas que serdo aplicadas nas equacgdes (64). Considerando 0s seis

planos,
X=0,x=L,
y=0,y=L,
z=0,z=1,

Por exemplo, em X =0, V,deve se anular uma vez que o fluido n&o vai

deslocar o plano YZ, pois inicialmente impomos que as paredes da caixa sao

rigidas. Logo de maneira geral, V-N=0.
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o, =—i£=o, onde E:O
ot P, OX X
O mesmo acontece nas outras direcoes
P _P_,
oy oz

r 7

Figura 3 — Caixa rigida com dimensées L,, L, L,. As perturbacdes sdo produzidas no interior da

caixa.

Dessa forma vemos que as condi¢des de contorno sao:
oP" oP" oP'
ox oy oz

Sendo P'=XYZ®, devemos fazer

0 (65)

@:Yz(ad_x:o:(d_XJ 0
aX x=0

dx dx
E:XZG)d—Y:O:{d—Y =0
dy dy ),
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ﬁzxmd_zzo:(d_zj ~0
0z dz dz /,_,

2).4%) 4(2).~
dX x=0_ dy yzo_ dZ z=0_ (66)

Eem L., L, e L, temos

ERORGE
dX X=L, dy y=L dZ z=L, (67)

Aplicando as condi¢cfes de contorno (66) nas equagdes (64), obtemos
X (x)=C, cosk,x
Y (y)=C,cosk,y (68)
Z(z)=C,cosk,z

Entao,

Aplicando as condicfes de contorno (67) nas equacodes (68)

ol
LX
K =Mz
L (69)
k=7
L

Onde |, me Nnsdo nimeros inteiros quaisquer. Dessa forma a equacéo

2 2 2
o=rnc ||| | M| [
L)\ ) LG (70)

A equacdo (70) da a informacdo de como o sistema oscila. Ela é

(63) se torna

conhecida como os modos de vibracéo da caixa retangular. Para cada valor de |,
M e N existe um modo normal de vibragdo do fluido no interior da caixa. Logo a

variacdo desses indices ocorre de forma independente.
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2.2.4 Andlise de Fourier e formas de onda: o timbre

Para identificar os sons produzidos pelos diversos tipos de voz humana
como também por diversos instrumentos musicais e por outras fontes, utilizamos
uma qualidade auditiva que chamamos de timbre, ou cor sonora, que é um atributo
muito importante da acustica. Essa qualidade esta correlacionada com a forma da
onda sonora. Em funcéo disso é preciso investigar como essas ondas complexas
sdo formadas para sabermos mais sobre os diferentes sons percebidos por nés
(LAZZARINI, 1998).

Para estudar as definicbes de frequéncia, periodo, amplitude de uma
onda, precisamos representa-la no dominio do tempo, que equivale ao quanto certa
guantidade (amplitude), varia no tempo. Por exemplo, a onda quadrada (figura 6)

pode ser decomposta em componentes sendidais (figura 4).

dominio temporal
amplitude (de presséio)

LW \M‘ \M tempo (s)

Figura 4 — Grafico de uma funcao periddica. Nesse caso temos uma onda quadrada representada

através de suas componentes de Fourier.

A outra representacao que podemos ter de uma onda sonora, relaciona a
amplitude com a freqiiéncia. Em um eixo vertical temos a amplitude, que neste caso
nao € a amplitude instantanea de pressao da onda, mas o pico de amplitude, e no
outro eixo temos a frequiéncia. Essa representacdo é chamada de dominio espectral,
das frequiéncias ou apenas espectro. Por que precisamos dessa representacao para
melhor entender o timbre? A resposta esta relacionada com o fato, que ja foi

mencionado, de que as ondas mais simples, sendides, sdo unidades em que ondas
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complexas podem ser decompostas (Lazzarini,1998). Na figura 5 temos a

representacdo espectral da mesma onda quadrada.

dominio espectral (das freqifneias)
amplitude relativa

1.0

9

8

A

&

]

4

3

2

|

| |
1.0 3.0 50 1.0 9.0 frequéncia

(x freq fundamental)

Figura 5 — Representacéo de uma onda em seu dominio espectral.

A relacdo entre formas de ondas complexas e sendides foi descoberta
pelo matematico francés do séc. XVIII, Joseph Fourier. A decomposicdo de sons
complexos em simples € uma ferramenta muito Util para o estudo da acustica. Essa
decomposicdo se chama andlise de Fourier, que transforma a representacao
temporal na representacdo espectral. Como primeiro exemplo, a sendide quando
analisada revela apenas uma componente no espectro, equivalente a sua propria
frequéncia de oscilacdo (LAZZARINI, 1998).

Considere uma fungéo f(t) periédica de periodo T que pode ser

escrita como uma combinacao linear de fungcbes senos e cossenos, chamada de
série de Fourier (BUKOV, 1988).

= 27N 27N
f(t)=|a,cos| =t |+bsen| ==t (71)

n=0 T T
Fazendo com que a série comece de N=1

f(t)= A+i{an cos(@t)+bnsen(@tﬂ (72)

n=0
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Onde Aé uma constante a ser determinada. Devemos descobrir as

constantes da equacdo (71) em termos da funcdo f (t) . Para tal vamos multiplica-

27zrm
la por COS(?t , onde M é um numero inteiro positivo, e em seguida integrar de

OaT
T 27m = T 27N 27m
jo f(t)cos(?tjdt A+nZ=;an_[o cos(?tjco (?t)dt
= T 27N 2zrm
b —t — 1t |dt
+nz_; ”.[0 sen( T jco ( T j

Usando as identidades trigopnométricas adequadas obtemos as relacbes de
ortogonalidade (BUTKOV, 1988) das funcdes seno e cosseno.

JTcos @t coS 2”—mt dt—I5
0 T T 2

T 27n 2
j sen| £t |cos Lt dt=0
0 T T
T 27N 2zrm T
j sen| 222t |sen| ZZ ¢ dt=—0,,
0 T T 2
Essas relacdes nos ajudam a encontrar o primeiro grupo de coeficientes

== j (—tjdt (73)

Para encontrar o segundo grupo devemos multiplicar a equacao (72) por

27N
sen ?t , obtendo assim

= —I sen ( 27n tj dt (74)

Para descobrir a Gltima constante vamos integrar diretamente a equacao

(71) e depois fazer N =0 na equac&o (73), ficando com

a
A== (75)
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A nossa série de Fourier se torna entéo
f(t):3+i{an cos(@tj+bnsen(@tﬂ (76)
2 o T T
As amplitudes mostradas na figura 5 sao os coeficientes de Fourier de cada
harmonico (freqiéncia). Vamos expandir duas fun¢gbes muito importantes em série
de Fourier: a primeira sera a funcdo quadrada e a outra a triangular. A primeira é
definida como

f(t)=
O T/2<t<T (77)

A fungdo deve ser periodica, f (t+T)=f(t).

) {O, se0<t<T/2

7))

Figura 6 — Gréfico no dominio temporal de uma onda quadrada

Usando as equacg0es (73) e (74), para calcular os coeficientes de Fourier,

temos

a =£J.T/2Cco [Zitjdt JT (—C)cos(@tjdt
T o T T J172 T
a, :£|:IT/ co (@tjdt I COS(@tjdt}
T | Jo

a, :%Uoﬁcos(nu)du —J.j”cos(nu)du}

a =0

n

b, = gC UT/Z sen (@tjdt +J'T sen (@tjdt}
T |7 T T/2 T
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b, :%Uoﬂsen(nu)du +_[j”sen(nu)du}

p, - 4C
/4
Logo a série de Fourier se torna
4C & 1 2zn
f(t)=— —sen| —t
() T n%&..n ( T ] (78)
Ou
f(t):£ sen(z—”tj+lsen(6—”t)+lsen(lo—”tj+---
T T 3 T 5 T

Agora vamos determinar a série de Fourier da onda triangular. Cuja equacéo é
Ct, se0<t<T/2
- /

Ct, seT/2<t<T (79)

J)

&

T T 37 2T §TF 3T
2

Figura 7 — Representacao no dominio temporal de uma onda triangular

Novamente usando as mesmas que do problema anterior, vamos calcular
2C T ¢1/2 T
a, _?Uo tdt+jT/2(—t)dtJ

. xle” el
T 2 T/2

os coeficientes

T/2
t2

2

0
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Os outros sdo

2 2 2
a :—CUT/Ztcos(LntJdHr (—t)cos(intjdt}
T | % T /2 T
oc| T2 27N T 27n "2
a = —COS t|| +—tsen| ——t
T | 47°n T 0 2N T 0
2C| T2 27N T 27n '
+ ————C0S t] - tsen t
T 4n T 2N T T2

CT
a = W[cos(nn) ~1]

T/2

T

T/2

Para valores de N par temos 4, nulo. Entdo devemos ter N impar.

e

n 7Z'2n2

A constante b, é dada por

b, =£Dmtsen(@tjdt+jT (—t)sen(@tjdt}
T %o T T2 T

T/2 T
b :E —Ltcos(@tj +Ltcos(@tj
T T T/2
_CT

27n 0 27n
b —[—Icos(nﬂ)+T cos(27r)—Icos(n7z)}
Nz 2 2

n

b = %[1—cos(n7r)]

n

b = %[1—cos(n7z)]

Logo temos que os valores de N sdo impares.

21
zn
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A série é

f(t): {_E %ni {——cos(@tj %sen(zfntﬂ} (80)

Vamos neste momento desenvolver a série de Fourier na forma
complexa. Considerando que as funcdes seno e cosseno podem ser escritas na

forma de exponenciais complexas da seguinte maneira

2i

(27rn j ei(zTﬂntj —e_i[zTﬂntj
sen t
T

(27N 27zn
cos(zm tj e'(th + e_'( T tj
T

Substituimos na equacéao (76) obtendo assim

[oEm) ey ey ey
f (t) 2%4-“2_1: a, € —;e +bn € 2|e (81)

Agrupando os termos a equacao (81) se torna

27zn

f(t):i+%i(an—i ) (T j+ Z (a, +ib,) (m) 82)

Agora chegamos a um ponto muito delicado. Vamos usar um artificio
matematico para incorporar os trés termos da equacdo acima em um so6. Para tal,

vamos mudar o indice do segundo somatério fazendo com que

i(a +ib,) (Mtj _lea +ib, i(@t)

n=1

Entdo a equacao (82) se torna

1 1 nt 1 © - I27rnt
:Eano (a,—ib,) ( j 6120+52(an+|bn) (T )

n=1

f(t)=> cnelﬁntj (83)
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Onde temos que os coeficientes C, sé&o

ﬁ, se n=0
2

C = a, —1b, se n<0
"l o2 (84)

E&tﬂﬁ_sen>o

A equacdo (83) é a série de Fourier na forma complexa. E importante

destacar que as equacdes (76) e (83) s6 sao validas para funcdes periddicas. Falta

descobrir como calcular a constante C, em termos da fungéo f (t) dada no inicio do

o)

problema. Para isso iremos multiplicar a equacgéo (83) por € e em seguida

integrando no intervalo de Oa T

27zm

. J(2zm) (2
_[T f (t)e_l(Tt]dt =>c, OTe ( T tje( T t)dt (85)

0

N=—o0
Da mesma forma que as fungdes trigopnométricas seno e cosseno Sao

ortogonais, as exponenciais complexas também sao (BUTKOQOV, 1988)

| —t

[ 27m [ 27m
LT f (t)e_l(Tt)e_( T jdt =To,,

Dessa forma a equacéo (85) se torna

T —(ggghj o
IO f(t)e dt=T > ¢,Om

N=—o0

Co :%IOT f (t)ei( T jdt

27rmt

Mudando para o indice original, obtemos

27n

%:%ﬂfﬁﬁ(T%t (86)

No caso em que tivermos uma funcdo que nao é peridédica como, por
exemplo, um dnico pulso de onda se propagando, ndo podemos usar essas

expressdes. Devemos usar a chamada Transformada de Fourier. Portanto partindo
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27N
da equacéo (86), onde faremos @ = ? e para a diferenca entre dois niumeros
inteiros An temos
27
Aw=—An
T

Mas se 0s nlmeros inteiros sdo consecutivos, temos An=1e a equacéo

acima se torna

Aa)lzl
27

Com esse resultado podemos escrever a e equacgao (83) da seguinte forma

0

f(t)=> Lcne‘”‘Aa)

o 2T

T c Flo
Escrevendo = temos entio
" N2

27

1 C i

Com T — oo retiramos a periodicidade da funcéo f (t) e Aw se torna

infinitesimal. Logo o somatdrio se torna uma integral

lim i F(w)eAw

1
f(t)=—=—
() \/ﬁAw—)07

a)) e“‘de (88)

1
f(ty=—=| F
- L F
Para descobrirmos F (a)) em termos de f (t) usaremos a equacao (86)
com a constante C, redefinida. Dessa forma o resultado &

F (a) e "'dt (89)

)= 10
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As equacdes (88) e (89) sao as transformadas Inversas e diretas,

respectivamente. Podemos tomar uma funcao f (t) calcular sua transformada que

sera F (a)) , e vice-versa.

Hermann Von Helmholtz em seu livro On the Sensations of Tone, montou,
no final do séc.XIX, um corpo teérico que é a fundamentacdo do que hoje sabemos
sobre o timbre. Helmholtz caracteriza os sons como consistindo de uma onda de
forma arbitraria fechada em um envelope (ou envoltdria) de amplitude feito de trés
partes: ataque (ou tempo de crescimento), periodo estavel e queda (ou tempo de
queda). O ataque € o tempo que a amplitude de um som leva para sair do zero e
subir até o seu valor de pico. O periodo estavel € onde a amplitude € idealmente

constante, e 0 som some no periodo da queda (onde a amplitude cai até zero).

L

| atague | petioda estavel | queda

Figura 8 — Representacdo de uma onda no chamado envelope

Helmholtz descobriu também que sons que evocam um sensacéao definida
de frequéncia correspondem a ondas periodicas (ou seja ondas que sempre se
repetem em um certo periodo de tempo). Ele estabeleceu que a forma dessas ondas
tém grande influéncia no timbre percebido de um som. Para relacionar melhor a
maneira em que forma de onda e timbre se relacionam, ele usou o legado teérico de
Fourier, jA citado acima, que provava que qualguer onda periédica pode ser
decomposta em um conjunto Unico de componentes sendidais. Portanto qualquer

forma de onda pode ser descrita em termos de dessas componentes, e cada
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componente senoidal sera caracterizada por trés parametros: frequiéncia, amplitude
e fase relativa a fundamental. Os dois primeiros parametros tém uma grande
importancia para a definicdo do timbre, enquanto as relacées de fase tém um efeito
menor na percepcao do timbre. Foi mostrado anteriormente que um som entdo pode
ter duas representacdes: a da onda (de pressdo), amplitude X tempo; e a do
espectro, amplitude X frequéncia, onde podemos observar as componentes
senodidais de um som (LAZZARINI, 1998).
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3 O Trato Vocal

O trato vocal € um termo usado para designar o conjunto das cavidades
laringea, faringea, bucal e nasal que constituem a estrutura ressoadora do 6rgao da
voz. Ele tem uma funcdo acustica semelhante a dos ressonadores de instrumentos
musicais como violoncelo ou fagote, com a particularidade de ser modificavel. Se um
instrumento de sopro a forma do ressonador é fixa podendo variar 0 comprimento
através de orificios laterais ou das valvulas, na voz o trato vocal praticamente nao
varia de comprimento, mas pode assumir formas muito diferentes. A modificagdo da
forma do trato vocal permite a emissdo de sons diversificados, e é conseguida

através da lingua.

O trato vocal apresenta quatro ou cinco ressonancias importantes - Os
formantes. Eles sdo zonas em que ha grande concentracdo de energia acustica, e
podem ser vistos no dominio das frequéncias. A teoria dos formantes sera detalhada

mais a frente. (Henrique, 2002)

3.1 Acustica do trato vocal

Nessa secdo iremos desenvolver equacdes analiticas para o trato vocal
(Frederico Miyara). Ele pode ser considerado em primeira aproximagcdo como um
cilindro cuja seccéo transversal varia com a posi¢cao ao longo do seu eixo. As formas
e dimensdes dessa seccdo transversal também experimentam uma evolugdo no
tempo. Para modelar matematicamente a influéncia do trato vocal na sintese da voz
no interior desse tubo, vamos supor que essa evolugédo no tempo ocorra lentamente,
de modo que o sistema seja estacionario. Vamos iniciar com o caso mais simples

até os mais complexos.
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3.1.1 Tubo uniforme

A producdo do som no interior de um tubo uniforme deve satisfazer a

equacdo de onda. Nosso objetivo agora é demonstra-la. Consideremos um tubo

cilindrico de seccdo transversal Ae extensdo infinita como o indicado nos dois
instantes de tempo na figura 9. As duas regibes sombreadas correspondem a
mesma por¢cdo de gas. Na parte superior da figura a pressao total é constante e

igual & pressdo atmosférica, P,. Na parte inferior a porcéo de ar foi deslocada de
uma distancia Y, e sua espessura passou de AXa AX+Ay. A pressdo foi

modificada de um valor P, no lado esquerdo e P+ Apno lado direito, resultando
assim uma forca que atua sobre o volume de gas. Tanto o deslocamento como o

incremento de pressdo sdo funcdes das varidveis Xe t, isto é, Y(X,t) e p(x,t).

Chamaremos de Pressdo Sonora o incremento de presséo P(X,t) .

Ax

X x+Ax

Ax + Ay

P,+p P, +p+ Ap

X x+y x Tyt Ax+ Ay

Figura 9 — Um tubo de secc¢éo constante em dois instantes de tempo diferentes.

m
AAX

Considerando que a densidade do ar é Py = , vamos aplicar a segunda lei de

Newton (Symon, 1981).
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F = p, AAX 6t_2/ (90)

Por outro lado a forca resultante &

F=(R+p)A—(R,+p+Ap)A

F =—-ApA (91)
Igualando (90) a (91), obtemos

2

0, AAx‘Zt—g' — _ApA

o'y __Ap
Po =72 =
ot AX
Tomando o limite no segundo membro quando AX tende a zero
oy __op
—_ = 2
oo T ox 52)

Temos uma equacéo diferencial com duas funcfes incognitas: a pressao

e o deslocamento Y. Necessitamos de outra equacdo que as vincule para

resolvermos esse problema. Podemos obter uma relagdo entre pressao e volume,
considerando que a condutividade térmica do ar € muito baixa. Isso implica que o
fluxo de calor é desprezivel, e o processo é adiabatico (HALLIDAY, 1992).
PV’ = constante (93)
C

__pP ~ . - R ~
Onde 7 = € a razéo das capacidades calorificas a pressédo e volume

C

Vv

constantes. Para gases diatdbmicos ¥ =1,4. Tomando a diferencial em ambos os

membros na equacao dos gases perfeitos, PV =nRT |, (HALLIDAY, 1992) temos
PdV +VdP =nRdT (94)

Mas PdV =—dW que é o trabalho realizado sobre o gas e também que é

igual & energia interna, ou seja, dE;,, = dW . Com (HALLIDAY, 1992)

dE, =nC,dT (95)
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Logo obtemos
—nC, dT +VdP =nRdT

VdP =(R+C, )ndT

VdP =C_ndT (96)
Fazendo
vaP _ G _
odV C, v (97)
A equacéao acima pode se colocada na forma
PV (%8)

Nesse caso vamos fazer dP =p, P=PF,, V = AAxe dV = AAy . Entdo
a equacao (98) se torna

Pp_ 4y
P yAx

0

Tomando o limite no segundo membro quando AX tende a zero

£:_ @ 99
P ox (59)

Agora temos duas equacgles, (92) e (99), que vinculam as incognitas
funcionais P(X,t) e y(x,t). Em geral estamos mais interessados na pressao do que

no deslocamento. Derivando a equacao (92) com respeito & X e a (99) duas vezes

com respeito a t, temos

B Py OX°

OX
5_2(@)__15_2 P
ot? \ ox y ot? | P,

Igualando essas duas equacdes, temos

1dp_10(p
po X yatt\ R

o (o) 1o
atZ
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o°'p_Ryro’p
ot>  p, X
Ou melhor
o°p o°p
Eara (100)

Esta equacdo € conhecida como equacdo de onda unidimensional. A
constante C € a velocidade do som.

Pode-se mostrar que a solucao geral dessa equacéo é

p(x,t) = f (x—ct)+g(x+ct)

Onde f e Q séo funcgdes arbitrarias diferenciaveis duas vezes.

3.1.2. Tubo de secdo transversal variavel

Consideremos agora um tubo cuja secdo transversal é A(X)como o

indicado em dois instantes de tempo na figura 10 Novamente, as duas regides
sombreadas correspondem a mesma porcao de gas. A parte superior da figura

representa a situacao de equilibrio, isto €, auséncia de perturbacdes. A pressao total
é constante e igual & pressdo atmosférica, P,. Na parte inferior a porcéo de ar foi
deslocada de uma distancia Y e foi expandido de uma espessura AXa uma
AX+Ay. A pressdo sofreu uma variacdo Pno lado direito e P+Apno lado

esquerdo, e a seccgéo passou de A(X) para A(X+Y).



42

A

/;{1] \ —
P, P,

\ / e —
x x+Ax

Figura 10 — Um tubo de secc¢éo variavel em dois instantes de tempo diferentes.

A forca resultante que atua na direcdo do movimento €,
F=(R+p)AX+Yy)—(R+p+Ap)A(X+Y)
F =—ApA(X+Y)

Dado que normalmente Y € pequeno, podemos aproximar

A(X + Y) através de uma série de Taylor até primeira ordem
A(x+y)z A(x)+%y
OX
Logo a forca resultante é
OA
F= —AP{A(X) e Y} (101)

Mas pela segunda lei de Newton,
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2

0
F = 0y A(X)AX at—g (102)

Igualando (101) e (102), temos

2

OA oy
—Ap| A(X)+—V | = 0, A(X) AX —-

Dividindo por A(X) e por AX e tomando o limite quando AX tende a zero, obtemos

o, 1 oa ] oy
x|~ AX) ox Po o2 (103)

Esta equacéo diferencial parcial ndo € linear, o que complica sua solucéo.

Se Y é muito pequeno (0 qual acontece com sons muito intensos) a variacao relativa

de area entre Xe X+ AX se torna desprezivel e entdo podemos aproximar

op 0%y
—& =Py ? (104)

Agora devemos particularizar a este novo caso a equacao da compressao

adiabatica. Novamente dP=p e P=F,. O volume inicial agora sera

\% (X) = A(X)AX e a variagéo de volume sera

dV = A(X+Yy)(Ax+Ay)—A(x)Ax
dv :[A(x)+g—':‘y}(Ax+Ay)— A(Xx)Ax

Logo pela equacéo (98), temos
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+6Ay}(Ax+Ay)+ A(X)AX

[A(x)

Pp__
P A(X)AX

Tomando o limite quando AX tende a zero, resulta

P___ 7 oA 10X OA
P AKX {A(X)Jr ox y} oy | ox y} (105)

0

Aqui podemos fazer uma aproximacao, isto é x y< A(X) devido a

pequena variacao relativa de area causada por um deslocamento muito pequeno Y

para intensidades moderadas. Resultando,

P___7 [A(x)@+%y}

FO A(X) oX OX

P y O

rT___ 7 ZIA

P~ AX) o (x)y] (106)

Como estamos interessados em uma equacéo diferencial com a pressao
P(x,t) como Unica incégnita funcional, devemos agora eliminar a incégnita Y das

equacoes (104) e (106). Para isso derivamos (106) duas vezes com respeito a {.

1 82p y 0 82y
_ [ — | Al x)—=
Pt A ax{ ()50 (107)
Da equacéo (104) temos
Fy__ 1o
ot P, OX

Substituindo na equacéao (107)

o’p _ yR, o | A(x)op
o> AX)ox| p, oX

&p yP 1 8 5
P75 —{A(X)—p} (108)

o> py A(X) Ox ox
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o _ YR .
Onde ¢ =— . Logo, a equacéo (108) se torna

0
o’p ¢* 0 ap}
- A
o> AX) ax[ (x) OX (109)

Esta equacdo é conhecida como a equagdo de onda para um tubo de

secao variavel. Veja que nessa equacao precisamos saber o formato da area da
secdo, ou seja, precisamos saber A(X). No caso em que A(X)= A, verificamos

gue se reduz ao caso do tubo cilindrico.

3.1.3 O trato vocal com perdas

Um condutor real exibe ao menos dois fendbmenos que obrigam a
modificar as equagdes que obtivemos até agora. Sdo os efeitos de viscosidade e
absorcao nas paredes.

No lugar de fazer a analise do deslocamento y(x,t) é fazé-lo em termos
da velocidade das particulas V(X,t)e da velocidade volumétrica U(X,t), que é o
volume que atravessa uma secdo de area A(X) por unidade de tempo. Supondo
que a velocidade normal a secéo U(X,t) € dada por

u(x,t)=v(x,t)A(x) (110)

Entdo as equacdes (104) e (106) se tornam

o _ ﬁ(@)
ox . ool

g _ o
ox Pa
@__ P, Ou

ox A(x) ot (111)
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Ja derivando com respeito ao tempo (106) fica

o__rR 00

o A(x)at x AV 112)
Por outro lado, temos

Nty ALy

OX OX OX

ou_ 0

" v(x,t)A(x)]

B 2]
OX OX ot

ou_ 00

= 2t ox A(x)y] (113)
Substituindo a equacgao (112) em (113) obtemos
op yB, ou
ot A(x)ox (114)

A incorporacdo dos efeitos de atrito e de absorcdo nas paredes nessas
equacdes é simplificada se no lugar de continuarmos trabalhando no dominio do
tempo trabalhamos agora no dominio da frequiéncia, utilizando a transformada de
Laplace (BUTKOV, 1988).

F{f(t)}=F(s)=], e*f(t)dt (115)

Mas a transformada de Laplace s6 se aplica a fun¢cdes de uma Unica
variavel, no entanto aqui temos funcbes de duas variaveis. Se considerarmos a
variavel espacial como um parametro fixo no momento da transformada, obtemos

uma transformada dependente do mesmo parametro. Assim, as transformadas de

p(X,t)e u(x,t)sao respectivamente, P(X,5)e U(X,S). Entao

F{u(x,t)}:U(x,s)zj‘:e*Stu(X,t)dt (116)

ou
Vamos agora encontrar a transformada de Laplace de E
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F ul_ J'Ooe*St a—udt
ot 0 ot
Usando interacao por partes,

ou s o o 0
F{E}:e tu(x,t)‘0 —JO u(x,t)ae tdt

F{a_‘:}:su (x,5)-u(x,0) (117)

Para a pressao temos
o
FIPL_sp(x5)-p(x0
{at} P (x,5)- p(x,0)

Supondo que em t =0, o volume estava em repouso, temos U(X,O) =0.

Logo a equacédo (111) se torna

op PoS
-~ _ U (x,
%~ AX) (x3) (118)
E a equacéo (114) se torna
yP, oU
P(x,s)=— =
sP(xs) A(X) ox (119)

oP
Levando em conta que A(X)&dx representa a forga resultante sobre

uma capa de ar de espessura 0X devida & mudanca de pressdo, no entanto

P,5U (X,S) é a aceleracdo (forca por unidade de massa) que se opde a anterior.

Em caso de haver viscosidade se agrega uma for¢a que € proporcional a velocidade
e tende a se opor a forca de pressdo. O fator de proporcionalidade dessa forca
viscosa pode depender da freqiéncia e da posi¢cado o que seria muito dificil de obter
no dominio do tempo. Por exemplo, supomos que em uma cavidade de pequena
secc¢ao (estrangulamento) o atrito seja muito maior que em uma de grande seccéo.

Entdo, a equacao (118), nos leva a
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oP  pgS

x  A(x)

U -R(x,s)U (120)

Para levar em conta as perdas por absor¢cdo nas paredes, reescrevemos
a equacao (119) da forma:

ouU A(X)s

__AK) P(x,s) (121)
X 7R
oU

Observemos que &dx representa a variacdo de velocidade

volumétrica entre a face direita e a esquerda de um volume de ar de espessura dX.
A equacao (119) estabelece um dos mecanismos pelos quais se perde velocidade
volumétrica: o fato de que a pressdo esta aumentando, faz diminuir uma dada
massa ar. O outro mecanismo, que pretendemos incorporar, € 0 aumento da seccao
total devido a pressdo sobre as paredes do trato quando estas ndo séo rigidas.

Fendmeno ilustrado na figura 11

P

il

Pu_p _______________________

Figura 11 — O efeito da pressao sobre as paredes rigidas do trato vocal.

Para simplificar a andlise devemos supor que as paredes interiores do
trato respondem localmente a presséo, isto €, independe do que acontece com um
ponto vizinho. Se bem que na realidade isto ndo sucede, pelo fato de que por

continuidade, a pressao nao varia bruscamente de um ponto a outro vizinho.
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Figura 12 — Geometria para o célculo da admitancia acustica das paredes do trato vocal

A reacao local de uma superficie mediante a pressdo, ou seja, 0 grau de
resisténcia que o meio oferece ao movimento se traduz nos conceitos de impedancia
acustica, definida como quociente entre as transformadas de Laplace da presséo e a
velocidade, e no conceito dual de admitancia acustica, que por sua vez é o
qguociente entre as transformadas da velocidade e a pressdo. Com referéncia a

figura 12, se a pressao sobre a parede em um ponto localizado em coordenadas

cilindricas (0, X) com a coordenada p constante é Pparede(ﬁ, X,S) e a velocidade

de deslocamento da parede normal a superficie é V,(6,X,S) , entdo a admitancia

pontual é
V. (6,X,S)
(6,x,59)

Y*(Q, X,S) = (122)

P

parede

Dado que a longitude de onda é muito maior que as dimensdes
transversais do trato vocal, podemos supor que o campo sonoro é plano, pelo qual a

pressao sonora é aproximadamente constante em toda a seccéao, isto é,
P arece (6, %,5) = P(X,5)
De maneira que

V,(0,%,5)=Y"(6,%,5)P(x,5) (123)
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Propomo-nos calcular o volume que escapa pela parede por causa do
escoamento desta. Consideremos para isso 0 volume que escapa pelo contorno da

lamina delgada de espessura 0X da figura 12. Podemos escrever o elemento de

area como

dS =S (6, x)dadx

Onde S (9, X) depende da forma do condutor. O volume que escapa pelo

referido contorno sera

dU e =V, (6,%,5)S (0, x)ddx
2z
AU g, = X [ V,(6,%,5)S (6, x) O
0
2z
dU e = dx_[ Y*(0,%,5)P(x,5)S(0,x)d6
0
du

parede

2z

= P(x,s)dij* (6,%,5)S(6,x)dg
0

Chamando de admitancia total no ponto X a

2z
Y (x,8) = IY*(Q, x,5)S(6,x)d6 (124)
0

Entéo
dU =P(x,9)Y (x,s)dx
Podemos escrever a equacgéo acima na forma

de = P(x,S)Y (X, s)dx
OX

ouU
— P = P(X,5)Y (X,5) (125)
OX
Este valor representa as perdas de volume devido o aumento de pressao
gue esta empurrando as paredes perimetrais da lamina para fora, que deve ser

subtraida da equacéo (119), que nos leva a
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U  A(x)sP
x R

Temos assim incorporado, nas equacdes (120) e (126), os efeitos da

-Y(x,8)-P (126)

viscosidade e absorgéo nas paredes internas do trato. Combinando-as obtemos uma
equacdo que envolve unicamente a pressdo P(X,S). Da equac&o (120), temos:
U= A(X) oP
P,S+A-R oX
Derivando esta equacdo com relacdo a X, temos

o A9 )

T x| ps+AR X

OX _&

Igualando a equacédo acima com a equacao (126)
0 A(Xx) oP As
of A o) —+Y |P (127)
OX\ pyS+ A-R 0X yoXe

Onde 7P, =,00C2. Esta € uma equacdo em derivadas parciais, que na pratica se

comporta como se fosse uma equacédo ordinaria, ja que s6 aparecem as derivadas
com respeito a uma so6 variavel (em X). As derivadas com respeito a variavel
ficaram absorvidas ao aplicar a transformacdo de Laplace. E entdo, uma equacéo
homogénea de segunda ordem e coeficientes variaveis e dependentes além do

parametro S. A solucédo geral é da forma

P(x,s) =ag(x,s) +bh(x,s) (128)
Onde g eh s3o duas solugbes particulares linearmente independentes, e, por
aplicacao da equacao (120)

U(x,s) = A

g oh
7 laZZ(x b (X,
P,S+A-R {a OX (x.8)+ OX (x S)} (129)
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3.1.4 Representagéo Matricial

E interessante analisar o trato vocal como uma caixa preta com uma
entrada (a glote) e uma saida (os labios). Dado que existem duas variaveis de
entrada e duas de saida (as respectivas pressdes e velocidades de volume), o
problema é similar ao de um quadrupolo elétrico, e sua descricdo pode realizar-se

por meio de uma representacao matricial.

3.1.4.1 O Caso geral

Supondo que a entrada esta em X =0 e a saidaem X =L, teremos

P.. = P(0,s) =a(0,s)+bh(0,s)

(130)
-A ag oh
U,,=U(0,s)=———a—(0, b—(0,
o =U(0,5) pOHA.R[aaX( $)+b—( s)}
P, =P(L,s)=a(L,s)+bh(L,s)
(131)
-A og oh
U =U(L.S) pOHA_R[a@X( 8)+b—( ,s)}

Temos quatro equacdes e seis incognitas (&b, Py, Uy, P Ugy ).
Podemos escolher duas delas como parametros independentes, e logo obter os

restantes. Supondo conhecidas P, € Uy, podemos encontrar as constantes

a e bdas equacdes (131), e das equacdes (130), obtemos P, € U, . Aplicando a

regra de Cramer, temos
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Psai h(L1S)

_Musai ah(l_,s)
A OX

g(L,s) h(L,s)

o9 oh
—(L,s) —(L,s
A (bs) o (Ls)
(132)
g(L,s) P
ag(L,s) _Musai
b= OX A
g(L,s) h(L,s)
o9 oh
—(L,s) —(L,s
A (bs) S (L)
Entéo,
0,s h(0, s
F)ent . Ag( a) A( O)h a
Uent - —_g(ovs) ——(0,9) |l b
P,S+A-R 0s P,S+A-R 0s
9(0,s) h(0,s) P, h(L,s)
—A X -A_ ©oh pos+A-R oh
—F (O, -~ (0, _ P ARy, A
P |_ \psS+A-R 88( ° PoS+A-R88( °) A s ax(L’S)
Uai ) 9(L9)  h(L.s) 9(L.9) P
g oh g p,S+AR
— (L, —( L, 9 P _
8X( S) 6X( S) aX(L’S) A Usa|
Ou ainda,
9(0,s) h(0,s)
-A  dg -A oh oh 0,5+A-R
[Pem]_ ,005+A'R 0s (078) pOS+A'R oS (018) &(L’S)Psai-i_h(LlS)oTUSai
o b9 9 —a—g(L,s)Psai—g(L,s)—p°S+A'RUsai
g oh OX A
Bis) Mus)
OX 194
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Isto pode ser escrito na forma,

I:)ent K11 K12 I:)sai I:)sai
= =K (133)
U ent K21 K22 U sai U sai

Onde os parametros K; sdo analogos aos parametros A, B, C e D das matrizes

de transmissdo dos quadrupolos, utilizadas para descrever conexfes em cascata

(por exemplo, em linhas de transmissao) Os valores resultantes sdo

g(O,s)ahg—’S)—h(O,s)ﬁg(L’S)
K — X OX
H g(L,s) h(L,s) (134)

g oh

A (bs) 2 (Ls)

_ ps+ARg(0,5)h(L,s)-h(0,s)g(L,s)
25 A g(L,s)  h(L,s) (135)
og oh

D) Sy

K

oh(L,s) og(L,s)
A O (0,9) o h(0,s) ~
PoS+ AR g(L,s)  h(L,s) (136)

g oh
—(L —(L
ax( ’S) 6)(( ,S)

K21 -

aggo,s) h(L,s)- oh(0,s) g(L.s)
K. —__ OX OX
# g(L,s)  h(L,s) (137)

g oh

A (bs) o (Ls)

Os coeficientes Kij sao funcdes de S, e em geral os casos sao muitos complexos

para seu tratamento analitico mediante formulas exatas.
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3.1.4.2 Caso de um tubo uniforme

Supomos agora um caso particular de um tubo uniforme, com viscosidade

e admitancia constante ao longo de toda sua longitude para cada valor de S, isto &,
A(x,5)=A(s)
R(x,5)=R;(s) (138)
Y (%,5)=Y,(s)

Entdo a equacao (127) pode ser escrita como

0P s Y
—=(p,S+A-R +— |P
Fvaal U )( e AJ (139)
’ S Y
Vamos fazer O (S):(POS+A‘R)[ 2 +—). Com isso a equacio
pPoC” A
(139) se torna
0°P 2
—=0P
o (140)
A equacéo (2.51) admite uma solucéo geral da forma
P(x,s)=C, cosh(ox)+C,senh(ox) (141)

Fazendo com que g(X,S)=COSh (O'X) e h(X,S)zsenh(O'X), podemos calcular

Kij
cosh(oL) Msenh(aL)
K_[Kll Klzj_ Ac
- - (142)
K21 Kzz L cosh (GL)
P,S+ AR

Neste caso simples foi possivel obter a expressao exata para a matriz de
transmiss@o quando se conhecem A, R, e Y. Em um caso ideal em que R=0e

S
Y =0(resultado em O = E) os coeficientes obtidos ndo sdo fungdes racionais.
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3.1.4.3 Decomposigéo do trato vocal em tubos uniformes

Apesar do trato vocal ndo ser uniforme, pode-se analisar de uma maneira
simplificada, reduzindo a um certo nimero de componentes uniformes conectadas

uma apos a outra como na figura abaixo.

Figura 13 — Aproximacéao do trato vocal mediante uma conexdo de tubos uniformes cada um com sua

matriz de transmiss&o K,

Se chamarmos K;,... K, as matrizes de transmissdo de cada segmento,

podemos obter a matriz total como o produto matricial de todas elas, pois temos uma
continuidade do sinal.
K=K,;-K,-....K (143)

n
Isto simplifica notavelmente a analise nos casos que seja possivel
decompor um condutor em sec¢des aproximadamente constantes. A equacao (143) é

também aplicavel quando as sec¢des séo variaveis.
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4 A voz humana

A producao da voz se inicia com uma contragdo-expansado dos pulmdes,
criando, assim, uma diferenca entre a pressao do ar nos pulmdes e a pressao do ar
na frente da boca, causando um escoamento de ar. O escoamento passa pela
laringe e, antes homogéneo, vai se transformando em uma série de pulsos
(conhecidos como trem de pulsos ou sinal glotal) de ar que chegam a boca e na
cavidade nasal. Os pulsos de ar sdo modulados pela lingua, pelos dentes e labios;
isto é, pela geometria destes 6érgdos, de forma a produzir o que conhecemos por
voz. O sinal glotal, porém, possui propriedades importantes de dificil reproducao que
estdo intimamente ligadas as caracteristicas anatémicas e fisiolégicas da laringe
(CATALDO, 2004).

Atualmente, a teoria mais aceita para a descri¢cdo do sinal glotal (isto é, o
aparecimento do trem de pulsos) é a teoria chamada de aerodindmica - mioelastica,
proposta por van den Berg (1958) e Titze (1980). Esta teoria postulou que o
movimento de abrir e fechar as cordas vocais sdo regidos pelas propriedades
mecanicas dos tecidos musculares que constituem, principalmente, as cordas vocais
e pelas forcas aerodindmicas que se distribuem ao longo da laringe durante a
fonacado. A acéo neural consiste apenas em aproximar as cordas vocais de tal forma

que a superficie destas vibre.

Para facilitar o estudo do sistema de producdo da voz, normalmente o
reduzimos a quatro grupos distintos, em relagcdo a onda sonora que é produzida ou
modificada pelos 6rgdos. O primeiro grupo, que chamaremos de grupo da
respiracéo, corresponde a producao de um fluxo de ar; que se inicia nos pulmdes e
termina no final da traquéia. Na faringe, encontram-se os 6rgaos do segundo grupo,
responsaveis pela producdo do sinal glotal, que chamaremos de grupo da
vocalizacdo. O sinal glotal € um sinal de baixa intensidade, que necessita ser
amplificado e que determinadas componentes harménicas sofram "énfase", de
maneira que os fonemas sejam caracterizados. Chamaremos este grupo de grupo
de ressonancia. Esse fendmeno ocorre na passagem do ar pelo trato vocal (porgéo

que vai da laringe até a boca). Finalmente, as ondas de pressédo sdo irradiadas
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gquando chegam a boca. A esse grupo chamaremos de grupo da irradiacao.
Estaremos mais interessados em estudar a modelagem matematica do terceiro

grupo, ou seja, a amplificacéo do sinal (CATALDO, 2004).
4.1 O pulso vocal

Para compreender as caracteristicas do espectro da fonte sonora €
importante discutir a vibragcdo das pregas vocais. Cada prega € uma dobra de
tecidos que, mecanicamente, comporta-se como um corpo (musculo e ligamento)
relativamente rigido e pesado, revestido por uma cobertura (tecido conjuntivo e
epitelial) flexivel (HIRANO, 1981). O fluxo aéreo € modulado & medida que o espaco
entre as pregas vocais € aberto e fechado ciclicamente, de acordo com a
deformagéo da camada de cobertura (Figura 14).

A vibragdo glética da-se de forma aproximadamente periddica, mas a
velocidade do fechamento de cada ciclo € maior que a velocidade de abertura.
Assim, o fluxo é inclinado para a direita. Se os pulsos gléticos fossem perfeitamente
senoidais, haveria apenas uma componente harménica de Fourier e ndo haveria
excitacdo de mdultiplos formantes, ndo sendo possivel, por exemplo, a producdo de
vogais diferentes. Devido a assimetria do pulso, 0 espectro passa a possuir ndo
apenas a componente fundamental, mas uma série harmdnica onde a freqiiéncia de

cada termo é um multiplo inteiro.

Ajustes fechada abertura  fechamento fechada

Pré- (+ répido)
fonatérios l

fluxo » / n

| /// :\\ ; A

Figura 14 — Ciclo fonat6rio na voz modal adaptado por HIRANO 1981 O movimento do abrir e fechar

da glote.
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A partir da esquerda: as pregas vocais estédo inicialmente fechadas e,
dependendo da freqUéncia e intensidade do som a ser produzido, tém ajustes pre-
fonatdrios adequados de pressdo subglética (pressédo abaixo da glote provocada
pelo ar dos pulmbes, HENRIQUE, 2002), a tensdo longitudinal, aproximacdo da
parte posterior das pregas vocais e a forca de compresséo na parte medial. Com o
esforco expiratorio e com a glote ainda fechada, a pressao intraglética aumenta
enquanto as bordas inferiores afastam-se, acumulando energia potencial elastica na
camada de cobertura. Com o aumento da presséao intraglética, as bordas superiores
finalmente separam e o ar flui pela glote. O fluxo de ar leva a uma queda na pressao
intragldtica que ocorre num momento em que as bordas inferiores estdo muito
comprimidas. Isto resulta numa fase de fechamento mais rapida que a de abertura,
causando uma assimetria na forma dos pulsos gléticos. O ciclo repete-se em uma
frequéncia fundamental. Os detalhes (a) e (b) mostram a oposicdo entre os sentidos

dos movimentos das bordas superiores e inferiores (VIEIRA, 2002).

4.1.1 Modelagem matematica do pulso

Considerando que a cada ciclo a glote abre devagar e fecha muito rapido,
isso ira fazer com que o trem de pulsos de onda de presséo tenha um ataque lento e
uma queda rapida como na figura 14. No dominio do tempo, uma boa funcédo que

pode representar esse fenbmeno é

t) 2
P(t)=P, (?] sen’ (?ﬂt] (144)

Onde essa fungdo tem periodo T . O parametro & nos diz se o ataque é
lento ou rapido. Quanto maior « , mais inclinado sera o pulso, caso @ seja nulo a

onda néo tera inclinagdo. Vamos estudar quatro valores de « .
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b

Figura 15 — Comparacéo entre as formas do pulso vocal de acordo com a variacdo do parédmetro a

Para @ =1 podemos calcular os coeficientes de Fourier da equacio (144)

.
a, :%Itsen2 (Z_I_—”tjdt =0,5P,
0
2P, T 27 27n
a =—2 |tsen?| ==t |cos| ——t |dt
7] (T) (T ) -

.
b, = 2—F,:()J.tsen2 (thj sen (@tjdt
T 3 T T

Os calculos algébricos para @, e b, foram feitos da maneira

computacional usando o software GEOGEBRA. Construimos abaixo baseado na

série de Fourier, o gréfico frequéncia @ versus amplitude relativa.
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Figura 16 — Grafico obtido da série de Fourier da funcao P(t) para ¢ =1. Vemos irregularidade no

oitavo harmonico. No eixo horizontal temos s freqiiéncias em unidades de @ e no eixo
vertical temos as amplitudes calculadas de acordo com a equagdo (145)

Para a =3, fazendo o mesmo procedimento

_ 2R o[ 27 _
ao__l_—4_([tsen —t]dt=0,231R,

2P t.a (2%
a =—2|t’sen”| —t
n T4 ?‘; T (146)

N—
o
@]
(2]

7~ N\

N
|3
>
—+

N—
Q.
—

.
b, = 2—Ij"J't?’sen2 (z—ﬂtjsen (@tjdt
T 5 T T



Obtemos o gréfico
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Figura 17 — Grafico obtido da série de Fourier da func¢ao P(t) para a =3. Vemos irregularidades

nos sexto e oitavo harmonicos.

Para o =5

]
= % [t°sen’ (z_l_—ﬂtjdt = 0,1374P,
0
)
a = 2—IEJJ.tSSen2 (Z—Et
T T

.
b, :Z—Pg’jtf’sen2 (Z—Htjsen(@t)dt
T° 5 T T

N—
(@]
o
(%2)

7~ N\

N
|3
-}
—

N—
o
—

(147)



Obtendo
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Figura 18 — Grafico obtido da série de Fourier da fungao P(t) para o =5.

Para o =8

_ 2R [oan2( 27 _
ao__l_—g_([t sen’| ——t |dt =0,0723R,

.
an=2—|:;°_[t85en2 2z,
T 3 T

.
b = %It%enz 2z,
0

T

T
T
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(148)
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Finalmente

0.07 1

0.061

0.051

0.04

0.031

0.02 1

Figura 19 — Grafico obtido da série de Fourier da fungdo P(t) para o =8.

Temos quatro fungdes que representam o sinal glotal. As que mais se
aproximam da realidade sdo aquelas que a =5 e a =8, pois se observarmos os
graficos do dominio espectral dessas fun¢des vemos que ndo ha irregularidade a
partir do quinto harménico o que acontece com as fungdes as quais @ =1 e a =3.

Na proxima secao vamos ver o que o efeito da ressonéncia faz com esse sinal.
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4.2 Os formantes

Vamos agora partir para a amplificacdo do sinal glotal, que no nosso caso
é a funcdo definida pela equacédo (144). Entretanto para tal devemos recorrer ao
modelo fonte-filtro (HENRIQUE, 2002), que € construido através dos formantes que
sdo nada mais do que o valor nominal da freqiéncia central da zona de ressonancia
em questdo. Nessa zona de freqUéncia central se encontra a maior concentracéo de
energia. Podemos entender melhor o conceito de formante usando o exemplo do

oscilador harmonico unidimensional forgado. A partir da fungéo (HALLIDAY,1992)

_ A
\/mz (a)2 — )2 +b’w?

R(w) (149)

Onde as constantes M e b s&o respectivamente a massa do oscilador e
uma constante de amortecimento do meio. Podemos construir o grafico de

ressonancia desse oscilador

Figura 20 — A variagdo da amplitude de um oscilador harménico for¢cado, em funcdo da freqiéncia
angular @ (variavel) da forca aplicada. As trés curvas correspondem a niveis diferentes
de amortecimento.

Analisando a figura 20 vemos que quanto maior é o amortecimento do

meio onde se encontra o oscilador, a curva vai se tornando mais larga. Observamos
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também que o gréfico possui um maximo quando a frequéncia da forca externa é
igual a da frequéncia natural. Esse maximo é o unico formante no caso do oscilador
harménico. Para a emissdo cantada da vogal ‘@’ uma mulher com voz do tipo
soprando em uma frequéncia especifica (por exemplo, uma nota musical) o trato
vocal dela apresenta trés ou quatro frequéncias importantes que sao justamente os

formantes do seu trato vocal.

A equacao para o conjunto de formantes serd a soma de trés ou quatro

expressodes do tipo da equacéo (149). Logo

A A
R(a)): +
\/Mz(a)z—wf)2+82a)2 \/Mz(a)z—a)zz)2+Bza)2
) A A (150)

+
\/Mz(a)z —a)32)2+ B*w? \/Mz(a)z—a)f)z +B’w’

Onde MeB sido constantes que estdo relacionadas com a inércia e o

amortecimento, respectivamente. A primeira € um parametro livre, mas a segunda
deve ser escolhida de forma que seu valor seja muito pequeno. Segundo FANT
(1960) a teoria fonte-filtro considera a fonte como sendo o som laringeo resultante
da variacdo no tempo do fluxo glético, e o trato vocal faz a funcdo de um filtro

“selecionando” as frequéncias que serdo radiadas (TITZE, 1994).
4.2.1 Afiltragem

De toda a informacgéo contida no som laringeo, o trato vocal concentra a
energia acustica essencialmente nas regides espectrais correspondentes aos
formantes. Este processo resulta numa grande simplificacdo da informagéo que sera
processada pelo sistema auditivo (TITZE, 1994). Devemos ter os valores das
frequéncias de cada formante. Mas seus valores mudam de acordo com o tipo de
voz. Por isso vamos encontrar a forma de onda da vogal “a” cantada por uma

voz feminina tipo soprano na freqiéncia da nota la.
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Segundo Jean Piché & Peter J. Nix, 1994-97, as frequéncias dos
formantes para o tipo de voz em questdo sdo aproximadamente 800 Hz para o

primeiro, 1150 Hz para o segundo, 2900 Hz para o terceiro e 3900 Hz para o quarto.

Multiplicando esses valores por 277 e substituindo esses valores na equacio (150)

nos valores de @,, @,, @;, ®,, e 0s valores das amplitudes de ressonancia no

nosso modelo tedrico sdo respectivamente A=A =A,=A, =1 podemos

construir o grafico de ressonancia que nos mostra os quatro formantes

Amplitude relativa

0.a

D&

0.4

"] requencia (kiHz)
Q0 =1 10 12 20 25 30 35

Figura 21 — Gréfico de ressonéncia do trato vocal. Vemos de forma destacada os guatro formantes.

Nosso trabalho agora é filtrar as freqUéncias da figura 19. Para tal vamos
aplicar os valores de cada uma delas individualmente na equacéo do filtro (eq. 150)
para uma frequéncia especifica que segundo TELES (2008), sera a da nota la (220
Hz) e descobriremos as novas amplitudes filtradas. A seguir temos uma tabela com
os valores das frequéncias e amplitudes ap0ls a filtragem, a partir desses dados

construimos um novo gréfico relacionando essas grandezas.



68

Tabela 1 — Valores das freqiiéncias e amplitudes relativas filtradas

Frequéncias (kHz) | Amplitudes

1,3823 0,0694
2,7646 0,0839
4,1469 0,1559
5,5292 0,231
6,9115 0,2536
8,2938 0,0883
9,6761 0,0449
11,0584 0,0314
12,4407 0,0253
13,823 0,0228
15,2053 0,0231
16,5876 0,0291
17,9699 0,1052
19,3522 0,0337
20,7345 0,0212
22,1168 0,0198
23,4991 0,0289
24,8814 0,0568
26,2637 0,017
27,646 0,0112

0.8 Amplitude relativa

0.7

0.6

0.5

0.4

0.31

0.2 U

0.1

f

0 éncia (kHz)
0 5 10 15 20 25 30

Figura 22 — Grafico das freqiiéncias filtradas nos dando novas amplitudes dos coeficientes de

Fourier.
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Uma vez que sabemos as novas amplitudes (filtradas) podemos
determinar a forma de onda que sera irradiada pela boca usando novamente a

analise de Fourier. A funcéo que iremos usar para a forma de onda é

P(t)=0,0723R, + Poia'nsena)nt (151)
n=1

A seguir temos o grafico no dominio do tempo que representa a forma de

onda, claro que ndo obteremos o formato ideal até porque s6 tomamos vinte
frequéncias, que séo vinte termos da série que escrevemos somente em termos de
senos. Mas isso nos da uma boa aproximagao do som de um “a@” cantado de uma
voz feminina tipo soprano. Comparando o resultado tedrico (figura 23) com o
resultado experimental (figura 24), obtido por CATALDO, 2004 vemos gque Nnosso

modelo tem uma boa aproximacéo da realidade.

Amplitude

i ]

‘ ”q ”"1 ‘V'J ” n”

fid‘ l'\\

Hq\ ‘ “'L tempo
i I

‘ 04}

|

L L . L . L L L L
005 0055 006 0085 007 0075 008 008 009
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|
N \ I
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o

02+

Figura 23 — Forma de onda aproximada da Figura 24 — apenas um trecho do

“pn sinal-destaque para a
vogal “@” cantada por uma voz

- A . periodicidade do sinal
feminina na frequéncia da nota la

(220 Hz) de voz correspondente

a vogal ‘a’ (sustentada).
Segundo Cataldo, 2004.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, propusemos uma modelagem matematica para a
producdo da voz humana, incluindo uma parametrizagéo para a forma da onda da
voz humana e o uso de equaches de filtros ressonantes para representar 0S

formantes da voz humana.

Ao compararmos 0s quatro modelos para diferentes valores de alfa,
percebemos que a forma do pulso é um pouco assimétrica devido a periodicidade de

abertura e fechamento da glote. Usando a andlise de Fourier foram construidos

quatro graficos amplitude versus freqiiéncia. Para o =1 vemos que & medida que

as freqiéncias aumentam, as amplitudes delas caem com excecédo da oitava que
tem um leve aumento. Ja para o =3 vemos que ha um aumento abrupto nas sexta

e oitava frequéncias. Tanto para @ =5 e a =8 as amplitudes das freqiiéncias
decaem normalmente mostrando que esses sdo modelos mais aceitaveis para o

sinal glotal.

Apds encontrar uma representacdo adequada para a forma do pulso vocal
e decompd-lo em suas componentes espectrais, foi encontrada uma representacao
para os formantes, baseada nas equacdes para filtros ressonantes. Estes filtros

modificam as amplitudes originais das componentes espectrais do pulso glético.

Como exemplo, aplicamos esse conjunto de processos a vocalizacao da
vogal “a@” por um individuo do sexo feminino. A forma de onda encontrada mostrou-
se uma boa aproximacdo do som vocalico “a” sustentada em certo intervalo de

tempo.
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