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RESUMO

Na equacdo de Schrédinger, a massa € geralmente tratada como constante. Contudo,
h& diversas situacdes onde a matéria se comporta como se efetivamente a massa
dependesse da posicdo. Inicialmente proposta para descrever impurezas em cristais, a
teoria de massa efetiva tem sido um componente relevante para o estudo de
propriedades eletrdnicas de portadores de carga em semicondutores, para o estudo de
pontos quénticos, de liquidos quanticos, clusters de 3He etc. Em geral, essas teorias
transformam uma interacdo potencial complicada em problemas onde a massa (de
maneira efetiva) depende da posicdo. Neste trabalho, mostra-se que a equacdo de
Schrédinger unidimensional estacionaria que descreve interacbes tais que a massa
pode ser considerada dependente da posicdo na forma m(x) = msech?(x), sujeita a
um potencial nulo, pode ser transformada em uma equacao equivalente a equacéo de
Schrédinger estacionaria, em um novo sistema de coordenadas onde a massa pode
ser vista como constante e sujeita a um potencial efetivo ndo nulo V. Encontra-se
entdo uma solucao analitica para o problema em termos de uma fun¢é@o de Heun local.
Em seguida mostra-se que, para este problema em particular, a solucdo encontrada
pode ser transformada em uma func¢@o hipergeométrica de Gauss por meio de uma

transformacéo direta na varidvel independente da solucao local de Heun.

Palavras-chave: Equacdo de Schrodinger. Massa dependente da posi¢do. Equacao
de Heun. BenDaniel-Duke.



ABSTRACT

In the Schrodinger equation, the mass is usually treated as constant. However, there
are many situations in which the mass effectively is position dependent. Initially
proposed to describe impurities in crystals, the effective mass theory has been an
essential component for the study of electronic properties of charge carriers in
semiconductor hetero-structures, in the study of quantum dots, quantum liquids,
clusters of 3He, etc. In general, these theories seek to address a complex (potential)
interaction in a manner equivalent to a problem where the mass (effectively) depends
on the position. In this work, one shows that one-dimensional stationary Schrdédinger
equation that describes a interaction where mass can be considered spatially
dependent, such that m(x) = msech’(x), subject to a null potential, can be transformed
into an equation similar to the stationary Schrddinger equation via coordinate
transformations where an effective constant mass is now subject to an nonzero
potential V. One finds an analytical solution to the problem in terms of a local Heun’s
function. Then one shows that, for this particular problem, the solution can be
transformed into a Gauss hypergeometric function by a direct transformation of the

independent variable

Key words: Schrodinger’'s equation. Position dependent mass. Heun’s equation.

BenDaniel-Duke.
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1. INTRODUCAO

A Mecéanica Quantica é uma teoria que se encontra bastante
consolidada. Esta é hoje um dos pilares da fisica moderna. Muitos fenbmenos
microscopicos e alguns macroscopicos sO foram explicados com o
desenvolvimento da Mecanica Quantica. Contudo, mesmo com o0s diversos
frutos tecnoldgicos do seu sucesso, esta apresenta algumas divergéncias de
interpretacbes. Um estudo mais detalhado das diversas interpretacdes
associadas a ela pode ser encontrado em PINTO NETO (2010). Este trabalho
utiliza-se da interpretacdao mais difundida, conhecida como interpretacéo de
Copenhaguen.

Em Mecéanica Classica as equacbes de movimento de Hamilton
determinam todas as informacdes associadas a uma dada particula. O anélogo
quantico destas equacgfes é conhecido como equacdo de Schrodinger. Dela,
pode-se obter todas as informacdes de um estado. Diferentemente de sistemas
classicos, onde uma particula possui uma trajetoria bem definida no espaco,
um estado quantico € descrito por uma evolug¢do temporal de uma funcéo de
onda (solucéo da equacéo de Schrodinger).

A equacédo de Schrodinger descreve uma particula de massa constante
como uma onda de matéria. Esta tem sido Gtil para explicar diversos problemas
em Mecéanica Quantica, como a descri¢cdo do atomo de hidrogénio. Contudo, ao
longo dos anos, surgiram problemas que levaram a escrever a equagcao de
Schrédinger com uma dependéncia (efetiva) da massa com a posicdo. Em
particular, sistemas de massa dependente da posi¢cdo sdo de longa data na
fisica, veja SHEWELL (1959).

Inicialmente proposta para descrever impurezas em cristas, a equacao
de Schrodinger com massa dependente da posicdo (PDM, do inglés Position
Dependent Mass) tem sido uma importante ferramenta para explicar
propriedades eletrbnicas de portadores de carga em semicondutores
(BASTARD, 1988), para o estudo de pontos quanticos (SERRA e LIPPARINI,
1997), de liquidos quanticos (ARIAS DE SAAVEDRA et all, 1994), além de
problemas da dependéncia de for¢cas nucleares com a velocidade relativa de
dois nucleos (ROJO e LEVINGER, 1961; RAZAVY, FIELD e LEVINGER, 1962).
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Este trabalho, mesmo que incipiente, tem como objetivo introduzir o
leitor & idéia de sistemas de massa dependente da posicdo na mecanica
quantica. Pode-se encontrar um breve comentério, no capitulo 2, sobre o
problema de ordenamento do operador energia cinética, e a ambiguidade
gerada na quantizacdo candnica do operador classico.

Aqui, propde-se solucionar um sistema quantico com PDM no qual a
massa possua uma dependéncia espacial do tipo m(x) = my sech?(x/a) para o
ordenamento proposto por BENDANIEL e DUKE (1966). Mostra-se uma
equivaléncia entre um sistema com PDM e outro de massa constante. Para se
averiguar as solucdes, deste problema, transforma-se a equacdo de
Schrédinger em uma equacao geral de Heun a fim de obter as solugdes mais
gerais possiveis, expressando as solu¢cdes em termos de funcdes locais de
Heun (RONVEAUX, 1995). Em particular, as solucdes apresentam-se
passiveis de uma transformacao polinomial na variavel independente, podendo
expressar esta em termos de func¢des hipergeométricas (MAIER, 2006).

Este trabalho organiza-se da seguinte forma: (i) no segundo capitulo,
encontra-se inicialmente uma rapida revisdo sobre Mecanica Quantica
ondulatoria; (i) no terceiro sao introduzidos os conceitos de sistemas onde a
massa (de maneira efetiva) dependa da posicéo; apresenta-se o problema de
ordenamento do operador energia cinética; constroi-se uma forma de relacionar
a equacao de Schrodinger com PDM e uma de massa constante; (iii) por fim,
no capitulo quatro apresenta-se o problema que se pretende solucionar; suas
solucbes e condicbes de quantizacdo da enregia. Nos apéndices A e B
encontram-se 0s conceitos sobre equacdo Hipergeométrica e de Heun,

necessarios para realizar a analise proposta no ultimo capitulo.
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2. EQUACAO DE SCHRODINGER

Neste capitulo, encontra-se uma breve discussdo relacionada ao
surgimento da Fisica Quantica, em particular ao desenvolvimento da equacao
de Schrodinger. Apresenta-se um conjunto de caracteristicas matematicas, e

sua interpretacéo fisica mais aceita.

2.1 INTRODUCAO

No final do século XIX, podia-se encontrar na Fisica Classica dois
problemas que afligiam os pesquisadores. Problemas estes que levaram o
grande fisico a dizer

“No céu azul da fisica classica existem apenas duas nuvens a serem dirimidas...”

Lorde Kelvin.

Esta frase aparece freqientemente em livros, palestras e em textos
publicados na internet, na maioria das vezes sendo interpretada de maneira
errada. A primeira nuvem refere-se ao desenvolvimento da teoria ondulatoria e
ao experimento de Michelson e Morley. J4 a segunda, refere-se a equiparticdo
da energia proposta por Maxwell-Boltzmann. Essas nuvens mais tarde deram
origem a Teoria da Relatividade e a Mecéanica Quantica.

Estando ciente da importancia e das possiveis implicacbes que as
respostas destes problemas trariam para a Fisica Classica, Lorde Kelvin
dedicou algumas palestras e um artigo inteiro na discussédo destes problemas
(KELVIN, 1900). Informacbes relacionadas a autenticidade da frase citada
anteriormente podem ser encontradas em SCHULZ (2007) .

A solucdo do problema da radiacdo do corpo negro por Planck marcou,
para muitos, o inicio da Teoria Quantica. E a partir dela que surge a nogéo de

pacotes de energia para explicar o espectro da radiacdo do corpo negro.
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Posteriormente, idéias como a de Louis De Broglie* lancadas em 1924 (DE
BROGLIE, 1949), experimentos como de DAVISSON e GERMER (1927), onde
feixes de elétrons séo difratados por um cristal de niquel, e o experimento de
Stern-Gerlach (GERLACH e STERN, 1922) forneceram suporte para o
desenvolvimento da mecéanica quantica (principalmente para a mecanica

ondulatoria).

2.2 FUNDAMENTOS DA MECANICA QUANTICA

Em Mecéanica Quantica, uma particula em um sistema fechado pode ser
descrito por um estado |¥) que evolui no tempo obedecendo a equacéo de
Schrodinger (isso ocorre de maneira determinista). Diferentemente da
Mecanica Classica, um dado estado |¥) ndo € um objeto bem definido no
tempo e no espaco, este fornece apenas a amplitude de probabilidade de se
obter diferentes resultados ao se efetuar uma medida.

Suponha que um estado |¥) possa ser expresso em termos da

combinacao linear de dois auto-estados, ou seja, |¥) = a,|¢1) + a;|¢p,)%. Antes
de um observador externo inferir algo sobre o estado |¥), tanto |¢;) como |¢p,)
existem simultaneamente. Contudo, no momento em que um dado observador
externo efetua a medida sobre o estado |¥), este observara ou o autovalor
a; para |¢,)o0u a, para |¢,). Isso & conhecido como colapso da fungdo de
onda.

A influéncia do observador na medida e a incerteza associada a qual
autovalor dos possiveis estados a medida ira assumir tem sido alvo de estudos
filosoficos da Mecanica Quantica. Esta é conhecida como problema da medida
e foi primeiramente estudada por von NEUMANN (1932). Este problema é
discutido com uma abordagem mais contemporanea em PESSOA JR (1992).

Além da interpretacdo do colapso da funcdo de onda existem muitas

outras que sdo discutidas na literatura. Caso o leitor se interesse por este

1 Em setembro de 1924 De Broglie publicou um artigarevista ingles&hilosophical Magazineno

qual apresentava algumas partes de sua tese deattnjtcom vista a fundamentar a possivel exisénci
de ondas de matéria.

2 Estes podem ser o spin up ou down de um elétron.
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assunto, sugere-se a leitura de PINTO NETO (2010). Esta obra trata de
algumas das mais famosas interpretagdes da Mecanica Quantica, podendo ser
citado a interpretacdo de Copenhaguen, emaranhamento, interpretacao de
varios mundos, dentre outras. Esta monografia ndo se prende a discussao de
tais interpretacbes. Aqui se utiliza a mais difundida, conhecida como
interpretacéo de Copenhaguen.

Sabendo da influéncia do observador no estado ao realizar a medida, ou
seja, gera-se sempre uma ligeira mudanca (perturbacdo) no estado,
HEISENBERG (1927) introduziu o principio da incerteza. Este prediz a relacao
entre duas medidas simultaneas. O principio da incerteza impde que ao se
realizar medidas simultdneas entre a posicdo e o momento linear de uma
particula, o produto das incertezas associadas as medidas ndo deve assumir
valor inferior a /2, ou seja,

h
AxApZE (D

A mecanica quantica é desenvolvida no espaco de Hilbert (espaco
complexo de dimensédo geralmente infinita). Neste, estdo contidos os possiveis
estados que descrevem uma particula, os quais sao representados por vetores
kets |y) (para cada vetor ket existe um vetor bra, (y|, associado a este). Para
uma maior compreensdo dos aspectos da mecéanica quantica € sugerido a
leitura dos seguintes livros textos adotado em muitos cursos de graduacgéo e
pés-graduacdo: GRIFFTHS (2005), de TOLEDO PIZA (2009), COHEN (1977),
DIRAC (1996) e SKURAI (2010).

2.3 CARACTERISTICAS DA EQUACAO DE SCHRODINGER

No ano de publicacdo da tese de De Broglie, em 1924, Schrodinger era
professor da Universidade de Zurique (nesta época trabalhava com Fisica
Estatistica e das Radia¢gfes). Cerca de dois anos depois, Schrodinger teve
conhecimento da tese de de Broglie o que o incentivou a buscar uma equagéo
de movimento para as ondas de matéria. Nesta época, Schrodinger participava
de um ciclo de seminarios na Universidade de Zurique, organizado por Peter

Debye, onde foi incumbido de apresentar a tese de de Broglie. Posteriormente,
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Schrédinger publicou uma série de sete artigos contendo aspectos

fundamentais da teoria quéantica nao relativistica (ROCHA, 2002).

Uma das mais famosas equac¢des da mecanica quantica, ou até mesmo
da Fisica, a equacao de Schrodinger é uma equacao diferencial parcial linear
contendo uma derivada temporal de primeira ordem e uma espacial de
segunda ordem. Esta tem como solucdo a funcdo de onda (comumente
chamada de %) que representa a descricdo ondulatéria de uma particula
material. A funcdo de onda determina o estado de uma particula, ou seja,
contém todas as informacgdes necessarias que se pode obter desta.

Apresenta-se abaixo 0 conjunto de caracteristicas ondulatorias que
descrevem uma particula material:

(1) Deve-se substituir o conceito classico de trajetdria por uma evolugéo
temporal de um estado. O estado de uma particula deve ser
representado por uma funcao de onda ¥(r,t), e deve conter todas as
informagdes associadas a este (exceto o spin).

(i) Y(r,t) € uma funcdo complexa definida no espaco de Hilbert e
interpretada como amplitude de probabilidade.

(i) A equacdao de Schrodinger é escrita da seguinte forma

ih=w(r,t) = HY (r,t) 2)

Onde H representa o operador hamiltoniano e é dado por

_ _ o2
H=—-—V2+V 3)

(iv) A probabilidade de se encontrar uma particula em todo o espaco

deve ser um, e é escrita como

(VYY) = foollf*(r, OY(r,t)dr3 =1 (4)

Assim, (Y|@) é dito ser o produto interno no espaco de Hilbert e

definido como
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Wlp) = f W (r, D(r, D dr® ©

Uma vez que se define ¥ (r,t) como amplitude de probabilidade, deve-
se encontrar a representacdo da densidade de corrente de probabilidade
associada a esta. Isto se encontra feito na proxima secdo. Por simplicidade,

adota-se aqui um tratamento unidimensional da equacéo de Schrodinger.

2.4 DENSIDADES DE CORRENTE DE PROBABILIDADE DA EQUACAO DE
SCHRODINGER

Deve-se ter em mente que a equacao de Schrédinger é a representante
quantica das equac¢Oes de movimento de Hamilton. Isso nos diz que todas as
informacdes associadas a dindmica de um sistema quéntico podem ser
encontradas na solucdo desta equacdo. Como ja foi mencionado, o produto
interno de uma dada funcdo de onda com ela mesma deve assumir valor igual

a um (quando normalizada)
(VW) = J- Yyrdx =1

Isto deve-se ao fato de que a funcdo de onda representa a amplitude de
probabilidade de se encontrar uma particula em uma determinada posi¢cao do
espaco (o produto interno esta diretamente relacionado com a probabilidade
em se).

Deve-se lembrar que a onda aqui € uma onda de matéria. Estas ondas
dao a probabilidade se encontrar uma particula material no espaco em um
determinado tempo. Uma vez que esta probabilidade flui como uma onda pode-
se associar a esta uma densidade de corrente de probabilidade. Nomeia-se
aqui a densidade de probabilidade dada por p(x,t) = |¥(x,t)|*> e deve-se
buscar a equacgédo da continuidade para esta. Para isto escreve-se a equacao
de Schrédinger e sua conjugada da seguinte forma
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d 1[ 7% 92 ]

alzu(x, t) —%_—%W+V_ Y(x,t) (6)
d 1 h? 02 ]
alzu (x,t)——ﬁ_—%W+V_‘P (x,t) (7)

Como p(x,t) € a densidade de probabilidade de encontrar uma particula em
um dado tempo t e posi¢cdo x, tém-se

dp(x,t) .
F T E[lp (x, ¥ (x, )]

dp(x,t)  0¥"(x,t) 0¥ (x,t)
Fr 5% Y(x,t) +

¥*(x,t) (8)

Substituem-se as derivadas parciais com relacdo ao tempo pelas das Eqg. (6) e
(7) é possivel facilmente obtido

dp(x,t) th 0| 0¥ (x,t) o¥V*(x,t)
at ~amax|l WO TG T¥EO 5 ©)

Assim a Eq. (9) pode ser escrita da seguinte forma

9] 9]
5P ) + - 1) =0 (10)
Onde defini-se J(x, t) por
t—ih y( t)alP*( t)— ¥( t)alP( t) 11
_](x, ) - zm xr ax xl xr ax xl ( )
J(x,t) € denominada densidade de corrente de probabilidade pois representa a
taxa com que a probabilidade flui por um ponto X, ou seja, dad o aumento ou

diminuicdo, em um dado ponto do espaco e instante do tempo, da

probabilidade de se encontrar uma particula massiva neste.
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2.5 OBTENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER INDEPENDENTECDTEMPO

A equacdo de Schrodinger é, originalmente, dependente do tempo.
Contudo, existem determinadas situacdes na qual se pode obter uma equacéo
independente do tempo. Para o caso de potenciais que sejam funcbes apenas
da posicéo, ou seja, V(r), pode-se utilizar o método de separagdo de variaveis
na equacao de Schrodinger e obter sua equacao independente do tempo. Para
isto deve-se supor que a funcdo de onda possa ser escrita como

(r,t) = Y(r)e(t) (12)

Feito isto, deve-se implementar a mudanca proposta para a funcao de

onda diretamente na Eq. (2), a fim de obter o seguinte resultado

) h?
ih =[] = - —— V2 [y (Me®)] + V(E)w)e(t) (13)

d h*
i) D = L ey + veuwmee (1)

Divide-se ambos os lados por y(r)¢(t) obtém-se

1 dopt) h* 1
l WT = —ﬁmvzlp@') + V(T) (15)

Uma vez que o lado direito € funcdo apenas da posicdo, e o lado
esquerdo, do tempo, tal igualdade s6 podera ser possivel caso ambos os lados
assumam um valor constante. Sabendo disto, pode-se assumir que este valor
seja hw onde w tem dimenséo de freqiéncia angular. Feito isto pode-se obter

as duas equacdes abaixo
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do(t)

o = —lwp(®) (16)
(1) = 7t a7
hZ
— 5= V() + V() = hop(r) (18)

A Eg. (18) é a equacdo de Schrodinger independente do tempo ou
equacao estacionaria. No caso estacionario, encontra-se presente apenas uma
frequéncia angular w. Pode-se recorrer a féormula de Einstein-Planck onde

E = hw e reescrever as Egs. (17) e (18) em termos da energia.

iEt

pt)=e 1 (19)
hZ
~ 5=V + V)| () = EY(r) (20)

Na Eqg. (20) o termo que antecedey(r) do lado esquerdo é o
hamiltoniano H e E corresponde a seu autovalor. Para sistemas estacionarios,

a funcéo de onda representativa é agora dada por

iEt

Y(r,t) =y(r)e k (21)
E facil notar que a densidade probabilidade p(x,t) = |¥(r,t)|?> é , neste caso,
independe do tempo. A equacédo de onda pode também ser construida como a
combinagcdo linear de diversas solugcdes da equacdo de Schrodinger
estacionaria, de modo que

[oe)

Z Calp (r)e~Ent/h, (22)

n=0
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onde ¢, é 0 peso estatistico associado a cada solucéo v, (r) da equacao de
Schrddinger estacionéria. Esta superposi¢do de estados pode gerar padrbes de
interferéncia como os presentes no experimento da fenda dupla de Young.

Por questbes didaticas, apresenta-se aqui uma aplicacao da equacéao de
Schrédinger. Considere um posso quadrado infinito representado na figura 1.
Este é o problema mais comum da mecéanica quantica. Deve-se supor uma
particula confinada em um potencial deste tipo e esta ndo deve penetrar a
barreira. Qual a funcdo de onda que descreve uma particula sujeita a este
potencial? Como € descrita a relacdo da energia com o0s possiveis estados

desta particula?

Figura 1. Representa¢cdo de um poc¢o potencial com barreiras infinitas.

V(x) =0, se0<x=>a

V(x)
I {V(x) = o0, no restante
a X

Fonte: Prépria.

(1) Para encontrar a funcdo de onda deste problema pode-se supor que

a funcdo de onda pode ser escrita na forma ¥ (x,t) = Y (x)@(t), com
ISSO nos resta apenas encontrar a solugdo da seguinte equacdo
diferencial.

h? d
[_ﬁa+ Vll/)(x) e 23)

Na regido onde a particula encontra-se confinada o potencial € nulo,

assim



(ii)

(iii)
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d? 2mE
WI/J(X) =~ Y(x) (24)

Definindo k? = 2mE /h? pode-se verificar que a solucdo matematica para

este problema pode ser escrita como:
Y (x) = Asin(kx) + B cos(kx) (25)

Contudo, a fungao de onda deve se anular nas extremidades do
poco, isto é, Y(0) = yY(a) = 0. Na primeira condicao a funcao cos(kx)
nao se anula o que indica que B deve ser zero. Fazendo x = a pode-se
verificar que ka = +m,+2m,+3m ..., ou k,, = nw/a, k ndo deve assumir
valor igual a zero para que Y(x) # 0. Com isso temos que a fungéo de

onda é representada por
. nrm —iEnt/
Y. (x,t) = Asin (? x) e h (26)

Para determinar as possiveis energias deve-se lembrar que a
constante k estd relacionada com esta por maio de k? = 2mE /hZ.

Feito isto € de f4cil verificacdo que

n?m?h?
E, = maZ (27)

Por fim, pode-se determinar a constante A por meio da condi¢ao

(W(x,t)|¥(x,t)) =1, o que fornece

a

(P(x,)|¥P(x,t)) = Azf sin2 (%x) dx

0

2
JA= [—
a
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v

. 2 . —ilEnt; ~ .
Assim ¥, (x,t) = ﬁsm (%x) e "/héa funcdo de onda associada

a uma particula presa em um poc¢o potencial infinito, e a Eq.(27) nos
diz quais as possiveis energias para um dado estado n de uma
particula (nota-se que a energia ndo € continua, esta apresenta-se

guantizada para certos valores de n).
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3. EQUACAO DE SCHRODINGER COM MASSA
DEPENDENTE DA POSICAO

Discute-se as principais caracteristicas da equacdo de Schrédinger com
massa dependente da posicao, (PDM, do inglés Position Depenendent Mass),
bem como o problema da ambiguidade que surge na quantizacado canoénica do
operador hamiltoniano. Apresenta-se uma forma de se transformar uma
equacao de Schrodinger com PDM em uma equacdo equivalente de massa

constante.

3.1 ASPECTOS GERAIS

Na equacdo de Schrddinger, a massa € geralmente tratada como
constante. Contudo, ha diversas situagfes onde a matéria se comporta como
se efetivamente a massa dependesse da posicao. Inicialmente proposta para
descrever impurezas em cristais, a teoria de massa efetiva tem sido um
componente relevante para o estudo de propriedades eletronicas de portadores
de carga em semicondutores (BASTARD, 1988), para o estudo de pontos
quanticos (SERRA e LIPPARINI, 1997), de liquidos quéanticos (ARIAS DE
SAAVEDRA et all, 1994), clusters de 3He (BARRANCO et all., 1997 ), etc. Em
geral, essas teorias transformam uma interacdo potencial complicada em

problemas onde a massa (de maneira efetiva) dependa da posigao.

A busca por sistemas analiticos onde a massa dependa da posi¢cao tem
despertado o interesse de muitos autores. Em situacdes onde se considera a
massa efetiva dependente da posicdo, hé& reconhecidamente certa
ambiglidade de ordenamento do operador energia cinética na equacao de
Schrédinger. O problema surge a partir da quantizagdo candnica do
hamiltoniano classico. Este é um problema de longa data na mecanica quantica
tendo sido discutido inclusive pelos seus fundadores, que realizaram estudos
nesta direcdo, [veja por exemplo SHEWELL (1959)]. A grande questao €: como

deve ser escrito este operador?
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Na tentativa de generalizar o problema, von ROOS (1983) introduziu
uma forma genérica de se encontrar o operador energia cinética, o qual deve

ser dado por

T= %[m“(xw mP (x)p m? (x) + m? (x)p mP (x)p m® (x)] (28)
Aqui T é um operador hermitiano, m(x) é funcdo da posicdo, a,B,y sdo
constantes arbitrarias tais que a+f+y=-1 e p € o operador momento
linear. Contudo, isto ndo resolve o problema, uma vez que é possivel obter
diversos operadores diferentes a partir deste. Alguns tipos de operador energia
cinética, utilizados na literatura, construidos a partir do ordenamento proposto
por von Roos, podem ser encontrados em KOC e SAYIN (2010). Estes sdo
listados na Tabela-1 (daqui em diante o termo de dependéncia da posicdo

encontra-se suprimido de modo que escreve-se m(x) = m).

Tabela-1: Alguns Operadores Energia Cinética

Valores de a; B; y; Operador energia cinética
a=-1,=0y=0 - 1[1 1]
T:__ 2+ 2 ___
4mp pm
1 8 0 P 1[1 ) 1]
a:——; = -, = = —|— P —
2 2’7 2 [vm? Vm

1 B=0 1 7 1[ 1 1 N 1 1 ]

a=—5;p=0y=—3 =5
2 =73 2 /PP Vm  Ymt vm?t

Fonte: Propria.

Em alguns casos, opta-se por incluir no ordenamento de von Roos
algum ordenamento ja conhecido. Escolhas deste tipo podem ser encontradas
em de SOUZA DUTRA e ALMEIDA (2000) onde o operador energia cinética é
escrito incluindo a possibilidade do ordenamento de Weyl.

1
T _ —1,,2 2..,—1 a B Y Y B a
T 4(a+1)[a(m p-+p‘m ) +m*pmPpmY + m'pm pm] (29)
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A partir deste pode-se facilmente recuperar a forma do ordenamento proposto
por von Roos fazendo a simples escolha de parametro a = 0.

A ambiglidade indica que a equacdo de Schrédinger ndo ¢é
rigorosamente adequada para uma aproximacao de massa efetiva, no caso de
dependéncia com a posi¢cdo. Com o intuito de encontrar uma equacao que
represente a mesma fisica como a equacao de Schrddinger no caso limite de
baixas energias, RENAN, PACHECO e ALMEIDA (2000) propuseram o uso da
Equacdo de Dirac® para contornar esse problema. Constatou-se que 0s
resultados obtidos com a equacao de Dirac corroboram com o ordenamento
proposto por BENDANIEL e DUKE (1966) para o operador energia cinética, no
formalismo de Schrédinger.

O problema da ambigiidade pode ser melhor compreendido quando
escreve-se 0 operador energia cinética de uma forma diferente. Através das
relacbes de comutacao candnicas, pode-se tentar colocar o operador momento
do lado direito da equacéo a fim de melhor observar sua atuacdo na funcao de
onda, separando o0s termos ambiguos dos ndo ambiguos. Primeiramente,

deve-se ter em mente que

( 2 ' n 2 "
Imypmﬁpm“=p——lh(,8+2a) —p - hza(a+ﬁ—1)( 3) —hzaiz
m m

! 2 , T (3
me B V—p__ 2 ( ) _m
pmipm’ =-— lh(ﬁ+2y) >p—hey(y + B V3

Usando a relacéo a + f +y = —1 pode-se escrever o operador hamiltoniano,

agora sem o termo S, como

1, ihm
H = % + Eﬁp + Uaﬁy(x) + V(x) (3D

Onde V(x) € um potencial referente ao problema, e U,z,(x) € um potencial

efetivo dado por

3 ~ - ~
Uma das vantagens de usar a equacdo de Dirac é contornar o problema do ordenamento dos

operadores massa e momento, pois nesta equagéo o termo de massa encontra-se separado do operador
momento.
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2 2

h d*m dm\?
Uapy(x) = a3 (a+y)m e 2+ vy + ay) (E) l (32)

O mesmo pode ser feito para o ordenamento proposto na Eqg. (29)

incluindo o ordenamento de Weyl, obtendo-se a seguinte expressao

1, ihm
H = %p + Eﬁp + Uaﬁya(x) + V(x) (33)

Aqui Ugpyq(x) representa

2 2
4m3(a+ 1) (@+y—am

dmn\2
Uapya(x) = — m+2(a—ay—a—y) (d—zl> l (34)

dx?

E facil notar que para um hamiltoniano ndo ambiguo deve-se impor uma

escolha de parametros que obedeca as seguintes relacdes

{a+y—a=0

a—ay=a+y (35)

Deve-se ter em mente que 0s termos Uyg, (x) € Uypyq(x) carregam toda
a ambigilidade relacionada ao operador energia cinética uma vez que estes
possuem termos de derivada da massa e ndo carrega nenhum operador
momento para atuar na funcdo de onda. Existem diversos sistemas fisicos
onde a questdo da ambiguidade torna-se bastante relevante, podendo-se citar,
por exemplo, a dependéncia de for¢cas nucleares da velocidade relativa de dois
nucleos (ROJO e LEVINGER, 1961; RAZAVY, FIELD e LEVINGER, 1962).

Na tentativa de se obter um operador energia cinética ndo ambiguo (a
partir do proposto por von Roos), pode-se impor uma escolha de parametros,
para a e y, com a finalidade de evitar o potencial efetivo. Isto € feito assumindo
a =y =0 o0 que torna Uy, (x) = 0. Uma vez que o potencial efetivo &€ nulo,
perdem-se todos os termos que geravam a ambiguidade. Agora, torna-se
possivel escrever um operador energia cinética ndo ambiguo. E importante

notar que o hamiltoniano agora carrega um termo de derivada de primeira
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ordem. Da relacédo a + 8 +y = —1 encontra-se facilmente que g = —1. Por

meio disto, o hamiltoniano deve ser escrito da seguinte maneira
H="lp Ly 56
=5 (PP (36)

Este é o conhecido ordenamento de BenDaniel e Duke. Opta-se por
trabalhar com este ordenamento para evitar a ambiguidade e por corroborar
com a equacdo de Dirac no limite de baixas energias, como indicado por
Renan e colaboradores.

Na Eq.(36) os potenciais reais, do sistema estudado, encontram-se
descritos na dependéncia da massa com a posicdo e V refere-se a um
potencial externo ao sistema estudado. A partir da relacdo (36) torna-se
possivel escrever a equacdo de Schrodinger com massa dependente da
posicdo (PDM), agora com a dependéncia da posi¢cdo explicita, para o caso
estacionario unidimensional® [esta também pode ser encontrada em ARDA,
AYDOGDU e SEVER (2010)] da seguinte forma:

{dz 1 dm(x)i 2m(x)

o m) ax axt m E- V(x)]}tp(x) =0 (37)

3.2 OBTENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER DE MASSA CONSTANTE
Por meio de transformagfes apropriadas na funcdo de onda, sempre é
possivel descrever uma equacdo de Schrodinger de massa dependente da

posicdo em temos de uma de massa constante. Uma forma bastante comum

encontrada na literatura € tomando a transformacéo dada por

Y() = mIDex) (38)

4 Opta-se aqui por um tratamento unidimensional da equacgdo de Schrédinger com massa dependente da
posicdo, mas pode ser encontrado em de SOUZA DUTRA e DE OLIVEIRA (2009) um tratamento
bidimensional da equacao para uma particula na presenga de um campo magnético.
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Este tipo de transformacéo pode ser encontrado, por exemplo, em de SOUZA
DUTRA e ALMEIDA (2000) e de SOUZA DUTRA e de OLIVEIRA (2009). Nos
trabalhos citados é considerado o termo de ambiglidade, e pode-se verificar,

implementando a mudanca (38), que

h? d?p(x)
2m, dx

+ Uy —E)p(x) =0 (39)

Onde se defini como potencial efetivo U, o termo

2

2.
h* |3 dm/dx> P 12 40
- - T ( )

Uer = V(x) + Ugpya(x) + — —(

Idm|2 m

E importante, neste ponto do trabalho, mencionar algo a respeito da
solubilidade exata da Eqg. (39). Quando o termo U, — E pode ser escrito como
Uegs — E = V(x) — €, onde V;,(x) € um potencial exatamente, quase-exatamente

ou condicionalmente soluvel, e £ é uma constante, entdo a equacao de
Schrodinger com PDM pode ser considerada soluvel. O estudo das condi¢gfes
de solubilidade de uma equacdo de Schrédinger pode ser encontrado em
trabalhos como COOPER, KHARE e SUKHATME (1995), de SOUZA DUTRA
(1993) e em BOSCHI-FILHO e VAIDYA (1991).
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4. UM PROBLEMA DE PDM

Propde-se solucionar um sistema quantico no qual a massa tenha uma
dependéncia espacial do tipo m(x) = m,sech®(x/a). Encontrar-se solucdes
analiticas para este problema em termos de fun¢Bes locais de Heun.
Posteriormente, verifica-se tais solugbes, em particular, admitem uma reducédo
a funcbes hipergeométrica. E exposto também as condi¢des de quantizacdo da

energia e os graficos das funcdes de onda.

4.1 INTRODUCAO AO PROBLEMA

Tendo em maos a representacdo da equacdo de Schrodinger para
massa dependente da posicdo, Eq. (37), propde-se agora analisar um sistema
quantico deste tipo. Estuda-se aqui um sistema fisico onde a massa de uma

particula tem uma dependéncia espacial (efetiva) na forma

m(x) = mg sech?(¥/g), (41)

no qual a € uma constante que introduziu-se para tornar adimensional o
argumento da secante e tem, por sua vez, uma relacdo direta com a
distribuicdo da massa ao longo de x. Para um dado potencial V(x), pode-se
facilmente verificar que a equacdo que descreve o comportamento dessa

particula é

2my
w2 sech?(Y/)[E —V()p(x) = 0 (42)

. 2 ,
Y (x) + atanh(x/a)tp (x) +

Aqui ¥'(x) e ¥ (x) sdo as derivadas primeira e segunda de iy em relacdo a x
respectivamente. Para absorver a constante a da equacdo acima, é util
redefinir a variavel x - ax tal que se chega a uma equacdo ligeiramente
diferente,

2mya?
K2

P (x) + 2tanh(x)y'(x) + sech2(x)[E —V(x)]Y(x) =0 (43)
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Na secao posterior, o leitor podera encontrar uma forma de construir a
equacao de Schrodinger de massa constante para representar 0 um sistema
guantico com PDM.

Em sistemas deste tipo, sempre € possivel supor uma transformacao
adequada na funcdo de onda, de modo que se possa obter uma representacéo
do sistema em termos de uma equacéo de Schrodinger de massa constante.
Para este problema em particular, usa-se a seguinte transformagéo

P(x) = cosh’(x) ¢(x) (44)
Esta transformacao fornece as relagdes abaixo

¥'(x) = v cosh”(x) tanh(x) ¢(x) + cosh”(x) ¢ (x) (45)

P (x) = v cosh¥(x) [vtanh?(x) + sech?(x)]p(x) +

+2v cosh”(x) tanh(x) ¢ (x) + cosh¥(x) ¢ (x) (46)

Substituindo as Egs. (45) e (46) em (43) encontra-se

©'(x) + 2(v + 1D tanh(x) ¢ (x) +

2mya’

hZ

+ {v(v + 2) tanh?(x) + <v + >sech2 (x) [E - V(x)]} px)=0 (47)

Para prosseguir deve-se adotar uma transformacdo na variavel
. d
independente de modo que {x—>z | £=sech(x)}. Como se pode ver,

resolvendo a equacgdo diferencial para z, a solucdo € dada por cos(z) =

sech(x). Esta transformacdo de coordenadas implica em um mapeamento

(—o0, ) > (—gg) De fato, chega-se facilmente a seguinte equacéao diferencial

¢'(2) + Qv+ 1) tan(2) ¢'(2) +

mya?
hZ

+ {v +v(v + 2) tan?(z) + 2 [E — V(Z)]} p(z)=0 (48)
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Uma vez que foi efetuada uma transformacdo genérica (44) para Eq.
(43) pode-se particulariza-la escolhendo-se v =—-1/2 a fim de obter uma
equacao similar a equacdo de Schrodinger estacionaria com massa constante,
eliminando-se o termo de derivada primeira. Feito isto, € de facil constatacédo

que

h? d?@(z) R* 1 3
_ 1.3 _
omg dzz T amg |z T3 @ V@[ e() = ¢?Ee(2) (49)

Em termos da dependéncia da massa com a posicao, isto equivale a ter

sido efetuada uma transformacéo, na funcédo de onda, da seguinte forma

Y(x) = mi@)e(x) (50)

A expressao (49) € uma equacdo de autovalores similar a uma equacgao
de Schrddinger estacionaria para o caso de uma particula de massa constante,

com energia potencial (efetiva) dada por

2

V(z) = RO + Etanz(z) +V(2) (51)
2mg 12 T 2

Assim a Eg. (49) pode ser interpretada como uma equacao que
descreve o movimento de uma particula de massa constante sujeita a um
potencial confinante V(z) o que restringe seu movimento.

Por meio de transformacdes deste tipo, se pode compreender a equacao
de Schrodinger com PDM em termos de outra equagao de Schrédinger com
massa constante, porém de mesmo espectro de energia, evidenciando-se
entdo a importancia de transformacdes deste tipo.

Caso o leitor ndo tenha conhecimento das equacdes hipergeométricas e

de Heun, recomenda-se a leitura dos Apéndices A e B.
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4.2 SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE SCHRODINGER COM
PDM PARAO CASOV(z) =0

Apresenta-se aqui a andlise de um sistema quantico mais simples. Este

€ obtido tomando V(z) = 0 o0 que gera um potencial confinante de

2

h2 1 3
V() =5 — [2+ 4tan2(z)] (52)

Neste caso, tem-se uma equacgao de Schrodinger de massa constante

R d’e(@)
“Zm, dzz | 2mg [2+ tanz(z)]‘P(z):azEco(Z) (53)

Interessante comentar que uma equacgdo equivalente a Eqg. (53)
apareceu em contextos completamente diferentes do problema aqui tratado
(TASELI, 2003 e CHRISTIANSEN; CUNHA; TAHIM, 2010).

Uma maneira (geral) de se resolver a equagao de Schrdodinger [Eq. (53)],
é introduzindo-se a transformacgdo de coordenadas y = cos(z), onde 0 <y <1
(desde que —m/2<z<m/2). Uma vez que E >0 pode-se definir k? =
2mya2E /h?. Feito isto, pode-se implementar a mudanca de variavel em (53) e

obtem-se

1/ _p2 3
<p"(y>+y2y_1<p'(y>+(§§_1 y/4)<p(y>—o (54)

Pode-se escrever a equacao acima em uma forma mais adequada, definindo-
se a transformacdo ¢(y) = y~/2h,(y). Neste caso, encontra-se a seguinte

equacdao para a funcéo transformada h,(y)

—kzy

yoy-Dy+1)

1 1
-1, o, o
y

hy(y) + =1 y+1

h () +

hi(y) =0  (55)
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A despeito do intervalo de interesse (0 < y < 1), a equacao acima
possui formalmente quatro pontos singulares regulares em y = (—1;0;1; «).
Equacdes deste tipo pertencem a uma classe de equacdes diferenciais lineares
de segunda ordem, definidas na esfera de Riemann, com quatro pontos
singulares regulares ou pontos fuchsianos (HILLE, 1997). Esta € uma equacao

de Heun geral, e suas principais caracteristicas encontram-se no Apéndice B

afz —q
z-1D(z—-d)

" |4 € I _
H(Z)+<;+Z_1+m)H(z)+Z H(z) = 0

E suas solugcbes em torno da singularidade iguala 1, z = 1,
H =Heun(l1—-d,—q+aB,a,B,6,v;1—2)

H=1-y)'%Heun[1—d,—q+ (S —Dyd+(@—-6+1)(B-5+1), -5 +1,
a—6+1,2-6,y;1—2z |

E facil visualizar que o parametro acessoério g =0, e que y =—1 e
6 =e=1/2. Os valores de a e f podem ser obtidos a partir da relacdo de
Fuchs Eq. (B - 3)
a+f+1=y+6+¢

e sabendo que aff = —k?2.

A Eq. (53) possui dois tipos de solucdes, uma de paridade par e outra
impar. Na préxima subsecdo apresenta-se as solugbes de paridade par, € na
posterior, as de paridade impar (estas requerem uma transformacgéo na fungéo

de onda para serem encontradas).
4.2.1 SOLUCOES DE PARIDADE PAR

Ao compara a Eq. (55) com (B - 1), tem-se os seguintes valores para 0s

parametros da equacdo de Heun: d; = —1; q; = 0; a; = 1/2 (=1 + V1 + 4k?);
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Br=-1/2(1+V1+4k%); y, =—1; 6, =& = 1/2. Com isso as solugdes em

termos de fungdes locais de Heun sao tais que

o , —1+VI+4kZ —1-V1+4k? 1
hy”(y) = Heun|( 2,—k*; ) 5, —L1=y) (56)
2 2 2
@ 1 3+4k?  V1+44k? V1+4Kk2 3
h™ () = A= y) 2Heun |2, -—F—; ————,————,5,~L1-y|(57)

Como se pode ver através das transformacdes de coordenadas, as solugdes

em torno de y = 1 correspondem a z = 0 ou x = 0. Assim, as solu¢cdes com
0 < y <1 cobrem o intervalo (—%%) emze (—=,©) em x.

Através da transformacdo das variaveis dependente e independente, é
facil escrever as equacgfes acima em termos da variavel z, uma vez que

y = cos(z). Neste caso, tem-se

1D (2) = sec%(z) h§1,2) (cos(2)) (58)

As equacdes acima representam as solugbes analiticas em torno da
origem z = 0 para o problema quéantico de uma particula de massa m sujeita
ao potencial V [Eg. (52)], onde o modulo quadrado da funcdo de onda
representa, como é usual, a densidade de probabilidade de se encontrar a
particula em uma determinada posicéo do eixo z.

Analogamente, levando-se em conta a respectiva transformacao inversa

de coordenadas, as solugbes no espago x escrevem-se cOmo:
Y@ (x) = K (sech(x)) (59)

Matematicamente, estas sao as solu¢cées mais gerais para o problema de
massa variavel na forma da Eg. (53). As solucdes fisicamente aceitaveis
devem, porém ser encontradas obedecendo as condicbes de contorno

adequadas. No espaco z é mais facil determinar quais sdo essas solucdes



36

observando-se que o potencial € infinito em z = i%- Portanto, as funcdes de

onda devem se anular nestes pontos, ou seja, ¢ (z = ) = 0.

As solugbes acima sdo ambas de paridade par, sendo a segunda
solucéo fisicamente inaceitavel por ndo ser diferenciavel em z = 0. Como se
vera mais adiante, a primeira solugdo converge apenas para valores de k
naturais, ou melhor, k? =n(n+ 1), sendo n um ndmero inteiro impar (n =
1,3,5...).

4.2.2 SOLUCOES DE PARIDADE IMPAR

Para se determinar as solu¢des impares, € necessario voltar a Eq. (53).

Propde-se entdo uma mudanca na varidvel independente tal que
¢(z) = sen(z) ¢(2) (60)
Esta mudanca leva a seguinte equacao para ¢(z):
P2 + 2008 6 @) - [ + 7 tan2(D)| 6(2) = k29 (@) (61)

Utilizando novamente a mudanca de variavel y = cos(z), fica-se com

uma equacao semelhante a Eq. (54),

3/2 k2 3/4
¢(y)+ ¢()+< - )(1)()—0 (62)

-1

1
0 gque sugere, como antes, a mudanca de variaveis ¢(y) = y 2h,(y). Feito isto,

pode-se uma nova equacao de Heun descrita abaixo

1 3/ 3/2 , _kzy
hz()’)+<7+y 1+m) 2(Y)+y(y_1)(y+1)hz(3’)=0 (63)
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Como na sec¢do anterior, as solu¢des para h,(y) sao fungbes locais de Heun

em torno de y =1, com seus respectivos parametros a, = e 12+4k2; B =
1-vi+ak® ”;‘“‘z;yz =-1;6,=¢& = % Explicitamente, tem-se entao
W ) 1+vV1+4k? 1—+v1+4k? 3

hP(y) = Heun | 2, —k?; 5 , 5 7~ Ll-y (64)
1 1+V1+4k2 1+V1+4k?2 1

h? (y) =Heun<2,z—k2; - > : > ,5,—1:1—y> (65)

Como antes, as solucbes em torno de y = 1 correspondem a z = 0 ou
x = 0. Assim, as solugdes com 0 < y < 1 cobrem o intervalo (—%%) emze

(—,=) em x. As solucdes em z e em x sdo, respectivamente,
12)(5) = 2N R12)
@ (z) = sen(z) secz(z) h, “’(cos(z)) (66)

P12 (x) = tanh(x) hgl‘z)(sech(x)) (67)

A segunda solugdo ¢®@(z) [P (x)] é fisicamente inaceitavel por ndo ser
diferenciavel na origem z =0 (y =0) e a primeira solugdo @™ (z) [p® (x)]
converge apenas para valores de k naturais, ou melhor, k2 =n(n + 1) com

n > 0 par. A andlise dos valores que n devem assumir encontra-se na sec¢ao
3.4.

4.3 REDUZINDO AS SOLUCOES A UMA FUNCAO
HIPERGEOMETRICA

Existem alguns casos onde pode-se reduzir a equacao de Heun (quatro
pontos singulares) a uma equacao hipergeométrica (trés pontos singulares).
Estes casos especiais foram estudados por MAIER (2005) para uma equacao

de Heun né&o trivial, ou seja, para aff # 0 ou g # 0 a solugéo local de Heun
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Heun(d,q; a,B,v,6;t) pode ser reduzida a uma solucdo hipergeométrica de
Gauss ,F(a, b;c;t)através da relagdo H(z) —», Fy(R(t)), onde R(t) € uma
funcdo racional. Neste caso, as relacbes entre os parametros d,q; «, [ da
equacdo de Heun sé&o tais que q = afp, onde o par (d,p) pode assumir 23
valores distintos, com as respectivas R(t) funcdes polinomiais racionais de até
sexto grau. Particularmente, o caso (d,p) = (2,1) permite uma transformacao
H(z) -, F;(R(t)) para um polindmio R(t) de grau 2 ou quatro.

Este teorema encontra-se presente no Apéndice B e sera feito uso deste
aqui.

Neste contexto, escreve-se as solucdes locas de Heun da seguinte

forma
hﬁs)(t) = Heun(z, a,B1; al,ﬁl,y’l, U t) (68)

i (t) = Heun(2, azfy; @z, Ba, 7', 6% t) (69)

onde a; e B; sdo os mesmos definidos na seccéo anterior e y', =1/2, ', =
-1, vy, =3/2, §=—-1 e t=1-y. As equacOes acima descrevem entdo
solugbes de equacdes de Heun com seus respectivos parametros redefinidos.
Além disso, essas solucdes inserem-se no contexto discutido acima com
(d,p) = (2,1). Uma vez conhecido o teorema de Maier, pode-se expressar uma
solucéo local de Heun em termos de fungbes hipergeométricas, neste caso,
através de uma transformacdo polinomial de grau dois na variavel

independente. Assim, escrevem-se as novas representacdées como:

a; By

h](c:lls)(t) = Heun(Z, a’lﬂl; aq, ﬂl,‘yvl,all; t) = 2F1 (7,7, V'l; t(2 - t)) (70)

ro a P2,
h]g:llg(t) == Heun(z, azﬁz; az,ﬁl,yz,é\ 2; t) = 2F1 <7,7; ]/2; t(z - t)) (71)
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Por meio destas, pode-se escrever as funcdes de onda fisicamente aceitaveis

em termos das variaveis z e x. Em termos da variavel z, tem-se:

@ 1 —1+V1+4k? -1—-V1+4k? 1
@;.2.(z) = sec2(z) ,F, ) ;=5 sen®(2) (72)
fis 4 4 2
1 1++V1+4k? 1 —+V1+4k? 3
(pﬁg (z) = sen(z) sec2(z) ,F; < 2 ) 2 i sen? (Z)> (73)

Para as solu¢gBes em termos da variavel x,

@ —14+V1+4k? -1 -V1+4k? 1 )
l/)fis (x) = 2F1 , = tanh (X) (74)
4 4 2
14+V1+4+4k? 1—-vV1+4k? 3
w}fg(x) = tanh(x) zFl( 2 ) 1 Y tanh? (x)> (75)

4.4 DETERMINANDO A QUANTIZACAO DA ENERGIA

Considerando que as solu¢cdes da equacdo de Schrodinger [Eq. (53)]
devem se anular nos extremos (z = i%) ou que as solugdes no espago x

devem ir a zero no infinito, podem-se averiguar as condi¢cfes de existéncia para
estas solucbes. Tomando-se, primeiramente, a Eq. (72) para as solucdes

simétricas, deve-se impor que a funcdo hipergeométrica seja nula no limite

z = ig, isto porque sec(z) diverge nesse limite. Matematicamente tem-se

. 1 .
lim <p](ci3(z) = lim,F
z—>i§ z—>i§

(—1+\/1+4k2 —1—-v1+44k? 1
4 ’ 4 2

i=; senz(z)> =0 (76)

Este limite existe e deve ser igual a

N
NI AR T (34 VT AR

liTE (p}g (z) = (77)

Z—>2 I"(

INEN
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A condicdo necessaria para que este limite seja nulo é tal que a fungéo
gama deve divergir para que isto ocorra. Sabendo disto pode-se dizer que

V1+4k?2=—-p, p=0,1,2.. (78)

S~ w
TN

Reagrupando os termos encontra-se a seguinte relacéo

k*=Q2p+1)?+@2p+1) (79)
Neste caso, fica evidente que se pode substituir 2p + 1 = n, onde n € um
nimero impar. Assim, k? = n(n + 1).

De maneira analoga, pode-se obter as condi¢cdes de quantizacdo para

k? para a funcdo de onda antissimétrica. Usando a Eq. (73)

2\

: ()
lim @5 (z) = =0 (80)
f
sty 0 ger (- VTR I (4 VI ARD)
O que gera a condigéo
1 1
Z—Z\/1+4k2=—q, q=0,1,2.. (81)

Novamente, reagrupando os termos

k? =2q(2q+1) (82)

Sendo 2g um numero par, podemos considerar 2qg = n, onde agora n € um
namero par (n=0,2,4...). Assim, novamente k* = n(n + 1). Desta forma a
mesma expressao para k? é valida para solugdes simétricas (n = 1,3,5...) e
antissimétricas (n=0,2,4...), como antecipado nas secOes anteriores.
Importante ressaltar que este resultado define a quantizacdo da energia para o

problema, ou seja,
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E - 2 nn+1) nn+1)
" mea: 2 %2

(83)

onde agora (n=1,2,3...) por causa da condi¢cdo fisica sobre a energia, ou
seja, quaticamente a energia minima ndo pode ser zero. O gréafico abaixo

apresenta a disposicao das trés primeiras energias possiveis deste sistema.

Grafico-1. Estados de energia possiveis confinados no potencial.

Fonte: Prépria

Pode-se agora escrever as expressdes finais para as solugbes
simétricas e antissimétricas, na variavel z (que representa o equivalente da
equacdo Schrodinger para massa constante) e na varidvel x para a massa

dependente da posicdo. Em termos dessas variaveis, as solucoes sao

(1) _ 1 n n+1 ) 1 )
Pfis(2) = sec2(z) o Fy (E’ — g sen”(z) (84)
) 1 n+1 n 3 2
Pf(2) = sen(z) sec2(@) oF, (“—, — 5555 sen’(2)) (85)
e
n n+1l1
PR =R (.- 5y tanh?() (86)

n+1 n 3
¢;§3(x)=tanh(x)2F1( > ,—E;E;tanhz(x)) (87)
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Abaixo, apresenta-se os gréficos das solu¢cdes de paridade par
(simétricas) [Grafico-2] para a coordenada z [EqQ. (84)], que representa o
analogo quantico de massa constante paran = 1,3 e 5. Logo abaixo, [Grafico-
3], o grafico para funcdo em termos da variavel x [EqQ. (86)], indicando que a
particula tem maior probabilidade de ser encontrada em regides préximas a
origem. Analogamente, o Grafico-4 e Grafico-5 representam as solucbes de
paridade impar (antissimétricas) para z [Eq. (85)] e para x [Eq. (87)], para
n=2,4e6.

Gréfico-2: Solucdes (simétricas) da Eq. (84) para n = 1 (linha continua), n = 3 (linha tracejada)

e n =5 (linha pontilhada).

SRR . Voo /

S ne NS

Fonte: (DINIZ, AVILA e COUNHA 2011)

Grafico-3: Solugdes (simétricas) normalizadas da Eq. (86) para n =1 (linha continua), n = 3

(linha tracejada) e n = 5 (linha pontilhada).

Fonte: (DINIZ, AVILA e COUNHA 2011)
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Gréfico-4: Solugbes (antissimétricas) da Eq. (85) para n =2 (linha continua), n =4 (linha

tracejada) e n = 6 (linha pontilhada).
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Fonte: (DINIZ, AVILA e COUNHA 2011)

Gréfico-5: Solugcbes (antissimétricas) normalizadas da Eq. (87) para n = 2 (linha continua),

n = 4 (linha tracejada) e n = 6 (linha pontilhada).

Fonte: (DINIZ, AVILA e COUNHA 2011)

Em termos da varidvel original ax — x, pode-se ver essa solugdo como
se a = 1, muito embora a forma das solu¢des (simétricas ou antissimétricas)
seja invariante se se escolher convenientemente a escala do gréfico.

Ao observar a representacao grafica das funcdes de onda, presente nas
figuras acima, pode-se verificar facilmente que estas se anulam na extremidade

do poco potencial determinado pela Eq. (52)
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2

Em termas de particula material, uma particula representada por esta funcao
de onda estaria livre para se mover apenas na regiao limitada pelo potencial.

Isso quer dizer que qualquer que seja a forma da medida em qualquer intervalo

de tempo possivel, a particula sempre vai estar entre ig (em termos da

variavel z).
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho, apresenta-se a solucdo analitica para o problema de
massa dependente da posicdo sujeita a um potencial nulo, utilizando-se o
ordenamento de BenDaniel-Duke (1996) para escrever a equacao de
Schrodinger adequada para esse tipo de problema. Utilizando-se
transformacdes de coordenadas e transformacdes na prépria funcdo de onda,
consegue-se reescrever o problema e reinterpreta-lo como uma equacao que
descreve uma particula de massa constante sujeita a um potencial (efetivo)
confinante.

As solucbes mais gerais desse problema sao funcbes de Heun locais,
que se mostraram convergentes apenas para determinados valores
(quantizados) do parametro relacionado a energia da particula. Verifica-se,
para este problema em particular, que as solu¢gdes encontradas para a funcéo
de onda, em termos de fun¢gbes de Heun locais, admitem uma reducédo a uma
funcdo hipergeométrica de Gauss por meio de uma transformacdo polinomial

de grau dois ou quatro. Esta, por sua vez, se mostra quantizada através da

~ h? +1
relacdo E,, = m—n(n )

PR onden=1,2,3..

Por causa da paridade do potencial efetivo (ou da equacéo diferencial
que descreve o problema), as solucdes se apresentam com paridade par e
impar (simétricas e antissimétricas). Para a visualizacdo das solucdes, da
simetria presente na funcdo de onda, apresentam-se alguns graficos para
determinados valores de n. Observa-se que a distribuicdo de massa, m(x) =
msech?(x/a), determina aproximadamente a regido onde a densidade de

probabilidade é relevante.
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APENDICE A - CARACTERISTICAS DE UMA EQUACAO
HIPERGEOMETRICA DE GAUSS

1.1 INTRODUCAO

O estudo das equacdes diferenciais teve inicio com Newton e Leibnitz, e
muito dos métodos de solucdes foram estudados no século XVIII. Neste
periodo, quando os problemas ndo podiam ser solucionados em termos finitos,
expansdes em séries de poténcia eram um dos métodos tentados por Newton.
Contudo a teoria ndo se encontrava em uma base ldgica satisfatéria até
metade do século XIX, qguando Cauchy distinguiu entre sistemas analiticos e
nao-analiticos além de construir rigorosos teoremas de existéncia para cada
tipo (POOLE, 1936). Com o passar do tempo, muitos outros importantes
homens contribuiram para o desenvolvimento do estudo e formulacdo da teoria
de equacdes diferenciais lineares como Riemann, Kummer, Fuchs, etc.

A equacdo hipergeométrica tornou-se importante devido ao fato de
muitas funcdes especiais estudadas na fisica estarem presente nesta equacao.
As funcgbes de Bessel, Legendre, Laguerre, Weber-Hermite, e muitas outras,
todas aparecem como casos particulares ou confluentes de equacao
hipergeométrica. Uma analise da equacao hipergeométrica de Gauss € melhor
desenvolvido e pode ser bem compreendida em muitas obras presentes na
literatura (SLAVYANOV; LAY, 2000; DWORK, 1990; POOLE, 1936; CUYT et
al, 2008). Apresentam-se aqui apenas alguns aspectos desta equacdo. O
estudo destas funcdes torna-se importante, pois muitas delas aparecem em

problemas fisicos (ou até mesmo tiveram sua origem nestes).

1.2 ASPECTOS GERAIS DA EQUACAO

Considere a classe de equacdes diferenciais ordinaria, lineares, homogénea
e de segunda ordem fuchsianas definida na esfera de Riemann. Qualquer
equacdo pertencente a este grupo contendo até trés pontos singulares
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regulares pode ser transformada em uma equacao hipergeométrica de Gauss
por mudancas apropriadas na variavel dependente e independente
(RONVEAUX, 1995; SLAVYANOV; LAY, 2000). Pode-se escrever-la na forma

geral apresentada abaixo

d c a+b—c+1\ d ab
— y(z) + (; +— )E y(z) + p— y(z) =0 (A1-1)

Aqui, a, b, c sdo parametros que podem ser complexos. Suas singularidades em

(0,1, ) sao regulares, ou seja, fuchsianas. Para verificar a singularidade no

infinito, é feito uma transformacdo f-homotética® do tipo z —>§ e analisado a

singularidade em & = 0 0 que equivale fazer z = «. Seu espaco de solucdes é

escrito na forma de simbolo-P como

0 1 o0
P! 0 0 a; z (Al —2)
1—¢c c—a—-—b b

Cada coluna, exceto a ultima, relaciona cada ponto singular com seus
respectivos expoentes caracteristico.

O método de Frobenius garante que dada uma equacao diferencial do
tipo

p(2)y +q(2)y + r(2)y =0 (A1-3)

Caso z, seja um ponto singular regular da equagéo, entdo existe na vizinhanca

do mesmo ao menos uma solugéo da forma:
y = Ay =z (41-4)
n=0

Com A,, # 0 e s ndo necessariamente um inteiro.

5 ¢ ~ s ~ ~
E uma transformacdo que preserva as caracteristicas da equagdo bem como seu espaco de solugdes.
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Assim as solucdes sdo tomadas em torno de suas singularidades por
meio do método de Frobenius e representadas como F =, F;(a, b;c;z), que €

uma forma compacta de expressar uma série do tipo

ab a(a+Dbla+1) ,
F=, Fl(a,b;c;z)=1+1!cz+ e+ D z% + -

N @a()zt T o Ta+mrb+n)z"
- (©), n' T(@rb) L TI(c+n) nl

(41 -15)

n=0

Aqui(a),=ala+1)(a+2)(a+3)(a+4) - (a+n—1)representa o simbolo
de Pochhammer e (a),=1. As solucbes convergem na vizinhanca das
singularidades. Por meio desta representacéao fica claro o motivo de se colocar
0S numeros 2 e 1(contém dois simbolos de Pochhammer no numerador e um
no denominador). Nota-se que 0s parametros a e b podem permutar suas
posicbes sem haver alteracdo no modo em que € escrito a série
hipergeométrica de Gauss. Cada ponto singular possui duas solucdes
linearmente independentes (L. I.) isto gera um conjunto de 2 X 3 = 6 solugcdes
L. I. para Eq. (Al - 1).

As solucdes podem ser reduzidas a polindmios para determinados
valores de a ou b, ou seja, quando na Eg. (Al - 5) a ou b assume um valor

inteiro negativo. Sejam =1, 2,3 ... entao

 (—m) (b)y 2"

_)2 Fl(_mﬁ b; C; Z) = (C) g
n H

(Al — 6)

n=0

Equacgbes diferenciais deste tipo geralmente possuem grupos de
simetria associados a elas. Por meio destes pode-se construir equacdes
equivalentes a de origem através de transformacdes f-homotopicas. Estas
transformacdes fazem com que a nova equacgado possua um conjunto de
solugbes equivalentes a da primeira. O grupo associado a equacao
hipergeométrica de Gauss é denominado de grupo de Kummer, e €

representado por seis transformacdes descritas abaixo
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az+b
7Z =
cz+d
_ z 1 z—1 1_ 1 AL —7
& z—1 & z 'z 1-2z2 ( )

As transformacfes apresentadas acima encontram-se entre as mais
importantes na teoria da funcdo hipergeométrica, e sdo conhecidos como
transformacdes linear da funcdo hipergeométrica. Em particular, estas relagbes
permitem realiza a continuacdo analitica® de F =, F;(a,b;c;z) em qualquer
parte do plano de corte [1,«] (LEBEDEYV, 1972).

Deve-se questionar o motivo de se dar importancia a solugdes que sao
linearmente dependentes (L. D.) ja que estas sdo meras extensdes das L. .,
contudo, as novas solucbes ndo podem ser encontradas por meras
combinacgdes lineares das antigas 0 que as tornam especiais. Com isso esta
equacao possui 24 solucdes sendo 6 L. I. e 18 L. D. Apresenta-se abaixo o
conjunto das seis solugdes L. I., as demais podem ser encontradas na literatura
(DWORK, 1984; PROSSER, 1994; POOLE, 1936; MAIER, 2007).

[0,0] =, Fi(a, b;c; z).

[0,1—c] > zV,F(b—c+1l,a—c+1;2—c; 2).

[1,0] =, Fi(a,b;a+b—c+1;1—2).

[LL—a—b+c]->(z-1)*P F(c—ac—b;—a—b+c+1;1-2).

1
[,a] - z,F; (a,a—c+1; a—b+1;;).

[,b] = 270, F, (b —c+1,b; —a+b+ 1;&).

Representa-se aqui [A, B], A sendo uma singularidade e B seu respectivo
expoente caracteristico.
Uma importante propriedade das funcdes hipergeométricas esta

relacionada com suas derivadas.

® Uma solucéo é dita ser continuada analiticamgmi@do esta deixa de ser véalida apenas na viziahang
da singularidade e passa a ser valida em todoazesp
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d (@7t O (@p(b), 2"
dz (©n nl & (©n (=D

n=

d
P [Fi(a,b;c; z)] =

N @i (D)1 7 ab 0 (@t Db + 1), 2
a (Dpy1 n! ~ (c+1), nl

ab
=T-2F1(a+1,b+1;c+1;z) (A1-38)

Isso pode ser estendido para o caso da enésima derivada da funcao, ou seja,

d (@B

ﬁ[zFl(a,b;c; Z)]—T-zFl(a+m,b+m;c+m; z) (A1 —-9)
m

Com apenas estas informacdes o leitor deve ser capaz de prosseguir a
analise do problema. Sabendo disto, no proximo capitulo o leitor encontrara as
informacdes necessarias que serdo utilizadas para a solucdo do problema

introduzido no capitulo anterior.
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APENDICE B - EQUACAO DE HEUN

1. CARACTERISTICAS DA EQUACAO DE HEUN

Antes de expor as caracteristicas de equacéao, deve ser dito algo sobre o
seu criador. O que se segue pode ser encontrado em RONVEAUX (1995). Karl
Heun nasceu em 3 abril de 1859 na cidade de Wiesbaden, e faleceu em 10 de
janeiro de 1929 na cidade de Karlsruhe, Alemanha. Heun frequentou a
universidade de Halle e Gottingen onde estudou fisica e matematica durante os
anos de 1878 a 1881. Trabalhou com Eduard Heine no campo de harmdnicos
esféricos na universidade de Halle. Em Goéttingen Heun estudou sob dire¢éo de
Ernst Schering e Hermann Amandus Schwarz e obteve o doutorado em 1881
no campo de harménicos esféricos e funcdes de Lamé.

Casou-se com Henriette Jatho em 1883. Henriette era 14 anos mais
velha que Heun e ja possuia dois filhos, Alfred a Paul, frutos de um casamento
gue a deixara vilva. JA com Heun, ela teve dois filhos, Howard nascido
em1884 na cidade de Uppingham e Charlotte em 1891 em Berlim.

Trabalhou de 1881-1889 em Privatdozent em Munique. L4, escreveu 12
artigos, dos quais, os trés primeiros estavam relacionados com sua tese e 0s
nove restantes relacionados a equacdes diferenciais no dominio complexo,
esta area teve inicio com o trabalho de Riemann em séries hipergeométricas e
posteriormente melhor desenvolvido por Lazarus Fuchs. No periodo em que
Heun trabalhou nesta foram publicados mais de cinquenta artigos por ano. O
fato de existir muita concorréncia nesse campo pode ter contribuido para a
mudanca de area de interesse.

No periodo de 1890-1902 trabalhou como professor de uma escola em
Berlim. Nesta época publicou nove artigos, dois tratavam de integracdes
numéricas da equacdo diferencial y = f(x,y). Os outros sete tratam de
mecanica. Nessa época se fez conhecido, principalmente, pelo seu discurso de
1899 em o DVM (Deutsche-Mathematiker-Vereinigung) uma versdo completa

foi publicada como “Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik”
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(LANG, 2006). Este trabalho foi, presumivelmente, a razdo principal pela
qual ele assumiu a cadeira de mecanica tedrica em Karlsruhe.

De 1902-1922 trabalhou como professor em Karlsruhe onde publicou
cinco artigos e dois livros de mecanica. O que se refere aos artigos, com
excecdo de um ou outro, ndo eram trabalhos de pesquisa em si, e sim
direcionados ao publico em geral. Com relagdo aos livros, 0 primeiro € uma
reunido de formulas de mecénica, jA& o segundo, elaborado para a primeira
parte de um livro texto planejado sobre mecanica. Apenas a primeira parte da

obra apareceu e o restante do livro permaneceu inacabado.

2. EQUACAO DE HEUN

A equacao de Heun geral é uma equacao diferencia ordinaria, linear,
homogénea e de segunda ordem fuchsiana com quatro pontos singulares. Esta
inicialmente proposta como uma generalizacdo deliberada da equacédo
hipergeométrica encontra-se definida na esfera de Rimann. Tem-se que
qualquer equacao diferencial linear de segunda ordem contendo trés pontos
singulares regulares pode ser transformada em uma equacédo hipergeométrica
(POOLE, 1936), o mesmo pode ser estendido a fim de obter a seguinte
relacdo: qualquer equacado diferencial linear de segunda ordem contendo
quatro pontos singulares regulares pode ser transformada em uma equacao de
Heun (RONVEAUX, 1995).

Na sua forma geral, a equacdo de Heun pode ser escrita como se

segue:

2 % 5 £ afz —q

d d
@y@+(z+m+z_d)ay(z)+z<z_1)<Z_d)y(z>=° (B=1)

Nela, os parametros a,f,y,8,¢ sdo parametros complexos e estao
relacionados com o0s expoentes caracteristicos das solucdes, d (d # 0,1, «)
localiza o quarto ponto singular da equacéo que pode ser ou ndo complexo, e

por fim, g € comumente chamado de pardmetro acessorio e este também pode
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ou ndo ser complexo. Das suas singularidades, trés podem ser vistas

diretamente da equacéo diferencial (0, 1, d), e a ultima, no infinito, pode ser

~ s - 1 .
observada tomando uma transformacéo f-homotépica ao fazer z ~3 (com isso

torna-se possivel mapear a equacao diferencial nela mesma) assim fazendo a
analise em ¢ =0 pode-se observar que esta € uma singularidade na nova
equacao diferencial e equivale a fazer z = .

Suas solugdes sao tomadas localmente no plano complexo por meio de
expansdes em séries através do método de Frobenius (solucbes em torno de
cada singularidade) e podem ser representadas por Heun(d,q; a,B,y,95; z).
Cada ponto singular possui duas solugdes linearmente independentes (L. 1.)
que sdo diferenciadas por seus expoentes caracteristicos, com isso, esta
possui um conjunto de 4 X 2 solucdes L. I. Seu espaco de solucdes pode ser

representado em termos de simbolo-P

0 1 d o0
P{ O 0 0 a; z (B—-2)
1-y 1-6 1—¢ B

A primeira linha esta relacionada com as singularidades da equacdo, a
segunda e terceira mostram o0s expoentes caracteristicos do respectivo ponto
singular, e por fim na ultima coluna encontra-se a variavel independente. Os

expoentes caracteristicos estéo ligados pela relacdo de Fuchs
a+f+1=y+6+¢ (B —3)

Esta equacédo diferencial, como a hipergeométrica , também possui um
grupo de transformacdes f-homotdpicas. A equacdo de Heun possui um grupo
de 24 transformac0Oes, estas geram novas solucdes linearmente dependentes
(L. D.) as anteriores. Novamente a importancia destas solu¢bes L. D. sdo
devido ao foto de ndo serem geradas por meads combinacdes lineares das L. I.
Assim, a equacéo de Heun possui 24 x 8 = 192 solug¢des, mas apenas oito sao
L. I. (MAIER, 2006).
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O Grupo de transformacdes da equacao de Heun, transformacdes de
Mobius, z — f(z) pode ser obtido através de transformacdes lineares ou de

Mobius

z = f(2)

z z z 1-d)z d-1)z

z z—1’ d’ z—d z—d ' d(z—l);

z—1 z—-1 z-1 d(iz—-1) d(z-1)

1=z z  z—d d—1 z—-d ' d—-1)z (B —4)

1 d d d—1 1-d
z’ 1-2z  z’ d—z z-1' z—d’
z—d d—z z—d d-z z—d d—z

d ' d z-1 d—1 dz-1 @-Dz’

As transformacdes s&o tais que as linhas apresentadas acima estao
relacionadas com as respectivas singularidades 0,1,«,d. Este é grupo hiper-
Kummer de 4 pontos, isomorfico a S,, que foi trabalhado por Heun (1889) e
pode ser chamado de grupo de Heun (RONVEAUX, 1995).

3. CASOS CONFLUENTES

Para uma melhor compreensao confluéncias de equacdes diferenciais, é
recomendavel que o leitor busque Ince (1926) onde pode-se encontrar uma
estudo de processos gerais de confluéncias. Em esséncia, o processo de
confluéncia envolve duas singularidades de uma equacdao diferencial, no qual é
feito coincidirem por meio de um limite que leva as duas singularidades em
uma nova, esta, de natureza um pouco mais complicada. A equacdo de Heun
possui quatro tipos de confluéncia (encontra-se presente neste texto apenas o
caso da equacgao de Heun confluente caso haja interesse do leitor, sugiro que
leia RONVEAUX (1995) para uma melhor compreenséo dos demais casos).

O primeiro, a equacdo de Heun confluente é obtida quando a

singularidade
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z =0 é fundida com a z = «, 0 que resulta em uma equacgéo com trés pontos
singulares, dois regulares (0,1) e um irregular (~) de classe um (é uma forma
de classificar singularidades irregulares). Este caso pode ser obtido ao fazer na

Eq. (B-1) d - «~, e simultaneamente f,¢,q — « tal que

QU™

- =, %—)—a, (B—-5)

onde a equacado de Heun confluente que € representada por

d2

dz?

avz —

Yo+ [+l L Do+ [ ym =0 @-6)

Aqui, a,y,& sao 0s mesmos parametros da equagao original e o,vsao
parametros novos.

Outro caso é o da equacdo de Heun duplamente confluente. Nesta, €
feito z = 1 ir para z = b e posteriormente se faz d - «,b - 0 0 que resulta em
uma equacao com duas singularidades irregulares de classe um (0, ).

O terceiro, chamada de equacédo de Heun bi-confluente. Fazendo z = 1
ir para z = b e posteriormente se faz d - «,b - ~ fazendo com que a nova
equacao tenha duas singularidades, uma regular (0) e uma irregular de classe
dois (). Vocé pode se questionar se ao invés de mapear d e b no infinito

optasse por mapear-los na origem ndo geraria um novo tipo de confluéncia? A

7 ~ ~ 1 ~
resposta é ndo. Uma vez que vocé pode fazer z =~ Na sua nova equagéo

diferencial recupera-se o caso acima, 0 que nao gera um novo tipo de
confluéncia.

Por fim, pode-se obter a equacdo de Heun tri-confluente fazendo cada
singularidade coincidir no infinito. O resultado € uma equacdo com um ponto

singular de classe trés.
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4. REDUCAO DE UMA EQUACAO DE HEUN GERAL A UMA
HIPERGEOMETRICA

O estudo das solucfes da equacédo de Heun é bem menos desenvolvido
que as da hipergeométrica, elas ndo possuem, ainda, uma representacao
integral para suas solucdes, diferentemente das funcfes hipergeométricas
(solucdes da equacao hipergeométrica). Encontrar quais solucdes de equacéao
de Heun s&o expressas em termos de funcdes mais familiares seria
obviamente importante. Um resultado expressivo nesse sentido foi obtido por
KUIKEN (1979). Em alguns casos torna-se possivel, através de uma mudanca
quadratica da variavel independente, reduzir a equacdo de Heun em uma
equacao hipergeométrica, e assim expressar suas solucbes em termos de
fungbes hipergeométricas.

Transformagfes quadraticas Kuiken ndo sdo tdo conhecidas como
deveriam ser. O teorema principal do trabalho realizado por Kuiken encontra-
se, infelizmente, enunciado de maneira errada. A fim de corrigir e expressar
solugdes da equacdo de Heun com funcgBes hipergeométricas, MAIER (2005)
criou uma forma de reduzir uma equagdo de Heun em uma equagéo
hipergeométrica.

Este teorema encontra-se enunciado em seu trabalho, e pode ser

expresso da seguinte maneira:

Teorema de Maier: Suponha a equacdo de Heun [eq. (B - 1]) tenha quatro pontos
singulares e seja ndo trivial (af #0ougq # 0). Entdo a solucdo local Heun
(d,q; a,B,y,6; t) pode ser reduzida para a fungdo hipergeométrica F =, F;(a, b;c; z)
por uma férmula do tipo Heun(t) =, F;(R(t)), com R(t) uma funcéo racional, apenas se

seus parametros d,q; a,f satisfaz g = afip, com (d,p) igual a um dos seguintes 23

pares. Se uma reducgédo desse tipo existe, R(t) sera um polindmio de grau declarado.

1- R(t) tem grau 2 ou 4.
(=1,0), (1/2:1/2): (2,1).
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2- R(t) tem grau 3.

(3,00, (=1/3,0), (/4. 1/4). 3/4.3/4). (*/3.1), (4 D).
3- R(t) tem grau 3 ou 6.
(il 2eiD)

4- R(t) tem grau 4.

(—i il+ £) (—ili l+ 4‘/_) (_ ﬂ@.k _)
2 4 4 27 27 27— 27 27 = 27

5- R(t) tem grau 5.
11«/_1 . V15 135 , .33v/15 95 9V15 33V15 33
(o e ). (0 ) (e B

2= 90 ’2— ' 18 128 — 128 ’'128 — 128 128 ‘128 —

. 9\/15)
128 /°

Por meio deste, qualquer equacdo de Heun que satisfaca um destes 23 pares
pode ser levada a uma equacéao hipergeométrica.

Pode-se ainda, verificar se uma dada transformagéo pode ou n&o reduzir
a equacao de Heun. Seja R(t) uma suposta transformacao de grau apropriado

para um dos 23 pares descritos acima, fazendo

abR?

R R dy

d?y
dt?

deve-se recuperar a forma da equacéo de Heun. Aqui, R e R sdo as derivadas

de R(t) com respeito a t.
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APENDICE C

Esta monografia é fruto de um trabalho que encontra-se publicado nos
anais da XVI SEMANA UNIVERSITARIA (Inter)nacionalizagéo da Ciéncia e da
Educacao realizada durante o periodo de 21 a 25 de novembro de 2011.

Apresenta-se abaixo o trabalho na integra

Equacéo de Schrodinger como uma equacao
geral de Heun para um problema de massa
dependente da posicao

Schrodinger equation as a general Heun’s equation in a
position dependent mass problem

Marco Antonio Bezerra Diniz’*; Marcony Silva Cunha*

Resumo: Na equacdo de Schrddinger, a massa € geralmente tratada como constante.
Contudo, ha diversas situacdes onde a matéria se comporta como se efetivamente a
massa dependesse da posicdo. Inicialmente proposta para descrever impurezas em
cristais, a teoria de massa efetiva tem sido um componente relevante para o estudo de
propriedades eletrdnicas de portadores de carga em semicondutores, para o estudo de
pontos quénticos, de liquidos quanticos, clusters de 3He etc. Em geral, essas teorias
transformam uma interagdo potencial complicada em problemas onde a massa (de
maneira efetiva) depende da posicdo. Neste trabalho, mostra-se que a equacdo de
Schrédinger unidimensional estacionaria que descreve interacbes tais que a massa
pode ser considerada dependente da posicdo na forma m(x) = msech?(x), sujeita a
um potencial nulo, pode ser transformada em uma equacao equivalente a equacao de
Schrédinger estacionaria, em um novo sistema de coordenadas onde a massa pode
ser vista como constante e sujeita a um potencial efetivo ndo nulo V. Encontra-se
entdo uma solugéo analitica para o problema em termos de uma funcao de Heun local.
Em seguida mostra-se que, para este problema em particular, a solucdo encontrada
pode ser transformada em uma func¢@o hipergeométrica de Gauss por meio de uma
transformacéo direta na variavel independente da solucao local de Heun.

Palavras-Chave: Massa dependente da posicdo. Equacéo de Heun. BenDaniel-Duke.

Abstract: In the Schrodinger equation, the mass is usually treated as constant.
However, there are many situations in which the mass effectively is position
dependent. Initially proposed to describe impurities in crystals, the effective mass

" Bolsista ICT-FUNCAP. *Grupo de Fisica Tedrica - GFT, Centro de Ciéncias e Tecnologia.
Universidade Estadual do Ceara (UECE), Av. Paranjana 1700, 60740-903, Fortaleza-CE
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theory has been an essential component for the study of electronic properties of charge
carriers in semiconductor hetero-structures, in the study of quantum dots, quantum
liquids, etc. In general, these theories seek to address an complex (potential)
interaction in a manner equivalent to a problem where the mass (effectively) depends
on the position. In this work, one shows that one-dimensional stationary Schrodinger
equation that describes such interactions where mass can be considered spatially
dependent such that m(x) = msech?(x), subject to a null potential, can be transformed
into an equation similar to the stationary Schrdodinger equation via coordinate
transformations where an effective constant mass is now subject to an nonzero
potential V. One finds an analytical solution to the problem in terms of a local Heun’s
function. Then one shows that, for this particular problem, the solution can be
transformed into a Gauss hypergeometric function by a direct transformation of
independent variable in the local Heun'’s solution.

Key words: Position dependent mass. Heun’s equation. BenDaniel-Duke.

1. INTRODUCAO

O uso da equacédo de Schrédinger com a massa dependente da posicéo
(PDM) tem crescido nos ultimos anos devido a sua aplicabilidade em diversas
areas da Fisica, e em particular na Matéria Condensada, no estudo de
semicondutores (BASTARD, 1988), pontos quanticos (SERRA e LIPPARINI,
1997), liquidos quéanticos (ARIAS DE SAAVEDRA et all, 1994), clusters de sHe
(BARRANCO et all.,, 1997 ) etc. Porém, em situacBes onde se considera a
massa efetiva dependente da posicdo, hé& reconhecidamente certa
ambiglidade de ordenamento do operador energia cinética na equacao de
Schrédinger. Recentemente, alguns autores propuseram o uso da Equacao de
Dirac para contornar esse problema (RENAN; PACHECO; ALMEIDA, 2000).
Constatou-se que os resultados obtidos com a equacgéao de Dirac corroboram
com o ordenamento proposto por BENDANIEL e DUKE (1966) para o operador
energia cinética, no formalismo de Schrddinger. Assim, adota-se esse
ordenamento para a equacdo de Schrodinger como dado por ARDA,
AYDOGDU e SEVER (2010) para analisar a equac&o resultante para caso em
que uma particula, caracterizada pela funcdo de massa m(x) = msech*(x/a),
esta livre, ou seja, o potencial que atua sobre ela é nulo, V(x) = 0.

Através de uma mudanca na funcdo de onda (x), sera mostrado que a
nova equacgéo obtida tem forma equivalente & equacdo de Schrédinger, onde

um termo constante faz o papel da massa sujeita a um potencial efetivo néo
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nulo V. Através de uma mudanca de variaveis, a equagdo de Schrodinger
resultante sera transformada em uma equacdo geral de Heun (RONVEAUX,
1995). Esta equagdo que caracteriza-se por ser uma equacdo fuchsiana
(HILLE, 1997) com quatro pontos singulares regulares, (0; 1; d; 1), definida na

esfera de Riemann.

2. MATERIAL E METODOS
Sendo essa uma pesquisa tedrica, 0s materiais e métodos utilizados séo
essencialmente a pesquisa bibliografica, que fornece elementos para
realizacdo da mesma, sem a necessidade de recursos estatisticos ou coleta de
dados. Podendo ser desenvolvida apenas com o auxilio de softwares de

matematica.

3. METODOLOGIA

Para tratar um problema particular de uma particula de massa
dependente da posicao, sujeita a um potencial nulo, utilizamos o ordenamento
de BenDaniel Duke para o operador energia cinética, no formalismo de
Schrédinger. A partir de uma transformagdo na funcdo de onda (variavel
dependente) chegamos a uma equacéao similar a equacdo de Schrodinger que
descreve, neste caso, um problema equivalente a uma particula de massa
(constante) sujeita a um potencial confinante. A seguir, realizamos uma
transformacdo de coordenadas na variavel independente e chegamos a uma
equacao conhecida como equacédo geral de Heun. Finalmente, a solucdo do
problema e dada em termos de uma funcédo de Heun local. Em seguida, pode-
se mostrar que a solucdo pode ser escrita como uma funcao hipergeométrica

de Gauss.
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4. RESULTADOS
4.1 PDM E ORDENAMENTO DE BENDANIEL-DUKE
Considerando-se o ordenamento de BenDaniel-Duke, a equacéo de

Schrddinger para o caso de uma particula com massa dependente da posi¢ao

€ dada por

d? 1 dm(x) d Zm(x)E . L o
{dxz_m(x) dx E-I_T[ - (x)]}tp(x)_ € -1)

Estudando-se um sistema fisico onde a massa de uma particula tem

uma dependéncia espacial (efetiva) na forma

m(x) = msech? (¥/y), (C-2)

no qual a € uma constante que introduziu-se para tornar adimensional o
argumento da secante e tem, por sua vez, uma relacdo direta com a
distribuicdo da massa ao longo de x. Em uma situacdo onde o potencial V (x),
pode-se facilmente verificar que a equacdo que descreve o comportamento

dessa particula

" 2 , 2m
Y (x) + atanh(x/a)lp (x) + Fsechz(x/a) [E—V()]p(x) =0 (€—-3)

onde ¥'(x) e ¥ (x) séo as derivadas primeira e segunda de 1) em relacdo a x
respectivamente. Para absorver a constante a da equacdo acima, € Util
redefinir a variavel x - ax tal que se chega a uma equacdo ligeiramente

diferente,

2ma?
hZ

P (x) + 2 tanh ()Y '(x) + sech?2(x)[E —V(x)]y(x) =0 (Cc—-4)

Para se averiguar as solucdes da Eqg. (C - 4), é conveniente utilizar
transformacdes sobre suas variaveis dependentes e independentes. A partir de

uma transformacéo na funcdo de onda dada por
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Y(x) = cosh’(x) ¢ (x) (€-=5)
a Eq. (C - 4) pode ser escrita como

@"(x) + 2(v + 1) tanh(x) ¢'(x) +

2

+ [v(v + 2) tanh?(x) <v + 2ma

v E> sech?(x)|p(x) =0 (C —6)

Nota-se que a transformacao (C - 5) preservou a paridade da Eq. (C - 4), isto &,
também a equacao acima admite solucfes simétricas e antissimeétricas.

Para a mudancga na varidvel independente utiliza-se a transformacéo
d ~ . .
{x -z | é = sech(x)}. Como se pode ver, resolvendo a equacao diferencial

para z, cuja solucdo é dada por cos(z) = sech(x), esta transformacao de

m

coordenadas implica em um mapeamento (—«, ©) — (—5,5).

4.2 ANALOGO DA EQUACAO DE SCHRODINGER PARA MASSA
CONSTANTE

Através da mudanca de varidveis proposta na se¢do anterior, a funcéo

de onda satisfaz agora a seguinte equacao diferencial em termos da variavel z,

a saber,
@'(2) + Qv+ 1) tan(2) ¢'(2) +
5 2ma?
+i{v+v(v+2)tan“(z) + 3 [E-V(2)]ie(z) =0 c—-17)
Quandov = — 1/2, a equacédo acima perde o termo de derivada primeira. Fica-

se entdo com a seguinte equacao diferencial

ANl BN 2(2) + V(2)| 0(2) = a2Ep(2) C-8
om dzz o2ml2 TPV 2| P = amolz €=8)
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A expressdo anterior € uma equacdo de autovalores similar a uma
equacado de Schrdodinger estaciondria para o caso de uma particula de massa
constante, com energia potencial (efetiva) dada por

V(z) = h—z l+ Etanz(z) +V(2) -9

2ml2 4
A Eg. (C - 8) pode ser entdo interpretada como uma equacgao que
descreve o movimento de uma particula de massa constante sujeita a um
potencial confinante V(z), o que restringe seu movimento ao intervalo z =

(—g,g) Como a energia total da particula, quanticamente, ndo pode ser menor

que o minimo do potencial, espera-se que 2mazE /h* > 1/2,com a condicédo de
s

contorno ¢ (i 5) = 0.

Interessante comentar que uma equacdo equivalente & Eqg. (C - 8)
apareceu em contextos completamente diferentes do problema aqui tratado
(TAS, ELI, 2003 e CHRISTIANSEN; CUNHA; TAHIM, 2010).

4.3 EQUACAO GERAL DE HEUN

Uma maneira (geral) de resolver a equacdao de Schrédinger acima é
introduzindo-se a transformacdo de coordenadas y = cos(z), onde 0 <y <1
(desde que —m/2<z<m/2). Uma vez que E >0 pode-se definir k? =

2mya2E /h?, implementar a mudanca de variavel e obter

1/ _p2 3
o)+ /E_k /a

' — =0 Cc—10
y2_1<p(y)+<y 1 yz)co(y) ( )
Pode-se reescrever a equacao acima em uma forma mais adequada, definindo-
se a transformacdo ¢(y) = y~Y2h,(y). Neste caso, fica-se com a seguinte

equacéo para a fungao transformada h, (y):
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—kzy

yoy-Dy+1)

Yo o

y1y+1

hy (y) + hy () + hi(y)=0 (C-11)

~1
—+—=
y

A despeito do intervalo de interesse (0 < y < 1), a equacao acima
possui formalmente quatro pontos singulares regulares em y = (0; —1;1; «).
Equacdes deste tipo pertencem a uma classe de equacdes diferenciais lineares
de segunda ordem, definidas na esfera de Riemann, com quatro pontos

singulares regulares ou pontos fuchsianos (HILLE, 1997).

A forma mais geral de se escrever uma equacdo com quatro pontos

singulares é:

afy —q
yy—-1D(@y—d)

H”()+<y+ 6 ,_ ¢ )H'()+
Y y y—-1 y—-d Y

Hiy)=0 (C-12)

A equagdo acima é conhecida como equacdo geral de Heun
(RONVEAUX, 1995), sendo seus quatro pontos singulares regulares
(0; 1; d; ), com d # (0; 1;0). Os parametros equagdo de Heun guardam
entre si a relagdo fuchsiana a+f+1=y+§+. Tomam-se as solugdes
(locais) de Heun em torno dos pontos singulares, sendo que para cada ponto
singular existem duas solucdes locais linearmente independentes (L.1.)
identificadas pelos seus expoentes caracteristicos.

Calculando-se os expoentes (dois para cada solucéo local) a partir de
uma seérie de Frobenius para as solucoes, fica-se com um conjunto de 4 X 2
solugdes localmente L. I. De fato, através de transformages automorficas nas
solugcbes, que preservam a forma da equacdo de Heun, mostra-se que a
equacdao geral de Heun possui 192 solu¢des distintas (MAIER, 2007).

Para as solugfes L.l. pode-se utilizar o simbolo-P de Riemann dado por

0 1 d o0
P{ O 0 0 a;y
1-y 1-6 1—¢ B
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De acordo com as transformacdes de coordenadas utilizadas, a solucao
em termos da variavel y deve estar confinada ao intervalo (0,1), em torno de
y =1, com seus respectivos expoentes caracteristicos, a saber, 0 e 1—6.
Portanto, as solucdes L.I. locais para a equagao geral de Heun em torno de

y = 1 s&o escritas como
H=H1-d,—q+aBapBby;1-y) (€ —13)

H=Q-y)'"H[1-d,—q+ (- Dyd+(a—=-56+1D(B-6+1),—-6+1,
a—6+1,2-68,y;1—-y ] (c—-14)

4.3.1 Solugdes de paridade par

Ao compara a Eq. (C - 11) com (C - 12), tem-se 0s seguintes valores
para os parametros da equacgdo de Heun: d; =-1;q; =0; a; =1/2 (—1 +
V1+4k?), g =-1/2(1+V1+4k?),y, = -1; 6, = ¢ = 1/2. Calculam-se os
valores de a, e B, através da relacdo fuchsiana entre os parametros,

juntamente com a relacdo a,; = —k2. f;. Assim as solucdes para h, (y) séo:

—1++V1+4k? -1-v1+4k? 1

> , > '5'_1;1_}]) (C—15)

RPG) =H (2, —k%;

3+4k2_ V1 +4k2 V1 +4k? 3

4 2 2 ,5,—1;1—y>(c

KD0) = (1—y)2H (2, =

—16)
Como se pode ver através das transformacfes de coordenadas, as

solugcdes em torno de y = 1 correspondem a z = 0 ou x = 0. Assim, as
solugbes com 0 < y < 1 cobrem o intervalo (—gg) emze (—=,©) em x.

Através da transformacédo das variaveis dependente e independente, é
facil escrever as equacgfes acima em termos da variavel z, uma vez que

y = cos(z). Neste caso, tem-se
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12 (2) = sec%(z)hgl‘z)(cos(z)) (C—-17)

As equacdes acima representam as solugbes analiticas em torno da
origem z = 0 para o problema quantico de uma particula de massa m sujeita
ao potencial V [Eg. (C - 9)], onde o mdédulo quadrado da funcdo de onda
representa, como é usual, a densidade de probabilidade de se encontrar a
particula em uma determinada posicao do eixo z.

Analogamente, levando-se em conta a respectiva transformacao inversa

de coordenadas, as solugbes no espago x escrevem-se cOomo:
Y@ (x) = K (sech(x)) (C —18)

Matematicamente, estas sao as solu¢cées mais gerais para o problema de
massa variavel na forma da Eq. (C - 2). As solucdes fisicamente aceitaveis
devem, porém ser encontradas obedecendo as condicbes de contorno

adequadas. No espaco z € mais facil determinar quais sao essas solucdes

observando-se que o potencial € infinito em z = ig. Portanto, as funcdes de

onda devem se anular nestes pontos, ou seja, ¢ (z = i%) = 0.

As solugbes acima sdo ambas de paridade par, sendo a segunda
solucéo fisicamente inaceitavel por ndo ser diferenciavel em z = 0. Como se
vera mais adiante, a primeira solugdo converge apenas para valores de k
naturais, ou melhor, k? =n(n+ 1), sendo n um ndmero inteiro impar (n =
1,3,5...).

4.3.2 Solugdes de paridade impar

Para se determinar as solucdes impares, € necessario voltar a Eq. (C -

8). Propde-se entdo uma mudanca na variavel independente tal que
@(z) = sen(z) ¢(z) (€ -19)

Esta mudanca leva a seguinte equacéao para ¢(z):
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¢ (2) + 2 cotg(2) ¢'(z) — [ .3 tanz(z)] b(2) = —k2p(2) (€ —20)

Utilizando novamente a mudanca de varidvel y = cos(z), fica-se com

uma equagao semelhante a Eq. (54),

3/2 k2 3/4
AORS ¢()+( — >¢()—o (¢ -21)

1
0 gque sugere, como antes, a mudanca de variaveis ¢(y) = y z2h,(y). Feito isto,

pode-se uma nova equacao de Heun descrita abaixo

1. >/ 3/2 —k*y _
hz(Y)+(7+y 1 v+ )hz() y(y—l)(y+1)h2(y>_0(c_22)

Como na sec¢do anterior, as solucdes para h,(y) sao funcbes locais de Heun

. ~ 1+V1+4k2
em torno de y = 1, com seus respectivos parametros a, :T; ,82 =

1—V1+4k?

> V2 =—1, 8, =& = % Explicitamente, tem-se entao

14+VI+4kZ 1—+V1+4kZ 3
2 ’ 2 '2

h$P(y) = Heun (2, —k?; —1;1— y> (€ - 23)

1+V1+4kZ 14+V1+4kZ 1
2 ’ 2 '2

1
() =Heun(2,z—k2; - ,—1;1—y> (C —24)

Como antes, as solucbes em torno de y = 1 correspondem a z = 0 ou
x = 0. Assim, as solu¢gdes com 0 < y <1 cobrem o intervalo (—% —) emze

(—,=) em x. As solu¢cdes em z e em x sdo, respectivamente,

e (2) = sen(z) sec%(Z) hgl’z)(COS(Z)) (€ —25)
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P2 (x) = tanh(x) hgl’z)(sech(x)) (C —26)

A segunda solucéo ¢ (z) [p® (x)] é fisicamente inaceitavel por n&o ser
diferenciavel na origem z =0 (y =0) e a primeira solugdo @™ (z) [p® (x)]
converge apenas para valores de k naturais, ou melhor, k2 =n(n + 1) com

n > 0 par.
4.4 REDUCAO PARA A EQUACAO HIPERGEOMETRICA

Existem alguns casos onde pode-se reduzir a equacao de Heun (quatro
pontos singulares) a uma equacao hipergeométrica (trés pontos singulares).
Estes casos especiais foram estudados por MAIER (2005) para uma equacao
de Heun né&o trivial, ou seja, para aff # 0 ou g # 0 a solugéo local de Heun
H(d,q;a,B,y,6;t) pode ser reduzida a uma solugcdo hipergeométrica

.F1(a, b; c; t)através da relagdo H(z) —», F;(R(t)), onde R(t) é uma funcéo
racional. Neste caso, as relacdes entre os parametros d, q; a, f da equacéo de
Heun sédo tais que q = afp, onde o par (d, p) pode assumir 23 valores distintos,
com as respectivas R(t) funcBes polinomiais racionais de até sexto grau.
Particularmente, o caso (d,p) =(2,1) permite uma transformacédo
H(z) -, F;(R(t)) para um polindmio R(t) de grau 2 ou quatro.

Levando-se em conta 0 contexto acima, pode-se reescrever as solucdes
pares e impares fisicamente aceitaveis [Egs. (C - 15) e (C - 23)]

respectivamente como
hi () = H(2, a1y a1, Br vy, 8% t) (C —27)

hﬁ;(t) = H(Z' a2B2; A2, B2,7'5, 6% t) (C —28)

onde a; e B, sdo os mesmos definidos na seccdo anterior e y', =1/2, ', =
-1, vy, =3/2, §=—-1 e t=1-y. As equacOes acima descrevem entdo
solugbes de equacdes de Heun com seus respectivos parametros redefinidos.

Além disso, essas solucdes inserem-se no contexto discutido acima com
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(d,p) = (2,1). Portanto pode-se reduzir as solucdes acima em funcdes

hipergeomeétricas como abaixo

1 B
Eg(t) = Heun(z a,f1; a1, By 1,5 1 t) =,F, < = 21, )/1' t(2—-t)| (C—-29)
By = 2 Bz v
s () = Heun(2, ayBy; a1y’ 2 8 t) =,F 2 DRREL t(2—-1t) | (C—30)

Assim, pode-se escrever as fun¢gfes de onda fisicamente aceitaveis em

termos das variaveis z e x. Em termos da variavel z, tem-se:

1+V1+4k? —1—\/1+4k2 1
—; sen?(z) | (€ —31)

Wy —
Pris(2) = SeCZ(Z)ZFl( 7 : 2 X

1+V1+4k? 1—V1+4k2 3
—; sen?(z) | (C —32)

2 —
THOE sen(z)secz(z)za( — 5

Para as solu¢des em termos da variavel x,

1+ V1 + 4k? —1—V1+4k2 1
—; tanh?(x) (C —33)

1/)]5 (x) =2F ( 2 , 2 5

1+V1+4k? 1 —+v1+4k?2 3
-y tanhz(x)> (C —34)

l/)fl)(x) = tanh(x) ,F; < 1 ’ 7 5

Pode-se mostrar que as funcdes wfl 2)(x) sao ortogonais e formam um

conjunto completo de solugbes para o problema. Expressa-se a ortogonalidade

atraveés da expressao:

< (l)|¢(1)> — (Snmaij (C _ 35)

ondei,j = 1,2 e n e m representam a ordem da solucao.
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5. DISCUSSAO

Considerando que as solucdes da equacdo de Schrodinger devem se
anular nos extremos (z = ig) ou gue as solugdes no espago x devem ir & zero

no infinito, podem-se averiguar as condi¢des de existéncia para estas solugoes.
Tomando-se, primeiramente, a Eq. (C - 31) para as solu¢cfes simétricas, deve-

se impor que a funcéo hipergeométrica seja nula no limite z = ig, isto porque

sec(z) diverge nesse limite. Matematicamente,

W , —1+V1+4k? -1-V1+4k? 1
lim (pﬁs(z) = lim,F 2 , 2 L sen“(z)
z—>i§ z—>i§
=0(C—-36)
Este limite existe e deve ser igual a
. Vr
tm, () = —7— Py (€37
2oty r(3-zVI+4Kk2)r(3+7V1+4K7)

A condicdo necessaria para que este limite seja nulo é tal que a fungéo

gama deve divergir para que isto ocorra. Sabendo disto pode-se dizer que

Ji+4k?=—-p, p=01,2.. (C —38)

SN
N

Reagrupando os termos encontra-se a seguinte relacéo

k2=Q0Qp+1)2+Q2p+1) (C -39

Neste caso, fica evidente que se pode substituir 2p + 1 = n, onde n € um
nimero impar. Assim, k? = n(n + 1).
De maneira analoga, pode-se obter as condi¢cdes de quantizacdo para

as solucoes antissimétrica[Eq. (C - 32)], a saber,
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) ZVT[
llm p(z) = =0 (C —40)
fis 1 1 1 1
2 kZF(Z_ZV1+4k2)F(Z+ZV1+4k2)

sendo agora

—~J1+4k2=—-q, ¢=01,2.. (C — 41)

-Mr—*
~{>Ir—\

Reagrupando os termos, tem-se:
k% =2q(2q + 1) (C —42)

Sendo 2g um numero par, podemos considerar 2q = n, onde agora n € um
nimero par (n =0,2,4...). Assim, novamente k* = n(n+ 1). Desta forma a
mesma expressdo para k? é valida para solugdes simétricas (n =1,3,5...) e
antissimétricas (n=0,2,4..), como antecipado nas secbBes anteriores.
Importante ressaltar que este resultado define a quantizacdo da energia para o

problema, ou seja,

_ h? n(n+1)
"~ ma? 2

(C — 43)

onde agora (n = 1,2,3...) por causa da condi¢do fisica sobre a energia,
ou seja, quaticamente a energia minima ndo pode ser zero.

Pode-se agora escrever as expressdes finais para as solugbes
simétricas e antissimétricas, na variavel z (que representa o equivalente da
equacdo Schrodinger para massa constante) e na varidvel x para a massa

dependente da posicdo. Em termos dessas variaveis, as solu¢des sao

(1) 1 n n+11 2
PR = sec2(@) oy (5, i3 sen’(2)) (€~ 44)
) n+1 n 3 2
Pfis (z) = sen(z) secz(z) 2F1( > T3y sen (z)) (C —45)
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€)) _ n n+1_1.
l/Jfl-s(X) =2 (E'_T'E' tanh?(x) (C —46)
n+1l n 3
‘/’ﬁg(x) = tanh(x) 2F1( S T tanhz(x)) (C —47)

Abaixo, apresenta-se o0s graficos das solucbes de paridade par
(simétricas) [Fig. (1)] para a coordenada z [Eqg. (C - 44)], que representa o
analogo quantico de massa constante paran = 1,3 e 5. Logo abaixo, [Fig. (2)],
o grafico para funcdo em termos da variavel x [Eq. (C - 46)], indicando que a
particula tem maior probabilidade de ser encontrada em regides préoximas a
origem. Analogamente, a Fig. (3) e Fig. (4) representam as solucdes de
paridade impar (antissimétricas) para z [Eq. (C - 45)] e para x [Eq. (C - 47)],

paran = 2,4 e 6.

At

=05

N —1; N
Figura 1: SolucBes (simétricas) da Eq. (C - 44) para n =1 (linha continua), n = 3 (linha

tracejada) e n = 5 (linha pontilhada).
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Figura 2: SolugBes (simétricas) normalizadas da Eq. (C - 46) para n = 1 (linha continua), n = 3

(linha tracejada) e n = 5 (linha pontilhada).

Figura 3: Solucdes (antissimétricas) da Eq. (C - 47) para n = 2 (linha continua), n = 4 (linha

tracejada) e n = 6 (linha pontilhada).

Figura 4: Solucdes (antissimétricas) normalizadas da Eq. (C - 47) para n = 2 (linha continua),
n = 4 (linha tracejada) e n = 6 (linha pontilhada).

Em termos da varidvel original ax — x, pode-se ver essa solugdo como
se a = 1, muito embora a forma das soluc¢des (simétricas ou antissimétricas)

seja invariante se se escolher convenientemente a escala do gréfico.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho, apresenta-se a solucdo analitica para o problema de
massa dependente da posicdo sujeita a um potencial nulo, utilizando-se o
ordenamento de BenDaniel-Duke (1996) para escrever a equacao de
Schrodinger adequada para esse tipo de problema. Utilizando-se
transformacdes de coordenadas e transformacdes na prépria fungcdo de onda,
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consegue-se reescrever o problema e reinterpreta-lo como uma equacao que
descreve uma particula de massa constante sujeita a um potencial (efetivo)
confinante.

As solucbes mais gerais desse problema sao funcbes de Heun locais,
que se mostraram convergentes apenas para determinados valores
(quantizados) do parametro relacionado a energia da particula. Verifica-se,
para este problema em particular, que as solu¢gdes encontradas para a funcéo
de onda, em termos de fun¢cbes de Heun locais, admitem uma reducédo a uma
funcdo hipergeométrica de Gauss por meio de uma transformacdo polinomial

de grau dois ou quatro. Esta, por sua vez, se mostra quantizada através da

~ h? +1
relagdo E = -2+
ma 2

onden=1,2,3..

Por causa da paridade do potencial efetivo (ou da equacgao diferencial
que descreve o problema), as solucdes se apresentam com paridade par e
impar (simétricas e antissimétricas). Para a visualizacdo das solucdes, da
simetria presente na funcdo de onda, apresentam-se alguns graficos para
determinados valores de n. Observa-se que a distribuicdo de massa, m(x) =
m, sech?(x/a), determina aproximadamente a regido onde a densidade de

probabilidade é relevante.
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