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Apresentacao

O problema da ordenacao é um dos mais importantes e mais estudados
na ciéncia da computacdo. Em diversas situacdes cotidianas € preciso colo-
car uma lista em ordem para facilitar a busca de informagdes nela contidas.
Ordenar, ou classificar dados, significa armazena-los numa forma adequada
de modo a facilitar sua pesquisa, ou busca, e assim tornar mais agil a recupe-
racao das informagoes.

Neste livro serdo mostradas inicialmente as técnicas classicas de clas-
sificacao de dados, seguidas pelos métodos usuais de pesquisa. Em todos os
procedimentos descritos utilizam-se estruturas de dados conhecidas, como
vetores, matrizes, arvores, listas, pilhas e filas.

Adiantamos que, uma classificagdo € dita interna, quando os dados
podem ser totalmente armazenados na memodria principal, e externa, se parte
deles estiverem, durante o processo de ordenagcdo, num meio de armazena-
mento auxiliar. Os métodos de classificacdo externa sdo realizados através
de uma técnica de projeto de algoritmos denominada “divisdo e conquista”,
onde os dados sao divididos em séries menores, de tamanho tal que seja
possivel ordena-los por algum método de classificagao interna; ao final, as
séries devem ser intercaladas a fim de gerar uma Unica saida, totalmente
ordenada.

A pesquisa, outra tarefa importante na computagao, corresponde a bus-
ca de informagdes contidas num arquivo ou, em geral, numa lista ou coleg&o
de dados. Deseja-se que esse processo seja executado sem que haja a ne-
cessidade de inspecionar toda a colecdo de dados, para isto s&o apresenta-
das diversas técnicas e estruturas de dados que permitem fazer pesquisa com
bastante eficiéncia. Discutimos as operacdes de insercéo, busca e remogcao
nessas estruturas, analisando sua complexidade temporal e espacial. Essa
analise também é feita para os procedimentos de classificacdo interna.

Ao final de cada capitulo sdo propostos exercicios, cujo objetivo é ava-
liar os conhecimentos adquiridos e rever as definicées abordadas no respec-
tivo capitulo.

Os Autores






Gapitulo
Introducéo






Obijetivos

e Introduzir os conceitos de pesquisa e ordenagéo de dados
e Mostrar as formas de armazenamento das informagdes

o Definir procedimentos e fungdes

e Apresentar as estruturas dos algoritmos

Apresentacao

Nas consideragdes gerais contidas neste capitulo introdutério, destacamos
inicialmente a importancia da “Pesquisa e Ordenagao” para a computagao,
e a necessidade do uso de técnicas eficientes para que seu processamento
seja realizado no menor tempo possivel. Mostramos, também, que a aborda-
gem deste assunto deve ser feita de forma integrada entre os dois tdpicos,
pesquisa e ordenagdo, e que é requerida uma revisdo do assunto Estrutura
de Dados para que seja compreendido como as informagdes sdo armazena-
das e de que forma os processos as utilizam. Por fim, & apresentada a forma
padréo usada para codificagdo dos algoritmos, bem como de seus procedi-
mentos e funcdes.

1. Introdugao

A pesquisa e a ordenagao s&o operagdes bastante utilizadas nos sistemas de
programagcéao, desde a origem da computagéo. Independente da geracéo ou
do ambiente computacional, ordenar, ou classificar dados, significa armaze-
na-los numa forma adequada de modo a facilitar sua pesquisa, ou busca, e
assim tornar mais agil a recuperacgao das informagdes.

O conceito de um conjunto ordenado de elementos tem importancia
tanto na informéatica como em nossa vida cotidiana. Imagine quao complicado
seria localizar um nimero de telefone num catélogo se 0 mesmo n&o fosse
classificado por ordem alfabética nem por enderego. O processo de busca
somente é facilitado porque existe uma ordenacao relacionada; observe no
exemplo citado que, se temos o nimero de um telefone e desejamos identi-
ficar seu proprietario, ou seu endereco, a pesquisa seria complexa caso nao
existisse uma ordenagcdo numérica, crescente ou decrescente, destes telefo-
nes. Em geral, a lista de telefones nesta ordem n&o existe porque esta é uma
consulta incomum.

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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Aqui serdo mostradas inicialmente as técnicas classicas de classifica-
¢ao de dados, seguidas pelos métodos usuais de pesquisa. Em todos os pro-
cedimentos descritos utilizam-se estruturas de dados conhecidas, como ve-
tores, matrizes, arvores, listas, pilhas e filas. Os algoritmos correspondentes a
estes procedimentos sao apresentados numa forma de programa estruturado,
sendo ao final apresentados alguns algoritmos de ordenagao, na linguaguem
de programacgéo "C". Nosso propésito é que o leitor entenda com facilidade a
metodologia empregada.

Adiantamos também que uma classificagdo € dita interna se os dados
puderem ser totalmente armazenados na memodria principal e € dita exter-
na se parte deles estiverem, durante o processo de ordenac&o, hum meio
de armazenamento auxiliar, ou seja, numa “area de trabalho” que geralmente
estd gravada em um disco magnético. Os métodos de classificagdo externa
s&o realizados através de uma técnica de projeto de algoritmos denominada
“divisdo e conquista”, onde os dados sao divididos em séries menores, de
tamanho tal que seja possivel ordena-los por algum método de classificagao
interna; ao final, as séries devem ser intercaladas a fim de gerar uma Unica
saida, totalmente ordenada.

O termo em inglés correspondente & ordenacgéo é sort e a intercalagcéo
€ merge, de modo que, € comum a literatura afim denominar um programa
utilitério para classificag&o, de forma geral, como Sort-Merge.

Nas sec¢des seguintes deste capitulo é apresentada a forma como os
dados a serem classificados estdo armazenados, seguido das definicdes de
procedimentos e fungdes e da organizagdo estruturada dos algoritmos. No
capitulo 2 sdo mostrados os diversos métodos de classificagao interna e no
capitulo 3, os de classificagao externa e, por fim, no capitulo 4, abordaremos
as principais técnicas de pesquisa utilizadas.

2. Armazenamento de Informag¢oes

Na préatica o processo de ordenagéo nao se resume apenas a classificar dados
isolados. Embora a maioria das abordagens a este tema sempre seja feita com
valores numéricos, por motivos didaticos, devemos estar cientes que as apli-
cagoes representam informagdes em forma de registro, ou cole¢ao de dados,
que em geral contém um campo especial chamado chave que é o “valor” a ser
ordenado que pode ser numérico ou n&o. No caso geral podemos chama-lo de
alfanumérico correspondendo a uma sequéncia de caracteres (letras, digitos ou
especiais) que sado geralmente armazenados em oito bits usualmente codifica-
dos em ASCII (American Standard Code for Information Interchange).

Assim, quando um algoritmo de ordenacao, apdés a comparacao de



duas chaves, necessita troca-las de posicao € necessario trocar também to-
dos os dados correspondentes acoplados a cada chave. Numa ordenagao
ascendente (do menor para o maior) do exemplo abaixo, se K1>K2 entao, os
campos “Nome” e “Endere¢o” do registro R1 devem ser permutados pelos
respectivos campos de R2 , ou seja, 0s registros trocam de posicéo (R1«->R2).

Chave Nome Endereco
i-1
R, (posicao i) K Guilherme Viana Rua 5 de maio, 2608 i
i+1
. j-1
R, (posicdo j) K, Luan Lima Rua 29 de julho, 1003 j
i+l

Figura 1.1 Modelo de registros de um arquivo

Para permutar dois registros ha necessidade de se utilizar uma variavel
auxiliar que tem a mesma estrutura dos registros, conforme mostrado na Fi-
gura 1.2.

Riew | Chave | Nome Endereco

Figura 1.2: Formato de um registro auxiliar

Usando esta estrutura, escrever os seguintes comandos:

R(aux)«R1; R1<R2; R2«R(aux);

O conjunto de todos os registros considerados € chamado de arquivo
que pode ser visualizado como uma tabela, onde cada linha representa um re-
gistro especifico e cada coluna representa um campo dentro do registro. Uma
classificagéo pode ocorrer sobre os proprios registros ou sobre uma tabela
auxiliar de ponteiros. De forma abstrata, podemos imaginar sempre a tabela,
ou arquivo, como no modelo Figura 1.2. No caso concreto do uso de pontei-
ros, ou apontadores, o processo é chamado “classificagao por enderecos” e
de forma indireta ha movimentagdo somente dos ponteiros em vez dos dados.

Além disso, também se deve considerar a ocorréncia de mais de uma
chave de classificacdo. Nesse caso, uma das chaves é chamada de “prima-
ria”, ou principal, e as demais “secundarias”. Para efeito, o processo de orde-

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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Indentar: Neologismo
derivado da palavra

em inglés indent que
significa “recuar” ou “abrir
paragrafo”.

nacao é aplicado tantas vezes quanto seja a quantidade de chaves. Ha, no
entanto, técnicas de concatenagéo de chaves com o objetivo de criar uma
Unica chave alfanumérica que sera aquela usada nas comparacoes.

E possivel ainda observar casos em que dois registros tenham a mesma
chave, ou seja, K =K. Quando isto ocorre ndo havera necessidade de permuta-
-los, ou seja, os registros sdo mantidos nas mesmas posigoes originais.

Convencionamos que na apresentacao dos métodos de classificagao
e de seus algoritmos, as comparagdes sao feitas apenas com as chaves, ou
valores isolados. Outra convencgéo Util € considerar a ordenagéao sempre as-
cendente, onde ao final as chaves estardo em ordem crescente, ou de forma
geral em ordem “nao decrescente”, caso existam chaves repetidas.

Para uma ordenag&o na ordem inversa (n&o crescente) a Unica alteragao
a ser feita em todos os algoritmos & substituir a comparagéo K >K, por K <K, .

3. Procedimentos e Fungoes
3.1 Blocos de Comandos

Um bloco é uma parte delimitada de um algoritmo que contém comandos. Um
comando pode ser de atribuicdo, ou uma declaracéo de entrada ou saida, ou
uma estrutura de controle, ou de repeticdo, ou ainda pode referenciar uma
chamada a outros blocos. Os blocos, organizados de forma indentada, podem
ser aninhados conforme mostrado na Figura 1.3.

ALGORITMO <nome>

// <comentdrios>
ENTRADA: <lista de varigveis>

SAIDA: <lista de varidveis>

BLOCO
// <comentdrios>
COMANDOS
BLOCO
// <comentdrios>
COMANDOS

FIM {nome}
Figura 1.3: Estrutura geral de um algoritmo

De modo geral, podemos dizer que um algoritmo é um bloco Unico cor-
respondente a rotina ou médulo principal; de forma analoga podemos afirmar
que um sub-algoritmo (procedimento ou fungdo) € um bloco auxiliar que cor-
responde a uma sub-rotina.
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3.2 Procedimentos

Um procedimento é um bloco criado através de uma declaragcéao que o asso-
cia a um nome ou identificador para que seja feita sua chamada ou referéncia.
O uso de procedimentos possibilita que um bloco usado repetidas vezes em
varios pontos do algoritmo possa ser escrito uma Unica vez e chamado quan-
do necessario.

A forma de um procedimento é mostrada na Figura 1.4.
PROCEDIMENTO <nome> (parametros)

// <comentdrios>
ENTRADA: <lista de variaveis>

SATDA: <lista de variaveis>

BLOCO
// <comentarios>
COMANDOS
BLOCO
// <comentarios>
COMANDOS
RETORNE

FIM {nome}
Figura 1.4: Estrutura geral de um procedimento

O procedimento € um objeto estatico, no sentido de que para ser exe-
cutado € necessario que seja ativado por uma chamada pelo seu <nome> a
partir do médulo principal do algoritmo ou através de outro procedimento num
nivel hierarquico superior.

Através dos parametros é possivel a transferéncia de dados entre os
médulos envolvidos. Cada paradmetro pode armazenar um Unico valor se a va-
riavel corresponde é simples ou varios valores se for uma variavel estruturada
de forma homogénea com uma ou mais dimenséo.

3.3 Fungdes Simples

Uma fungéo corresponde a um tipo especial de procedimento. Possuem ca-
racteristicas préprias como, por exemplo, a necessidade da existéncia de
uma atribuicdo de uma expressao ou valor ao seu nome declarado em pelo
menos um ponto da sequéncia de comandos.

13
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Ao declarar uma fun¢&o é necessario especificar seu tipo (inteiro, real,
I6gico ou literal) de forma analoga a uma fungéo matematica.

Aforma padrao de uma fungdo simples € mostrada a seguir.
FUNCAO <nome> (parametros): <tipo basico>

// <comentdrios>
ENTRADA: <lista de varidveis>

BLOCO
// <comentdrios>
COMANDOS
BLOCO
// <comentdrios>

COMANDOS
nome = <expressao>
COMANDOS

DEVOLVA <nome>

FIM {nome}
Figura 1.5: Estrutura geral de uma fungéo

Na secdo 5 € mostrado um exemplo para consolidar os conceitos de
funcdes e procedimentos, bem como, para observar as semelhangas e as
diferencas entre os mesmos.

3.4 Fungdes Recursivas

Uma funcéo recursiva é aquela que faz uma chamada a si prépria. A ideia
consiste em utilizar a propria fungéo no escopo de sua definicao.

Em todas as fungdes recursivas devem existir dois passos bem de-
finidos, um deles chamado base cujo resultado é imediatamente conhe-
cido e o outro, recursdo em que é possivel resolver a fungéo, ou seja,
calcular o valor final da fungéo utilizando a mesma sucessivas vezes com
entradas menores.

A estrutura de uma funcao recursiva € semelhante a uma fungcao sim-
ples, com a particularidade de que seu nome surge pelo menos uma vez no
lado direito de um comando de atribuicao.

Um exemplo classico é o uso de uma fungéo para calcular o valor do fa-
torial de um nimero inteiro ndo negativo. A seguir apresentamos duas formas



de implementagdo, uma através de uma fungéo simples (FAT) e outra usando
uma fungéo recursiva (FATREC).

a) Fungéo Fatorial Simples

FUNCAO FAT (N:inteiro): real

ENTRADA: // um numero inteiro positivo

F=1

PARA 1 = 1 até N
F=F * i

// fim para

FAT = F

DEVOLVA FAT

FIM {FAT}
Algoritmo 1.1: Calcula o fatorial de N de forma direta

b) Funcao Fatorial Recursiva

FUNCAO FATREC (N:inteiro): real

ENTRADA: // um numero inteiro positivo

SE N < 2
FATREC = 1
SENAO
FATREC = N * FATREC (N-1)

DEVOLVA FATREC

FIM {FATREC}
Algoritmo 1.2: Calcula o fatorial de N de forma recursiva

Pesquisa e Ordenacio de Dados

Mesmo sendo o fatorial um
namero inteiro, optamos
aqui defini-lo como real
para ampliar sua magnitude
ou ordem de grandeza.
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4. Estruturas Utilizadas nos Algoritmos

Os algoritmos apresentados usam uma pseudo-linguagem simples, comu-
mente chamada de Portugol, de facil entendimento, que contém resumida-
mente os seguintes elementos:

Simbolos:
e =: atribuicao;
¢ {}:delimitadores para descrever comentarios; pode iniciar por //

e () : para indicar ordem de execugéo das operagdes nas expressdes ou
agrupar pardmetros de sub-rotinas;

Termos Basicos:

e BLOCO - contém um ou mais comandos simples;

¢ lista de variaveis - variaveis separadas por virgulas;

¢ condi¢ao - expressao légica cujo resultado pode ser verdadeiro (/) ou falso (F);
e inicio—fim/fim-bloco - delimitadores de bloco (opcionais);

¢ RETORNE - comanda o encerramento de um procedimento ou fungéo,
devolvendo o controle de execuc&o ao bloco de chamada;

o DEVOLVA v — mesma fungao anterior, indica que retorna para o bloco de
chamada com a estrutura v.

e Procedimentos de Entrada e Saida;
ENTRADA: < lista de varidveis >

SAIDA: < lista de variaveis >
Figura 1.6: Comandos de entrada e saida de dados
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Estruturas de Controle de Decis&o e Desvio:
// Desvio Simples
SE < condicgédo >
BLOCO
// Desvio Duplo
SE < condicédo >
BLOCO-1
SENAO
BLOCO-2
// Desvio Multiplo
CASE < expressdo-teste >
<lista-1>: BLOCO-1
<lista-2>: BLOCO-2

<lista-n>: BLOCO-n
Figura 1.7. Comandos de Deciséo

Estruturas de Repeticao:

// Com teste no fim do bloco

FACA
BLOCO
ENQUANTO < condicao >

// Com teste no inicio do bloco

ENQUANTO < condicdo >
BLOCO

// Com limites da variavel de controle

PARA v = <valor-inicial> até <valor-
—final>

BLOCO
Figura 1.8: Comandos de Repeticao
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5. Exemplo de Uso de Procedimentos e Fun¢oes

Exemplo 1.1:  Problema: Bindbmio de Newton
Dados dois valores inteiros ndo negativos, m = n , calcular o valor de

(mj_ m!
n) nl(m—n)!

Utilizar a fungao FAT definida em 3.4.a (Algoritmo 1.1).
ALGORITMO BINOMIO

ENTRADA: INTEIROS m E n
SAIDA: REAL b COM O VALOR BINOMIAL

PROCEDIMENTO TROCA ( x , Vv )

ENTRADA: INTEIROS x E vy
SAIDA: x E y COM VALORES TROCADOS

w = X
X =Yy
y =
RETORNA

FIM {TROCA}

FUNCAO FAT (n)

// mesmo bloco da subsecdo
1.2.4.a

FIM {FAT}

SE m < n
TROCA (m , n )

b = FAT (m) / ( FAT (n) * FAT (m-n) )

FIM {BINOMIO}
Algoritmo 1.3: Calcula o Binémio de Newton
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Objetivos

o Definir o problema da ordenagéo
e Apresentar os métodos de classificag&o interna
e Analisar a complexidade dos algoritmos de ordenacgéo

Apresentagao

Neste capitulo iniciamos definindo formalmente o problema da ordenacao e
os principais critérios de classificacdo de dados. Em seguida, apresentamos
em detalhes os métodos de ordenacéo interna, discutindo sua eficiéncia em
termos de consumo de tempo e de memoaria e outros aspectos relevantes. Na
ordem, abordaremos os métodos Bolha, Insercéo e Sele¢ao que sao bastante
simples e servem para introduzir ideias a serem utilizadas em outros métodos
mais eficientes. Seguimos com os métodos Shellsort, Mergesort, Quicksort e
Heapsort, considerados superiores aos anteriores, também, como eles, base-
ados na operagao de comparagdo. Por fim, discutiremos os métodos Coun-
tingsort, Bucketsort e Radixsort que tém em comum o fato de n&o utilizarem a
operagao de comparagao e, sob algumas hipoteses, eles ordenam em tempo
linearmente proporcional ao tamanho da lista.

1. Ordenacgao Interna

Como dito no capitulo anterior, a ordenacéo de dados é um dos problemas
mais importantes e mais estudados dentro da ciéncia da computagéo. Em di-
versas situacdes cotidianas é preciso colocar uma lista em ordem para facilitar
a busca de informagdes nela contidas.

Neste capitulo discorremos sobre os principais critérios de ordenagéo,
definindo antes, na secéo 2, formalmente o problema da ordenacéo. Nas se-
¢cbes seguintes sdo apresentados em detalhes os diversos métodos de orde-
nacgao interna. Para cada um deles é mostrada sua eficiéncia em termos de
consumo de tempo e de meméria e outros aspectos considerados relevantes.

Inicialmente, nas secodes 3, 4 e 5, abordaremos os métodos Bolha, In-
sercéo e Selecdo. Tais métodos, considerados inferiores, sdo bastante sim-
ples, mas introduzem ideias que servem de base para outros métodos mais
eficientes. Esses métodos utilizam como uma de suas operagdes basicas a
comparacgao de elementos da lista.

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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Em seguida, nas se¢des 6, 7, 8 e 10, apresentaremos os métodos
Shellsort, Mergesort, Quicksort e Heapsort. Esses métodos, considerados su-
periores, utilizam estratégias mais sofisticadas como, por exemplo, diviséo e
conquista e o0 uso de estruturas de dados conhecidas como heaps binarios,
descritos na Secao 9. Esses métodos também sdo baseados na operacao de
comparagao.

Por fim, nas segdes 11, 12 e 13, discutiremos os métodos Countingsort,
Bucketsort e Radixsort. Esses Ultimos métodos tém em comum o fato de ndo
utilizarem a operacéo de comparagéo. Além disso, sob certas hipoteses, eles
ordenam em tempo linearmente proporcional ao tamanho da lista.

2. O Problema da Ordenac¢ao

Para que uma lista possa ser ordenada os seus elementos devem ser com-
paraveis dois a dois. Isso significa que dados dois elementos da lista deve
ser sempre possivel determinar se eles sdo equivalentes ou se um deles é
“menor” que o outro. A idéia associada ao termo “menor” depende do critério
de comparagéo utilizado.

Diz-se que uma lista estd em ordem crescente se cada um de seus
elementos é menor ou igual ao seu sucessor segundo algum critério de com-
paragdo. A definicdo de ordem decrescente é andloga. Como dito, uma lista
somente pode ser colocada em ordem se os seus elementos forem dois a dois
comparaveis. O problema da ordenagéo consiste em, dada uma lista, coloca-
-la em ordem crescente ou decrescente. Os principais critérios sdo compara-
¢ao numérica, comparacgao alfabética e comparagéo cronoldgica.

e Comparagao numérica: um nimero X € menor do que um ndmero y
se a expressao X — Y resulta em um nimero negativo. Esse € o tipo
mais comum de comparacéo e, de certa forma, todos os demais
critérios de comparagéao derivam dele.

e Comparacao alfabética: um caractere € menor do que outro se pre-
cede esse outro na ordem do alfabeto. Por exemplo, o caractere “a”
precede o “b”, 0 “b” precede o “c” e assim por diante. No computa-
dor, os caracteres sao representados através de nimeros (segundo
alguma codificagao, por exemplo, ASCII, UNICODE etc). Dessa for-
ma, a comparagao entre caracteres acaba sendo uma comparagao
entre os seus codigos numéricos e, portanto, € uma comparagao
numérica.

e Comparagao cronoldgica: Uma data € menor do que outra se ela

antecede essa outra. Uma data pode ser representada através de
trés numeros, um para representar o ano, outro para 0 més e outro



para o dia. Ao comparar uma data com outra, comparamos o ano.
Em caso de empate, comparamos o més. Em caso de novo empate,
comparamos o dia. Sendo assim, a comparagao cronolégica tam-
bém é feita comparando-se nimeros.

E possivel definir outros critérios de comparagéo. Por exemplo, pode-
mos comparar caixas, considerando menor aquela que apresentar menor vo-
lume. Como o volume é expresso por um nimero, esse tipo de comparagao
também € uma comparagao numérica.

Poderiamos, no entanto, considerar uma caixa menor do que outra se
ela cabe nessa outra. Nesse caso, podemos ter caixas incomparaveis. Utili-
zando esse critério de comparagdo, podemos ter uma lista de caixas que ndo
pode ser ordenada. Além disso, quando temos listas heterogéneas, pode nao
ser possivel ordenéa-la. Por exemplo, a lista (4, “bola”, 2, 15/02/2011) ndo pode
ser ordenada, pois seus elementos ndo s&o todos dois a dois comparaveis.

Dizemos que uma lista estd em ordem crescente se cada elemento da
lista € menor ou igual (segundo o critério de comparagéo adotado) ao seu su-
cessor. Se cada elemento da lista é estritamente menor do que seu sucessor,
dizemos que a lista estd em ordem estritamente crescente. Analogamente,
dizemos que uma lista estd em ordem decrescente se cada elemento da lista
€ maior ou igual ao seu sucessor. Se cada elemento da lista é estritamente
maior do que seu sucessor, dizemos que a lista esta em ordem estritamente
decrescente. Obviamente, ordenacéo estrita somente € possivel se todos os
elementos da lista forem distintos.

O problema da ordenagéo consiste em, dada uma lista cujos elementos
sejam todos dois a dois comparaveis, permutar a ordem de seus elementos
de modo a deixar a lista em ordem crescente ou decrescente.

Se a lista ndo for muito grande ela pode ser armazenada na meméria
principal (interna) do computador e ser ordenada usando apenas a memoria
interna. Os algoritmos que ordenam utilizando apenas memoéria interna sao
chamados de métodos de ordenacao de interna.

Em contrapartida, os algoritmos que fazem uso de meméria externa sao
chamados de métodos de ordenacgao de externa. Alguns desses métodos se-
rao discutidos no Capitulo 3.

No restante deste capitulo descreveremos diversos métodos de orde-
nacao interna. Embora uma lista possa ser armazenada usando-se uma lista
encadeada, descreveremos os algoritmos considerando que a lista esta ar-
mazenada num vetor indexado a partir da posicéo zero. Além disso, conside-
raremos que o vetor armazena nuimeros €, portanto, o critério de comparagao
sera numérico. Na descricdo dos algoritmos de ordenagéo, vamos sempre
considerar que o vetor é passado por referéncia.
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Convém salientar que a lista pode ser constituida de registro e podemos
ordena-la por um de seus campos, que chamamos de chave de ordenagdo. A
comparacgao entre os elementos da lista € feita comparando-se os valores das
chaves de ordenacio dos dois elementos.

Obviamente, os métodos aqui descritos podem ser facilmente adapta-
dos por ordenar listas encadeadas cujos elementos séo registros. Em alguns
exercicios tais adaptagcdes sdo requeridas.

3. Bolha

O Método Bolha é bastante simples e intuitivo. Nesse método os elementos
da lista sdo movidos para as posi¢cdes adequadas de forma continua, assim
como uma bolha move-se num liquido. Se um elemento esta inicialmente
numa posicao i e, para que a lista fique ordenada, ele deve ocupar a posicao
j, entdo ele tera que passar por todas as posicdes entre i e |.

Em cada iteragdo do método, percorremos a lista a partir de seu inicio
comparando cada elemento com seu sucessor, trocando-os de posicéo se
houver necessidade. E possivel mostrar que, se a lista tiver n elementos, apés
no maximo (n—1) itera¢des a lista estara em ordem. A seguir fornecemos uma
descricdo em pseudocddigo do Bolha.

ALGORITMO BOLHA
ENTRADA: UM VETOR I COM N POSICOES
SAfDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA i =1 até n - 1
PARA j = 0 até n - 1 - 1
SE L[j] > L[j+1]
AUX = L[7] // SWAP
L[3] = L[j+1]
L[j+1] = AUX
FIM {BOLHA}
Algoritmo 2.1: Bolha

Na descricao do Algoritmo Bolha deixamos claro como realizar a tro-
ca (swap) de elementos da lista. No restante deste capitulo, faremos o swap
usando o procedimento troca. Assim, a chamada troca(L][i], L[]]) serve para
trocar os contelido das posicoes i e j do vetor L.

E facil perceber que ao final da primeira iteragéo do lago mais externo do
Algoritmo Bolha, o maior elemento da lista estard na ultima posigéo do vetor.
Sendo assim, na iteragcao seguinte ndo precisamos mais nos preocupar com a
ltima posi¢céo do vetor. Ao final da segunda iteragéo, os dois maiores valores



da lista estarao nas duas Ultimas posi¢coes do vetor L, em ordem crescente. Nao
precisamos entao nos preocupar com as duas Ultimas posi¢des do vetor.

De fato, no Algoritmo Bolha é vélido o seguinte invariante: ao final da
iterac&o k do lago mais externo, os k maiores valores da lista estardo nas k Ulti-
mas posi¢cdes do vetor, em ordem crescente. A corretude do algoritmo decorre
desse invariante. Além disso, o invariante explica porque no lago mais interno
o contador j sé precisa variar de 0 (primeira posi¢ao do vetor) até n— 1 —1.

Claramente, a instrugéo critica do Algoritmo Bolha é a comparagao
(se). Em cada iteracdo do lago mais interno é feita uma comparagdo. Como
a quantidade de iteracdes do laco interno diminui & medida que i aumenta, o
ndmero de comparacgdes realizadas pelo algoritmo é:

i Comparacoes
0 n-1
1 n-2
n-1 1
Total (n?-n)/2

Assim, a complexidade temporal do Algoritmo Bolha pertence a ©(n2).
Além dos parédmetros de entrada (L e n), o algoritmo utiliza apenas trés variaveis
escalares (i, j e aux). Dessa forma, a quantidade extra de memdria utilizada
pelo algoritmo é constante. Sendo assim, sua complexidade espacial pertence
a O(1). Os métodos de ordenagao cuja complexidade espacial pertence a O(1)
sdo chamados métodos de ordenacgéo in situ. Esse é o caso do Método Bolha.

Outro aspecto importante dos métodos de ordenagéo € a estabilidade.
Dizemos que um método de ordenacgao € estavel se ele preserva a ordem
relativa existente entre os elementos repetidos da lista. Por exemplo, se a or-
denacdodalista(4,7,6,7, 2)resultaem (2, 4,6, 7, 7), a ordenacao foi estavel.
Observe que o sete sublinhado estava a direita do outro sete e ao final da
ordenagéo ele continuou a direita. Se todas as ordenagdes produzidas por um
método de ordenacgao sao estaveis, dizemos que o método € estavel.

Observe que no Algoritmo Bolha, quando comparamos dois elementos
da lista, somente fazemos o swap se o antecessor for menor do que o suces-
sor, pois tivemos o cuidado de utilizar uma desigualdade estrita na compara-
¢ao. Como consequéncia, o Algoritmo Bolha é estavel.

A seguir exibimos o contetido de um vetor apés cada iteragao do lago
mais externo do Algoritmo Bolha.
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0O 1 2 3 4 5
Lista original 9 4|5 |10| 5| 8
12 iteracao 41519 5|8]|10
2% iteracao 4 15| 5]18]9]10
3% iteracao 4 15|5]|18]9]10
4% iteracao 4 15| 5]18]9]10
5% iteracao 4 | 558|910

Figura 2.1: Ordenag¢ao com o Algoritmo Bolha

Neste exemplo percebemos que no final da segunda iteracao a lista ja
estava ordenada. Na terceira iteragdo ndo houve nenhuma alteracao na lista.
Essa fato nos permitiria concluir que a lista ja estava em ordem, de modo que
as duas Ultimas iteragdes foram indteis.

Podemos introduzir uma pequena modificagdo no Método Bolha de
modo a torna-lo um pouco mais “esperto” e evitar iteragdes indteis. Tal mo-
dificagdo consiste em usar uma variavel (flag) para sinalizar se foi realizada
alguma troca de elementos numa iteragdo do método. Caso nenhuma troca
tenha sido realizada, a lista ja estara em ordem e, portanto, o método deve pa-
rar. No exemplo anterior, apds a terceira iteragao a ordenacao seria finalizada.

Essa variante do Bolha é conhecida como Bolha com Flag e seu pseu-
docddigo é fornecido no Algoritmo 2.2.

ALGORITMO BOLHA COM FLAG
ENTRADA: UM VETOR L COM N POSICOES
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

i=0
FACA
FLAG = FALSO
PARA j =0 atén -1 - i
SE L[j] > L[j+1]
TROCA (L[J], L[J+1])
FLAG = VERDADEIRO
i=1i+1
ENQUANTO FLAG = VERDADEIRO
FIM {BOLHA COM FLAG}
Algoritmo 2.2: Bolha com Flag

Enquanto que o tempo requerido pelo Bolha é sempre quadratico em
relagéo ao tamanho da lista, o comportamento do Bolha com Flag é sensivel
ao tipo de lista fornecida como entrada. No melhor caso, que ocorre quando
a lista fornecida ja esta ordenada, o Algoritmo Bolha_com_Flag requer tempo



®(n) pois a comparacao sera sempre falsa e a variavel flag jamais recebera
o valor verdadeiro. Dessa forma, apés a primeira iteragcéo do lago externo o
algoritmo sera finalizado.

Suponha agora que o menor elemento esta inicialmente na Gltima posi-
¢éo da lista. Observe que a cada iteragdo do lago externo o menor elemento
serda movido apenas uma posi¢cao para a esquerda. Serdo necessarias n —
1 iteragdes para que o menor elemento alcance a primeira posicao da lista.
Nesse caso, o comportamento do Algoritmo Bolha_com_Flag sera idéntico
ao do Algoritmo Bolha. Concluimos que no pior caso o Bolha com Flag requer
tempo ®©(n2). Finalmente, é possivel mostrar que o desempenho do Bolha
com Flag no caso médio também pertence a ®(n2).

4. Insercao

O Método Insercao, também conhecido como Inserc&o Direta, é bastante sim-
ples e apresenta um desempenho significativamente melhor que o Método Bo-
Iha, em termos absolutos. Além disso, como veremos no final dessa secéo, ele é
extremamente eficiente para listas que ja estejam substancialmente ordenadas.

Nesse método consideramos que a lista esta dividida em parte esquerda,
ja ordenada, e parte direita, em possivel desordem. Iniciaimente, a parte es-
querda contém apenas o primeiro elemento da lista. Cada iteragao consiste em
inserir o primeiro elemento da parte direita (pivd) na posicéo adequada da parte
esquerda, de modo que a parte esquerda continue ordenada. E facil perceber
que se a lista possui n elementos, apés n — 1 insercdes ela estara ordenada.

Para inserir 0 pivd percorremos a parte esquerda, da direita para a es-
querda, deslocando os elementos estritamente maiores que o pivd uma po-
sicdo para direita. O pivd deve ser colocado imediatamente a esquerda do
altimo elemento movido.

ALGORITMO INSERGAO
ENTRADA: UM VETOR L COM N POSICOES
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA 1 =1 até n -1
PIVO = L[1i]
J=1i-1

ENQUANTO j =2 0 e L[i] > PIVO
L[j+1] = L[3]
j=3-1
L[j+1] = PIVO
FIM {INSERCAO}
Algoritmo 2.3: Insercéo

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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No melhor caso, que ocorre quando a lista fornecida como entrada ja
esta ordenada, cada insergao é feita em tempo constante, pois o pivd é maior
ou igual a todos os elementos da parte esquerda e a condi¢do do lago interno
nunca é verdadeira. Nesse caso, a complexidade temporal do Algoritmo Inser-
¢ao pertence a ®(n).

No pior caso, que ocorre quando a lista esta inversamente ordenada,
cada insercao requer que todos os elementos da parte esquerda sejam movi-
dos para a direita, pois todos eles serdo maiores do que o pivd. Nesse caso, a
quantidade total de iteragdes do lago interno sera (n2 - n)/2 e a complexidade
temporal do Algoritmo Insergéo sera ®©(n2).

A complexidade temporal do Algoritmo Insergdo no caso médio também
pertence a ®(n2). Isso decorre do fato de que, em média, cada iteracao requer
que metade dos elementos da parte esquerda sejam movidos para a direita.

E possivel mostrar ainda que se todos os elementos da lista estéo inicial-
mente a distancia no maximo ¢ (onde ¢ € uma constante) da posicéo em que
deve ficar quando a lista estiver ordenada, o Método Insergao requer tempo linear.

O Algoritmo Insergéo requer o uso de apenas trés variaveis escalares.
Sendo assim, sua complexidade espacial € O(1). Observe que um elemento
da parte esquerda somente € movido para a direita se ele for estritamente
maior do que o pivé. Por conta disso, o Algoritmo Insercéo é estavel.

Na Figura 2.2 exibimos o conteudo de um vetor apds cada iteragéo do
lago mais externo do Algoritmo Insercéo. A parte esquerda da lista aparece
sombreada.

0O 1 2 3 4 5
Lista original 9 4 |5]10] 5|8
1% iteracao 4 | 9 S |10 S| 8
2% iteracao 4 |15[9]|]10] 5|8
3% iteracao 4 |59 |10| 5| 8
4% iteracao 4 | 5[5]9|10| 8
5% iteracao 4 1 5[5]18]9 |10

Figura 2.2: Ordenag&o com o Algoritmo Inser¢éo

5. Selegao

O Método Selegdo tem como ponto forte o fato de que ele realiza poucas
operagdes de swap. Seu desempenho, em termos absolutos, costuma ser
superior ao do Método Bolha, mas inferior ao do Método Insergéo.

Assim como no Método Insercéo, nesse método consideramos que a
lista esta dividida em parte esquerda, ja ordenada, e parte direita, em possivel
desordem. Além disso, os elementos da parte esquerda sao todos menores ou
iguais aos elementos da parte direita.



Cada iteragéo consiste em selecionar o menor elemento da parte di-
reita (pivd) e troca-lo com o primeiro elemento da parte direita. Com isso, a
parte esquerda aumenta, pois passa a incluir o pivd, e a parte direita diminui.
Note que o pivd € maior que todos os demais elementos da parte esquerda,
portanto a parte esquerda continua ordenada. Além disso, o pivd era o menor
elemento da parte direita e, portanto, continua sendo verdade que os elemen-
tos da parte esquerda s&o todos menores ou iguais aos elementos da parte
direita. Inicialmente, a parte esquerda € vazia. Se a lista possui n elementos,
apoés n — 1 iteracoes ela estara ordenada.

ALGORITMO SELECAO
ENTRADA: UM VETOR L COM N POSICOES
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA i = 0 ate n - 2
MIN = i
PARA j =1 + 1 até n - 1
SE L[j] < L[MIN]
MIN= j
TROCA (L[1], L[MIN])
FIM {SELECAO}
Algoritmo 2.4: Selecéo

A analise do Algoritmo Selegcéo é semelhante a analise do Algoritmo
Bolha. Os dois algoritmos s&o constituidos de dois lagos contados encaixados
que realizam as mesmas quantidades de iteragdes. Dessa forma, se torna evi-
dente que o Algoritmo Selec¢éo realiza (n2 - n)/2 comparagdes e sua comple-
xidade temporal pertence a ®(n2). Assim como no Bolha, ndo faz sentido falar
em melhor nem pior caso. Ambos os algoritmos requerem tempo quadratico,
qualquer que seja a lista.

O Algoritmo Sele¢ao necessita de apenas quatro variaveis escalares
para fazer o seu trabalho (uma variavel auxiliar € usada no procedimento tro-
ca). Sendo assim, a complexidade espacial do Selegcao € O(1).

Exibimos na Figura 2.3 o conteldo de um vetor apds cada iterag&o do
lago mais externo do Algoritmo Selecdo. A parte esquerda da lista aparece som-
breada. Por esse exemplo percebemos que o Método Selecao é ndo-estavel.

O 1 2 3 4 5
Lista original 10/ 4 | 5|3 (10| 2
1% iteracao 2|4 |5|3|10]|10
2% iteracao 23|54 ]10]10
3% iteracao 2|1 3|4 |5 |10]|10
4% iteracao 2 [ 3|4]5]10]10
5% iteracao 213|415 ]10]10

Figura 2.3: Ordenag&o com o Algoritmo Sele¢ao

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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férmula proposta por Knuth.

A sequéncia de Ciura
é a melhor conhecida
atualmente.

6. Shellsort

O Método Shellsort foi proposto por Donald Shell em 1959 e € um exemplo
de um algoritmo facil de descrever e implementar, mas dificil de analisar. Uma
explicagcéo precisa para seu surpreendente desempenho é um dos enigmas
que desafiam os pesquisadores ha décadas.

Para descrever o Shellsort com mais facilidade é conveniente definir o
termo h-lista. Dada uma lista L, uma h-Lista de L & uma sublista maximal de
L na qual cada elemento esta a distancia h de seu sucessor. Por exemplo,
para h = 3, a lista a seguir contém trés h-listas. A primeira h-lista é constituida
dos elementos nas posi¢des 0, 3 e 6 do vetor. A segunda h-lista contém os
elementos nas posigcdes 1, 4 e 7. Aterceira h-lista é constituida dos elementos
nas posi¢oes 2 e 5.

0 1T 2 3 4 5
Lo ] 4 | 5 [ 3 [10] 2 [ 1 [12]
| | | |

Figura 2.4: Uma lista dividida em h-listas (h = 3)

No Shellsort, a lista € subdividida em h-listas, as quais s&o ordenadas
com um método de ordenagao qualquer. Esse procedimento é repetido para
valores decrescentes de h, sendo que o Ultimo valor de h tem que ser 1. Alista
estara entdo ordenada.

Observe que o Shellsort permite diversas implementagées diferentes.
Cabe ao programador decidir qual método de ordenagéo ele usara para orde-
nar as h-listas. Uma boa opcéo é utilizar o método Insercéo.

Além disso, o programador também tera decidir quais valores de h ele
utilizara. Donald Shell sugeriu usar poténcias de 2 como valores de h. Por
exemplo, para ordenar uma lista de 100 elementos, seriam utilizados os nu-
meros 64, 32, 16, 8, 4, 2 e 1 como valores de h.

Posteriormente, outro pesquisador, Donald Knuth, mostrou que o de-
sempenho do Shellsort ndo é bom se os valores que h assume ao longo da
execucao do método sdo multiplos uns dos outros. Ele entdo sugeriu calcu-
lar os valores de h através da seguinte formula de recorréncia:h =3 *h + 1.
Como o ultimo valor de h tem que ser 1, usando essa férmula, o valor anterior
de h seria 4. Antes de 4, o valor de h seria 13, e assim por diante. Por exem-
plo, para ordenar uma lista de 100 elementos, seriam utilizados os nimeros
40, 13, 4 e 1 como valores de h. Donald Knuth mostrou empiricamente que o
desempenho do Shellsort rivaliza com o desempenho dos melhores métodos
de ordenacgao ao ordenar listas de pequeno e médio porte quando € usada a
férmula sugerida por ele.



ALGORITMO SHELLSORT
ENTRADA: UM VETOR I COM N POSICOES
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

H=1
ENQUANTO H < n FACA H =3 * H + 1
FACA
H=H/3 // divisdo in-
teira

PARA 1 = H até n — 1 // Insercao
adaptado para h-listas
PIVO = L[i]
=1 - H
ENQUANTO
L[j + H
=3 -
L[J + H]
ENQUANTO H > 1
FIM {SHELLSORT}
Algoritmo 2.5: Shellsort

\2

0 e L[J] > PIVO
= L[]]

oo w-
I

PIVO

Note que os valores de h decrescem praticamente numa progressao
geométrica de razéo 1/3. Isso implica que a quantidade de iteragdes do lago
mais externo pertence a ®(logn). No melhor caso, que ocorre quando a lista
fornecida ja esta ordenada, a condicdo do laco interno nunca é verdadeira.
Nesse caso, cada iteragdo do lago mais externo é feita em tempo linear e,
portanto, a complexidade temporal do Algoritmo Shellsort pertence a ®(nlogn).
N&o se conhece a exata complexidade do Shellsort no pior caso. Sabe-se, no
entanto, que tal complexidade esta entre ®(nlogn) e ®(n1,5).

O Shellsort € mais um método de ordenag&o in situ, pois sua complexi-
dade espacial é constante. Sobre a estabilidade, o exemplo da Figura 2.5 dei-
xa claro que ao ordenar as h-listas o Shellsort pode inverter a ordem existente
entre os elementos repetidos, mesmo que seja usado um método de ordena-
¢ao estavel (como o Insergéo) para ordenar as h-listas. Consequentemente,
o Shellsort € ndo-estavel.

0 1 2 3 4 5
L1 [ 4 [ 2 | 3 [10] 5 [10] 12|
| | | |

Figura 2.5: h-listas da Figura 2.4 em ordem crescente
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7. Mergesort

Esse método, proposto por John Von Neumann em 1945, é baseado numa
estratégia de resolugao de problemas conhecida como divisdo e conquista.
Essa técnica consiste, basicamente, em decompor a instancia a ser resolvida
em instancias menores do mesmo tipo de problema, resolver tais instancias
(em geral, recursivamente) e por fim utilizar as solugdes parciais para obter
uma solugao da instancia original.

Naturalmente, nem todo problema pode ser resolvido através de divisao
e conquista. Para que seja viavel aplicar essa técnica a um problema ele deve
possuir duas propriedades estruturais. O problema deve ser decomponivel, ou
seja, deve ser possivel decompor qualquer instancia n&o trivial do problema
em instancias menores do mesmo tipo de problema.

Vale salientar que a técnica de divisdo e conquista costuma apresentar
desempenho melhor quando as instancias obtidas com a decomposigcao tém
aproximadamente o mesmo tamanho.

Uma instancia trivial € uma instancia que nao pode ser decomposta,
mas cuja solugdo é muito simples de ser calculada. Por exemplo, ordenar
uma lista constituida de apenas um elemento é uma instancia trivial do proble-
ma da ordenacao.

Além disso, deve ser sempre possivel utilizar as solugdes obtidas com a
resolug&o das insténcias menores para chegar a uma solug&o da insténcia ori-
ginal. Como veremos mais adiante, o problema da ordenagéo tem essas duas
propriedades estruturais e, portanto, pode ser resolvido por divisdo e conquista.

No Mergesort dividimos a lista em duas metades. Essas metades séo
ordenadas recursivamente (usando o préprio Mergesort) e depois séo inter-
caladas. Embora seja possivel descrever o Mergesort sem fazer uso de re-
cursividade, a versao recursiva desse € algoritmo é elegante e sucinta, como
vemos no Algoritmo 2.6.

ALGORITMO MERGESORT
ENTRADA: UM VETOR L E AS POSICOES INI-
CIO E FIM
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE DA
POSICAO INICIO ATE

A POSICAO FIM

SE inicio < fim
meio = (inicio + fim) /2 //
divisdo inteira

SE inicio < meio
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MERGESORT (L, inicio, meio)
SE meio + 1 < fim
MERGESORT (L, meio + 1, fim)
MERGE (L, inicio, meio, fim)
FIM {MERGESORT}
Algoritmo 2.6: Mergesort

Observe que a intercalacao do intervalo a ser ordenado é feita com o
Procedimento Merge descrito no Algoritmo 2.7. Tal procedimento € a parte
principal do Mergesort e é nele onde os elementos sdo movimentados para as
posicdes adequadas.

Nesse procedimento fazemos uso das variadveis i e j para percorrer
a metade esquerda e a metade direita, respectivamente. Em cada iteragao
comparamos o elemento na posi¢éo i com o elemento na posigao j. O menor
deles é copiado para um vetor auxiliar. Esse procedimento é repetido até que
uma das duas metades tenha sido totalmente copiada para o vetor auxiliar.
Se alguns elementos da metade esquerda n&o tiverem sido copiados para o
vetor auxiliar, eles devem ser copiados para o final do intervalo. Finalmente,
copiamos os elementos do vetor auxiliar de volta para o intervalo.

PROCEDIMENTO MERGE
ENTRADA: UM VETOR L E AS POSICOES INI-
CIO, MEIO E FIM

(L TEM QUE ESTAR EM ORDEM
CRESCENTE DA POSICAO

INICIO ATE MEIO E DA POSICAO
MEIO + 1 ATE FIM)
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE DA
POSICAO INICIO ATE

A POSICAO FIM

i = inicio, j = meio + 1, k =0
ENQUANTO 1 £ meio e J £ fim
SE L[i] < L[j]

AUX[k] = L[i], i =1 + 1
SENAO

AUX[k] = L[j], j =3 + 1
k =k +1

SE i £ meio
PARA j = meio até i (passo -1)
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L[fim-meio+j] = L[7]
PARA 1=0 ate k-1
L[i+inicio] = AUX[1]

FIM {MERGE}
Algoritmo 2.7: Procedimento Merge

Uma andlise cuidadosa desse procedimento nos leva a concluir que
ele requer tempo linearmente proporcional ao tamanho do intervalo. Vamos
chamar de n o tamanho do intervalo, ou seja, n = fim —inicio + 1. Observe que
a condi¢ao do primeiro lago somente é verdadeirasei meioej fim. Logo,
para que o lago continue e ser executado é preciso termosi+j meio + fim.

Observe que inicialmente i + j = inicio + meio + 1. Como a cada iteragao
do primeiro lago ou i ou j é incrementado, apés n — 1 iteragdes teremos:

i+j=inicio+meio+1+n-1
i +]j=inicio + meio + n
i +j =inicio + meio + fim —inicio + 1

i+j=meio+fim+1

Dessa forma, apés no maximo n — 1 iteracbes a condic&o do primeiro
lago sera violada. Claramente, o segundo lago, se executado, tera no maximo
n/2 iteragdes. Note que a cada iteragao do primeiro lago a variavel k é incre-
mentada. Dessa forma, a quantidade de iteragdes do primeiro lago sera k.
Como k € no maximo n — 1 e o Ultimo lago tera k iteragdes, concluimos que o
Procedimento Merge requer tempo linear. Observe ainda que o Procedimento
Merge faz uso do vetor AUX e, portanto, requer espaco linear.

Além disso, note que na comparagao contida no primeiro lago, se LJi]
e L[j] forem iguais, &€ copiado L[i] para o vetor auxiliar e isso remover preserva
a ordem relativa entre os elementos repetidos. Esse cuidado na implementa-
¢ao faz com que o Procedimento Merge faga sempre intercalagdes estaveis.
Como consequéncia, o Mergesort também é estavel.

A Figura 2.6 ilustra o funcionamento do Procedimento Merge. Observe

que o intervalo de L que vai da posicao INICIO até MEIO e o intervalo que vai
de MEIO + 1 até FIM ja estdo em ordem crescente.



10 11 12 13 14 15 16 17
L 1 4 7 13 2 4 5 6
INICIO MEIO FIM
y / / /
3
AUX| 1 2 4 4 5 6
10 11 12 13 14 15 16 17
L 1 2 4 4 5 6 7 |13
INICIO FIM

Figura 2.6: Exemplo de intercalacéo

Como o Algoritmo Mergesort foi descrito de maneira recursiva, po-
demos facilmente fazer sua anélise utilizando férmulas de recorréncia. Para
isso, vamos denotar por T(n) o tempo requerido para ordenar um intervalo de
tamanho n. Sendo assim o tempo necessério para ordenar um intervalo de
tamanho n/2 sera T(n/2). Como o Procedimento Merge requer tempo linear,
podemos supor que ele requer tempo cn (onde ¢ € uma constante positiva).
Temos entdo a seguinte férmula de recorréncia para T.

T(n)=2T(n/2) + cn
T =c

Podemos resolver essa formula faciimente utilizando o método da ite-
ragao supondo n = 2k. A partir da recorréncia original, podemos obter as se-

guintes recorréncias:

T(n)=2T(n/2) + cn
2T(n/2) = 4T(n/4) + cn
4T(n/4) = 8T(n/8) + cn

Pesquisa e Ordenacio de Dados &
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2k-1T(n/2k-1) = 2kT(n/2K) + cn
2kT(n) = 2ke

Somando tais férmulas chegamos a T(n) = cnk + 2kc. Lembre-se de que
supomos n = 2k, logo, k = log2n. Sendo assim, T(n) = cnlog2n + cn. Concluimos
que a complexidade temporal do Algoritmo Mergesort pertence a ®(n log n).

VVamos agora denotar por E(n) o espago extra de memdria requerido
para ordenar um intervalo de tamanho n. Como o Procedimento Merge requer
espaco linear e a meméaria utilizada numa chamada recursiva pode ser rea-
proveitada na chamada recursiva seguinte, temos entao a seguinte formula de
recorréncia para E:

E(n) = max(E(n/2), cn)
E(1)=c

Novamente podemos resolver essa formula utilizando o método da ite-
racao, obtendo E(n) = cn. Concluimos que a complexidade espacial do Algo-
ritmo Mergesort pertence a ®(n). Diferente de todos os métodos que estuda-
mos anteriormente, o0 Mergesort nao é in situ.

8. Quicksort

Esse método, desenvolvido em 1960 por C. A. R. Hoare e publicado em 1962,
€ talvez o mais utilizado de todos os métodos de ordenacéo. Isso ocorre por-
que quase sempre o Quicksort é significativamente mais rapido do que todos
os demais métodos de ordenacdo baseados em comparagao. Além disso,
suas caracteristicas fazem com que ele, assim como o Mergesort, possa ser
facilmente paralelizado. Ele também pode ser adaptado para realizar ordena-
¢ao externa (Quicksort Externo).

Um aspecto que torna o Quicksort muito interessante sob o ponto de
visto tedrico é o fato de que, embora em geral ele seja extremamente rapido,
existem casos (muito raros, € verdade) em que seu desempenho € bem ruim,
chegando a ser pior do que o de métodos de ordenacgao considerados inferio-
res como os métodos Bolha, Insercdo e Selecéo.

Assim como o Mergesort, o Quicksort também é baseado na estratégia de
divisdo e conquista. Ocorre que, enquanto no Mergesort a fase de divis&o é trivial
e afase de conquista é trabalhosa, no Quicksort, com veremos a seguir, acontece
o contrario, a fase de divis&o € trabalhosa e a fase de conquista é trivial.



Nesse método, a lista é dividida em parte esquerda e parte direita, sen-
do que os elementos da parte esquerda sao todos menores que os elementos
da parte direita, conforme mostrado na Figura 2.7. Essa fase do método é
chamada de particéo.

Em seguida, as duas partes s&o ordenadas recursivamente (usando o
proprio Quicksort). A lista estara entao ordenada.

Uma estratégia para fazer a particdo é escolher um valor como pivd e
entdo colocar na parte esquerda os elementos menores ou iguais ao pivd e na
parte direita os elementos maiores que o pivo.

Embora existam diversas maneiras de escolher o pivd, algumas das
quais serao apresentadas nessa se¢ao, adotaremos a principio uma estraté-
gia extremamente simples, mas que costuma apresentar resultados praticos
muito bons. Além disso, tal estratégia facilita perceber os casos em que o pro-
cedimento de particdo n&o divide a lista de maneira equilibrada. Dessa forma,
torna-se mais facil caracterizar e analisar o pior caso do Método Quicksort.

Utilizaremos como pivd o primeiro elemento da lista. Nesse caso, o pivd
deve ser colocado entre as duas partes. O Procedimento Particdo, que imple-
menta tal estratégia, é descrito no Algoritmo 2.8.

. <P1VO [P1VO] > PIVO [ ...
INICIO 5 FIM

Figura 2.7 Partigéo

PROCEDIMENTO PARTICAO
ENTRADA: UM VETOR L E AS POSICOES INI-
CIO E FIM
SAIDA:j, tal que L[INICIO]..L[j-1] <
Li3l e
L[§+1]..L[FIM] > L[]
// j é a posicdo onde serd colocado
o pivd, como
// ilustrado na figura abaixo
PIVO = L[INICIO], i = INICIO + 1, J =
FIM
ENQUANTO 1 £ j
ENQUANTO 1 £ j e L[i] £ PIVO

i=1+1
ENQUANTO L[j] > PIVO
j=3-1

SE 1 < ]

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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TROCA (L[1i],L[3])

i=i+1,3=49-1
TROCA (L[INICIO], L[3])
DEVOLVA

FIM {PARTICAO}

Algoritmo 2.8: Procedimento Particao

No Procedimento Particdo a varidvel i avanca até encontrar um elemen-
to maior do que o pivd e a variavel j recua até encontrar um elemento menor
ou igual ao pivo. E feita entdo a troca do elemento que esta na posicéo i com
o elemento que esta na posi¢édo j. Esse processo € repetido até termos i > j.
Para finalizar, o pivd é colocado entre as duas partes fazendo troca(L[INICIO],
L[j]). A posicéo j é devolvida ao chamador do procedimento.

A regiao critica do Procedimento Particao é constituida dos dois lagos
mais internos, sendo n o tamanho do intervalo. Observe que inicialmente j — i
= n — 2. Note ainda que a cada iteragdo de um dos lagos internos ou i € in-
crementado ou j é decrementado. Isso significa que a cada iteragcdo de um
desses lagos a expressao j — i € decrementada de uma unidade. Consequen-
temente, apds no maximo n — 1 iteracdes desses lagos teremos j—i=-10 que
implica que j serd menor do que i. O lago sera entéo finalizado. Concluimos
que o Procedimento Particio requer tempo linear. Claramente, esse procedi-
mento tem complexidade espacial constante.

Na Figura 2.8 é ilustrada a particdo de uma lista. Observe que nesse

exemplo que a particéo ficou equilibrada, pois quatro elementos ficaram a
esquerda do pivo e trés elementos ficaram a direita do pivo.

10 11 12 13 14 15 16 17

L 5 8 4 2 7 3 9 4
INICIO FIM

A A A
* * 1@ troca
22 troca
3?2 troca
10 11 12 13 14 15 16 17
L 3 4 4 2 5 7 9 8

Figura 2.8: Exemplo de particéo equilibrada
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Nesse exemplo, percebemos que o Procedimento Particdo pode inver-
ter a ordem existente entre os elementos repetidos. Consequentemente, o
Quicksort é ndo-estavel.

Se o elemento escolhido como pivd for o maior elemento do intervalo,
teremos uma particéo desequilibrada, como ilustrado na Figura 2.9. Note que
apenas uma troca sera executada.

10 11 12 13 14 15 16 17

L 8 7 6 5 4 3 2 1
INICIO FIM

t t

10 1" 12 13 14 15 16 17

L 1 7 6 5 4 3 2 8

Figura 2.9: Exemplo de particéo desequilibrada

E facil perceber que se o menor elemento do intervalo for escolhido
como pivd nenhuma troca sera efetuada. Teremos outra particdo desequilibra-
da. Em ambos os casos uma das metades produzidas com a particao ficara
vazia e a outra tera todos os elementos do intervalo exceto o pivd. Esse fato
tera um impacto importante sobre o desempenho do Quicksort como veremos
mais adiante.

Descrevemos a seguir uma versao recursiva do Quicksort.

ALGORITMO QUICKSORT
ENTRADA: UM VETOR L E AS POSICOES INICIO E FIM
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE DA POSICAO
INICIO ATE

A POSICAO FIM

SE INICIO < FIM
j = PARTICAO(L, INICIO, FIM)
SE INICIO < j - 1
QUICKSORT (L, INICIO, j - 1)
SE j + 1 < FIM
QUICKSORT (L, j + 1, FIM)

FIM {QUICKSORT}
Algoritmo 2.9: Quicksort

39



40

Viana, 6. V. R; Cintra, 6. F; Nobre, R. H.

Para analisar o Algoritmo Quicksort vamos denotar por T(n) o tempo
requerido para ordenar um intervalo de tamanho n e por E(n) o espago extra
requerido para ordenar um intervalo de tamanho n. No pior caso, que ocorre
quando todas as escolhas do pivd recaem sempre sobre um elemento extre-
mo (0 maior ou 0 menor) do intervalo, a complexidade temporal do Quicksort
€ dada por:

TN)=T(h-1 +cn

T =c

Essaformula pode serfaciimente resolvidaresultandoem T(n) = (n2-n)/2.
A complexidade espacial do Quicksort no pior caso & dada por.

EM=EM-1)+c
E(l)=c

Resolvendo essa formula obtemos E(n) = cn. Concluimos que no pior
caso o Algoritmo Quicksort requer tempo ©(n2) e espago O(n). Para nossa sur-
presa, essa complexidade temporal é tao ruim quanto as dos métodos Bolha,
Insercao e Selecao e essa complexidade espacial € tao ruim quanto a do Mer-
gesort. Some-se a isso o fato de que o Quicksort € ndo-estavel e entdo conclui-
mos que no pior caso o Quicksort € um dos piores métodos de ordenagéo.

E facil perceber que com o critério de escolha do pivé que adotamos,
se a lista estiver inversamente ordenada, todos os pivés escolhidos serao ele-
mentos extremos de seus intervalos e, portanto, recairemos no pior caso do
Quicksort. Para nossa surpresa, se a lista ja estiver ordenada, todos os pivos
escolhidos também seréo elementos extremos de seus intervalos e nova-
mente recairemos no pior caso do Quicksort. Felizmente, a ocorréncia do pior
caso é extremamente rara.

No melhor caso, que ocorre quando as escolhas do pivd recaem sem-
pre sobre a mediana do intervalo, a complexidade temporal do Quicksort é
dada por.

T(n)=2T(n/2) + cn
TM)=c

Resolvemos essa férmula ao discutir o Mergesort e sabemos que T(n)
e O(nlogn). A complexidade espacial do Quicksort € dada por:



E() = E(M/2) + ¢
E(l)=c

Resolvendo essa férmula concluimos que E(n) € ®(logn). Sendo assim,
no melhor caso a complexidade temporal do Quicksort pertence a ®(nlogn) e
a complexidade espacial pertence a ®(logn). Essas também sdo as complexi-
dades do Quicksort no caso médio.

Podemos utilizar estratégias mais elaboradas para escolha do pivo,
com o objetivo de produzir particdes mais equilibradas. Eis algumas ideias:

Utilizar a média aritmética do intervalo.
Utilizar a mediana do intervalo.
Escolher aleatoriamente um elemento do intervalo.

Nos dois primeiros casos precisaremos de tempo linear para escolher
o pive, mas isso ndo afetard a complexidade temporal assintética da particéo
que ¢é linear. No entanto, em termos absolutos, o tempo requerido pela parti-
¢ao aumentara. Além disso, o pivd podera ndo ser um elemento do intervalo e
isso exigira algumas alteragdes adicionais do Procedimento Particéo.

No ultimo caso temos a versado conhecida como Quicksort probabilis-
tico. A principal vantagem dessa versao € o fato de tornar impossivel garantir
que o Quicksort vai requerer tempo quadratico para uma determinada lista.
Como vimos anteriormente, ao escolher deterministicamente o pivd, é possi-
vel que alguém disposto a degradar a performance Quicksort construa listas
para as quais seu desempenho seja quadratico. Isso ndo € mais possivel na
versao probabilistica do algoritmo.

9. Heaps Binarios

Um heap € uma cole¢do de dados parcialmente ordenados. Num heap cres-
cente é valida a seguinte propriedade: “o pai € menor ou igual aos seus filhos”.
Num heap decrescente, temos a propriedade analoga: “o pai € maior ou igual
aos seus filhos”. Existem diversos tipos de heaps: binarios, binomiais, de Fibo-
nacci etc. Abordaremos apenas heaps binarios.

Um heap binario se caracteriza pelo fato de que cada elemento possui
no maximo dois filhos. Podemos implementar heaps binarios usando uma ar-
vore binaria, conforme mostra a Figura 2.10. Tal arvore tera todos os niveis
completos, com exce¢ado do ultimo nivel, que pode estar incompleto. Além
disso, os niveis s&o preenchidos da esquerda para a direita.

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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Figura 2.10: Exemplo de heap binério crescente armazenado numa arvore

Um heap binario também pode ser implementado através de um vetor.
Nesse caso, os filhos da posicéo i sdo as posicées 2 *ie 2 *i+ 1 (Aposi¢cao zero
do vetor ndo € utilizada). Discutiremos em detalhes como fazer inser¢éo e como
remover o menor elemento de um heap binario crescente implementado num
vetor. A Figura 2.11 mostra a implementagéo de um heap binario em um vetor.

1 2 3 4 5 6
[sls5[3[7]10] |
Figura 2.11: Exemplo de heap binario crescente armazenado num vetor

Observe que num heap binario crescente implementado numa arvore, o
menor valor estara sempre na raiz da arvore. Se o heap binario crescente for
implementado num vetor, 0 menor valor estara sempre na primeira posicéo do
vetor. Dessa forma, encontrar o menor valor contido num heap binario cres-
cente é uma operagéo que pode ser feita em tempo constante. Analogamente,
0 maior elemento num heap binario decrescente estara sempre no seu inicio.

Para implementar um heap binario usando um vetor, podemos usar
uma estrutura com os seguintes campos:

o vetor. armazena os dados

e tamanho: indica o tamanho do vetor

e ultima: indica a Ultima posi¢cao usada do vetor

Para inserir um valor x num heap binario devemos inseri-lo apés o ultimo
elemento e depois comparar com seu pai, trocando-0s de posi¢céo se houver
necessidade. Tal processo € repetido até que x seja maior ou igual ao seu
pai ou até x atingir a posigao 1 do vetor. O Algoritmo 2.10 implementa a ideia
descrita nesse paragrafo.

ALGORITMO INSERE HBC
ENTRADA: UM HEAP BINARIO CRESCENTE H E UM VALOR X
SAIDA: SE HOUVER ESPACO DISPONIVEL, INSERE X EM



CASO CONTRARIO, DEVOLVE UM ERRO.

SE H.ultima = H.tamanho / /HEAP
OVERFLOW
devolva ERRO
H.ultima = H.ultima + 1
i = H.ultima
ENQUANTO 1 > 1 e H.vetor[i/2] > x // DIVI-

SAO INTEIRA

H.vetor[i] = H.vetor[i/2]
i =1/2
H.vetor[i] = X

FIM {INSERE HBC}
Algoritmo 2.10: Insere_HBC

Claramente, a regi&o critica do Algoritmo Insere_HBC é o lago. Dessa
forma, o tempo requerido pelo algoritmo é determinado pela quantidade de
iteracdes do lago. Seja n = H.ultima. Note que inicialmente i = n e, portanto,
i possui LIogZ”J + 1 bits significativos. A cada iteracdo do lago, a variavel i
perde um bit significativo, pois o valor de i é atualizado fazendo-se i = i/2. Apbs
LIogZ”J iteragdes, i terd apenas um bit significativo. Sendo assim, teremosi 1
e o0 laco sera finalizado. Assim, a quantidade maxima de iteragdes do laco é
Llogz"l Concluimos que a complexidade temporal do Algoritmo Insere_HBC
pertence a O(log n).

A Figura 2.12 ilustra a insergao do valor 4 num heap binario crescente.
Observe que o valor 7 e depois o valor 5 precisam ser movidos para que o
valor 4 possa ser colocado na posigéao 2 do vetor. Note ainda que a insergao
pode inverter a ordem entre os elementos repetidos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 [ s [ 3 [ 7 |1w0][s8 |3 ]z ][ [ |
Heap antes da insergcéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

| 3[4 [ 3 [s5 [10]8 |3 [z ][7][ |
novo valor _fl *l f

22 movimentagao 12 movimentagéo

Figura 2.12: Exemplo de insergéo num heap binério crescente

Pesquisa e Ordenacio de Dados

| x] (1&-se “chao de x) é o
maior inteiro que &€ menor
ou igual a x.



44

Viana, 6. V. R; Cintra, 6. F; Nobre, R. H.

Embora seja possivel remover um elemento qualquer do heap, vamos
discutir apenas a remogao do menor elemento. Como vimos anteriormente, o
menor elemento estara sempre na primeira posicao do heap.

Para remover o menor elemento de um heap binario crescente imple-
mentado num vetor, movemos o Ultimo valor contido no heap (pivd) para a po-
sicdo 1 do vetor. Em seguida, comparamos o pivd com seus filhos, trocando-o
com o menor de seus filhos se houver necessidade. Esse procedimento é
repetido até que o pivo seja menor ou igual aos seus filhos ou até o pivé atingir
uma posi¢céo que nao tenha filhos.

ALGORITMO REMOVE MENOR
ENTRADA: UM HEAP BINARIO CRESCENTE H
SAIDA: SE H NAO ESTIVER VAZIO, REMOVE E DEVOLVE

O MENOR
ELEMENTO DE H; CASO CONTRARIO; DEVOLVE
UM ERRO
SE H.ultima = 0 //HEAP UNDERFLOW

devolva ERRO e PARE
valor= H.vetor[1l]

H.vetor[l] = H.vetor[H.ultima]
H.ultima = H.ultima - 1
i =1

ENQUANTO (2*i1i < H.ultima e H.vetor[i] >
H.vetor[2*i]) ou

(21 < H.ultima e H.vetor[i] >

H.vetor[2*i+1])

menor = 2*i

SE 2*1 < H.ultima e H.vetor[2*i+l] <
H.vetor[2*1]

menor= menor+l

TROCA (H.vetor[i], H.vetor[menor])

i = menor
DEVOLVA valor

FIM {REMOVE MENOR}
Algoritmo 2.11: Remove_Menor



AFigura 2.13 mostra a remogao do menor elemento de um heap binario
crescente. Observe que apds mover o valor 10 para a primeira posicao do
vetor, precisamos troca-lo com o valor 3 e depois com o valor 6 para restaurar
a ordenacao parcial do heap. Note ainda que a remogéao do menor elemento
pode inverter a ordem entre elementos repetidos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| 4 [ 3 |5 [6 |8 [6 ]9 [10] |
Heap antes da remogéo

2 3 4 5 8
L 3 [ 4 [ 6 [5 |68 [10]9 ] | |

N

N

4 4 4 A
T 12 troca 22 troca 12 movimentagéo

Figura 2.13: Remog&o do menor elemento num heap binario crescente

Seja n = h.ulima. Observe que h.ultima / 2 possui Llog," | bits significa-
tivos. Inicialmente, a variavel i possui apenas um bit significativo. A cada ite-
ragao do lago, i ganha um bit significativo. Apds LIogZ”J iteracdes, i tera Llogz”J
+ 1 bits significativos e, portanto, teremos i > h.ultima/2. Consequentemente,
o lago sera finalizado. Concluimos que o Algoritmo Remove_Menor requer
tempo O(log n).

10. Heapsort

Podemos usar heaps binarios para ordenar com bastante eficiéncia e elegan-
cia. O Método Heapsort € baseado no uso de heap binéario. Inicialmente, inse-
rimos os elementos da lista num heap binario crescente. Em seguida, fazemos
sucessivas remogdes do menor elemento do heap, colocando os elementos
removidos do heap de volta na lista. A lista estara entdo em ordem crescente.

ALGORITMO HEAP SORT
ENTRADA: UM VETOR I, COM N POSICOES
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

inicialize um HBC H com n posicdes
PARA 1 = 0 até n - 1
INSERE HBC(H, L[i])
PARA i = 0 até n - 1
L[i] = REMOVE MENCR (H)
FIM {HEAP SORT}
Algoritmo 2.12: Heapsort
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O leitor interessado podera
encontrar uma prova desse
fato no livro Algoritmos —
Teoria e Pratica. (Comen et
al., 2002).

Q denota complexidade no
melhor caso.

Na secao anterior mostramos que a insercéo e a remo¢ao do menor
elemento requer tempo logaritmico no tamanho do heap. Sendo assim, a
complexidade temporal do Heapsort pertence a ©(n log n).

Como vimos anteriormente, a insercéo e a remog¢ao do menor elemento
do heap nao preservam a ordem relativa existente entre os elementos repeti-
dos. Como consequéncia desse fato, o Heapsort € ndo-estavel.

Finalmente, a complexidade espacial do Algoritmo Heapsort € ®(n). No
entanto, podemos facilmente adaptar o Heapsort para fazer ordenacéo in situ.
Para isso, devemos usar o préprio espago do vetor como heap. Nesse caso
sua complexidade espacial do Heapsort sera O(1).

O sete métodos que descrevemos neste capitulo até agora utilizam
como operacdo fundamental a comparacéo de elementos da lista. E possivel
mostrar que todo método de ordenacao baseado na operagdo de comparagao
requer tempo Q(n log n). No entanto existem métodos de ordenag¢ao que, sob
certas condi¢des, ordenam em tempo linear. Naturalmente, tais métodos nao
s&o baseados em comparacgao. Discutiremos a seguir trés desses métodos.

11. Countingsort

Esse método foi proposto por Harold H. Seward em 1954 e faz a ordenacéo
usando a ideia de contagem. Uma restricao desse método € que ele somente
ordena listas de nimeros naturais.

Essa ndo é uma restricdo muito severa, pois podemos converter diver-
sos tipos de listas em listas de niumeros naturais. Por exemplo, uma lista de
numeros inteiros onde o menor valor é -x pode ser convertida numa lista de
ndmeros naturais somando x a cada elemento da lista. Uma lista de nimeros
racionais pode ser convertida numa lista de nimeros inteiros multiplicando-se
os elementos da lista por uma constante apropriada.

De fato, sempre que existir uma bije¢cao entre o tipo dos dados da lista
e um subconjunto dos naturais & possivel converter a lista em uma lista de
numeros naturais. Infelizmente, algumas dessas conversdées podem ter um
impacto negativo sobre o desempenho do método.

Seja n o tamanho da lista e k 0 maior valor contido na lista. Fazemos
uso de um vetor C com k + 1 posicdes. No primeiro laco do procedimento
Countingsort, descrito no Algoritmo 2.13, o vetor C € inicializado com zeros.

No lago seguinte, contamos quantas vezes cada um dos elementos de
0 a k aparece na lista. Para fazer isso, percorremos a lista e para cada valor i
contido na lista incrementamos de uma unidade a posigcao i do vetor C. Dessa
forma, ao final desse lago cada posicado i de C indica quantas vezes o valor
de i ocorre na lista.



Em seguida, fazemos a soma acumulada do vetor C. Percorremos no-
vamente o vetor C, dessa vez a partir da segunda posi¢cao, somando cada
posicao i do vetor c com a posi¢éo anterior. O resultado da soma é guardado
na prépria posi¢ao i. Apds realizar a soma acumulada, cada posigao i do vetor
C indicara quantos elementos da lista sdo menores ou iguais a i. Obviamente,
se i ocorre na lista e C[i] = j, quando a lista estiver ordenada o valor i devera
ocupar a j-ésima posicao da lista.

Percorremos mais uma vez a lista, dessa vez, da direita para a esquerda
(para garantir que a ordenac¢éo seja estavel) e colocamos cada valor i contido
na lista na posi¢éo cfi] — 1 de um vetor auxiliar. Para evitar que mdltiplas cépias
de um valor contido na lista sejam colocadas numa mesma posicao do vetor
auxiliar, apds colocar um valor i no vetor auxiliar, decrementamos de uma uni-
dade a posicao i de C. No Ultimo lago, copiamos o vetor auxiliar para a lista.

ALGORITMO COUNTING SORT
ENTRADA: UM VETOR L CONTENDO N NUMEROS NATURAIS
NO

INTERVALO DE 0 A K
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA i = 0 até k // INICIALIZA-
CAO DE C
c[1]=0
PARA 1 = 0 até n - 1 // CONTAGEM
c[L[i]]l= c[L[i]] +1
PARA i = 1 até k // SOMA ACUMU-
LADA
cl[i]= c[i] + c[i-1]
PARA i=n - 1 até 0 (passo -1) // ORDENACAO
c[L[i]] = c[L[i]] - 1
aux[c[L[i]]]= L[i]
PARA i = 0 até n - 1 // COPIANDO
AUX PARA L

Lii]= aux[i]
FIM {COUNTING SORT}
Algoritmo 2.13: Countingsort
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O Algoritmo Countingsort é constituido de cinco lagos independentes.
Trés desses lagos gastam tempo ©(n) e os outros dois gastam tempo O(k).
Além disso, vetor C tem k + 1 posicoes e o vetor aux tem n posicoes. Conclui-
mos que a complexidade temporal e a complexidade espacial do Countingsort
pertencem a ®(n + k). Para a classe de listas onde k ndo € muito maior do
que n, mais precisamente, se k € ®(n), entdo tais complexidades pertencem
a ®(n). O cuidado que tivemos ao percorrer a lista do final para o inicio no
quarto lago garante a estabilidade de Countingsort .

Na Figura 2.14 exibimos o contetdo do vetor C ao final de cada lago do
Algoritmo Countingsort. O contelido do vetor aux corresponde a lista original
em ordem crescente.

0 1 2 3 4 5
Listaoriginal | 8 |4 [5][3[8 2]
Vetor C 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1° laco [o]J]o]JoJo]Jo]oJo]o]o]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
2° laco [oJoJ1J1]1]1]o]o]2]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
3° laco [oJoJ1]2]3]4]4]4]6]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
4° laco [oJoJofJ1]2]3]4]4]4]
0O 1 2 3 4 5 6 7 8
5° laco [oJoJo]1]2]3]4]4]4]
Vetor aux 0 1 2 3 4 5
[2[3[4a]5[8[8]

Figura 2.14: Ordenagao com o Algoritmo Countingsort

12. Bucketsort

Embora esse método permita ordenar listas de nimeros quaisquer, descreve-
remos uma versdo desse método que ordena listas de nimeros n&o negativos.

Se a lista a ser ordenada tem n elementos, sera usado um vetor de
ponteiros (bucket) com n posigées. Se o maior elemento da lista é k, cada
posi¢ao do bucket apontara para uma lista encadeada na qual ser&o inseridos
os elementos da lista que pertencem ao intervalo[ i* (k+1)/n,(+1)* (k +
1)/ n). Observe que o intervalo é fechado a esquerda e aberto a direita.

A ideia do método é dividir o intervalo que vai de 0 até k em n subinter-
valos de mesmo tamanho. Cada subintervalo estara associado a uma lista
ligada que ir4 conter os elementos da lista que pertencem aquele subintervalo.
Por exemplo, se a lista tem oito elementos é o maior deles é 71, teremos oito
intervalos: [0, 9), [9, 18), ..., [63, 72). A posi¢ao zero do bucket apontara para



uma lista encadeada que ira conter os elementos da lista que sdo maiores ou
iguais a zero e menores que 9, e assim por diante.

Chamaremos o bucket de vetor B. Para construir as listas encadeadas
devemos inserir cada valor j contido na lista a ser ordenada na lista encadeada
apontada por B[ j * n/ (k + 1)]. Em seguida, ordenamos as listas encadeadas
com um método de ordenagao qualquer (de preferéncia estavel). Apéds isso, a
concatenac&o das listas encadeadas produz a lista original ordenada.

ALGORITMO BUCKET SORT
ENTRADA: UM VETOR L CONTENDO N NUMEROS NO IN-
TERVALO DE

0 ATE K
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA i = 0 até n - 1 //INICIA-
LIZACAO
B[i] = NULO

//CONSTRUINDO AS LISTAS ENCADEADAS
PARA i = n - 1 até 0 (PASSO -1)

insira L[i] no inicio da lista ligada apontada
por

B[L[i] * n / (K + 1)] // DIVI-
SAO INTEIRA

//ORDENANDO E CONCATENANDO AS LISTAS ENCADEADAS
j =0
PARA 1 = 0 até n - 1

coloque a lista apontada por B[i] em ordem

crescente
p = B[1i]
ENQUANTO p # NULO
L[j] = p.info

P = p.proximo
j=3+1
remova a lista apontada por B[i]
FIM {BUCKET SORT}
Algoritmo 2.14: Bucketsort
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Claramente os primeiros dois lagos podem ser executados em tempo
®(n). Note que o tamanho médio de cada lista encadeada sera 1. De fato, se
os elementos de L estiverem uniformemente distribuidos no intervalo [0, k), é
possivel mostrar que o tamanho esperado de cada lista encadeada sera cons-
tante. Nesse caso, independente do método utilizado, a ordenacéo de cada
lista encadeada sera feita em tempo esperado constante.

A copia dos elementos de uma lista encadeada requer tempo amortiza-
do constante. A remogao de uma lista encadeada também é feita em tempo
amortizado constante. Consequentemente, o terceiro lago ira requerer tempo
esperado constante, e a complexidade temporal esperada do Algoritmo Bu-
cketsort sera ©(n).

Note que no segundo lago percorremos a lista da direita para a esquer-
da. Com isso, ao construir as listas encadeadas preservamos a ordem relativa
existente entre os elementos repetidos. Se o0 método utilizado para ordenar as
listas encadeadas for estavel, o Algoritmo Bucketsort também sera estavel.

O bucket tera n posicoes. A quantidade de nés nas listas encadeadas
sera n. Concluimos que a complexidade espacial do Bucketsort pertence a
®(n). Finalmente, observe que Bucketsort n&o ird requerer comparagdes se o
método usado como subrotina ndo for baseado em comparagdes.

A Figura 2.15 a seguir exemplifica as listas encadeadas construidas
pelo Bucketsort apés sua ordenagédo. Claramente, a concatenagéo das listas
encadeadas produz a lista original em ordem.

0 1 2 3 4 5 6 7
Lista original |98 [53]12] 5 |12] 4 [71]40|

0 - 4 - 5
1 - 12 - 12
2
Bucket 3 - 28
4 — 40
5 — 53
6
v - 71

Figura 2.15: Ordenagao com o Algoritmo Bucketsort

13. Radixsort

Esse método permite ordenar listas cujos elementos sejam comparaveis dois
a dois. Uma versdo desse método foi utilizada em 1887 por Herman Hollerith,
fundador da Tabulating Machine Company que mais tarde deu origem a IBM.



Em cada iteracdo do Radixsort, ordenamos a lista por uma de suas
posicdes, comegando pela posicdo menos significante, até chegar a posicao
mais significante (os elementos da lista devem que ser representados com a
mesma quantidade de posigdes). Cada ordenagao tem que ser feita com um
método estavel.

ALGORITMO RADIX SORT
ENTRADA: UM VETOR I, COM N POSICOES CUJOS ELE-
MENTOS

POSSUEM D SIMBOLOS
SAIDA: O VETOR L EM ORDEM CRESCENTE

PARA 1 = 1 até d
Coloque L em ordem crescente pelo i-ésimo
simbolo menos

significante usando um método de ordenacdo es-—
tavel

FIM {RADIX SORT}
Algoritmo 2.15: Radixsort

Podemos adaptar o Countingsort e utilizd-lo como subrotina no Radi-
xsort. Observe que os elementos da lista sdo constituidos de simbolos de
algum alfabeto. Por exemplo, se a lista contém nimeros decimais, o alfabeto
é formado pelos digitos do sistema numérico decimal. Note que o maior sim-
bolo encontrado numa posicao de um elemento ndo excede o maior simbolo
do alfabeto. Como o tamanho do alfabeto € constante, podemos garantir que
a complexidade temporal e a complexidade espacial dessa versédo do Coun-
tingsort pertencem a ®(n).

Outra possibilidade seria adaptar o Bucketsort e utiliza-lo como subroti-
na. Para isso, o bucket devera ter uma posi¢éo para cada elemento do alfabe-
to. N&o havera necessidade de ordenar as listas encadeadas visto que cada
uma delas contém apenas elementos com 0 mesmo simbolo na posicao que
esta sendo ordenada. Podemos entdo garantir que a complexidade temporal
dessa versao do Bucketsort sera ©(n).

Note que tanto o Countingsort quanto o Bucketsort sdo estaveis. Utili-
zando qualquer um deles como subrotina, o Radixsort tera complexidade tem-
poral ®(dn) e complexidade espacial ®(n). Se d for constante a complexidade
temporal serd ©(n). Note que o Radixsort é necessariamente estavel, qual-
quer que seja o método usado como subrotina.
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32 500 500 9
500 431 9 32
431 32 431 32
248 - 32 - 32 — 48

O pemindste 63 peadesens 2 poacemena O

32 248 248 248

63 48 48 431

48 9 63 500

Figura 2.16: Ordenagdo com o Algoritmo Radixsort

Rtividades de avaliagéo

1. Complete a tabela abaixo.

Complexidade temporal i )
Método Complex!dade E estavel?
Melhor caso Pior caso Caso médio espacial
Bolha S (n) S () S (i) o) Sim

Bolha com flag
Insercao
Selecao
Shellsort
Mergesort
Quicksort

Heapsort

2. Caracterize o pior e 0o melhor caso, em termos assintéticos, de cada um dos
métodos que aparecem na tabela acima.

3. Mostre como ficaria a lista (18, 23, 37, 22, 25, 16, 3, 31, 5, 28, 6, 34, 9, 45)
ap6s cada iteragcéo do lago mais externo dos algoritmos bolha, insergéo,
selecdo, shellsort e radixsort, descritos neste capitulo.



. Mostre como ficaria a lista (18, 23, 37, 22, 25, 16, 3, 31,5, 28, 6, 34, 9, 45) ap6s

ser particionada pelo Procedimento Particdo apresentado neste capitulo.

. Dentre os métodos bolha, bolha com flag, insercéo, sele¢ao, shellsort, mer-

gesort e quicksort, quais seriam os mais eficientes, em termos de tempo,
para colocar listas da forma (n, 1, 2, 3, ..., n — 1) em ordem crescente?
Justifique sua resposta.

. Escreva um algoritmo que implemente o método bolha para ordenar listas

encadeadas contendo nimeros. Considere que cada n6 da lista possui os
campos info, anterior e proximo.

. Indigue quais tipos de listas podem ser ordenadas pelos métodos Countin-

gsort, Bucketsort e Radixsort e que condigdes precisam ser satisfeitas para
que eles tenham complexidade de tempo linear no tamanho da lista.

. Vocé deseja ordenar em tempo linear listas de n elementos contendo nimeros

inteiros entre 1 e 10n. Qual método vocé utilizaria ? Justifique sua resposta.

9. Mostre como ficaria o vetor C no final de cada um dos cinco lagos do Algoritmo

Countingsort ao ordenar a lista (18, 23, 17, 22, 25,16, 3, 11,5, 8,6, 4, 9, 15).

10. Mostre como ficariam as listas encadeadas geradas no método bucket

11.

12.

13.

14.

sort ao ordenar a lista (18, 23, 17, 22, 25, 16, 3,41, 5, 8, 6, 34,9, 15).

Apbs cada iteracao do lago mais externo de um algoritmo de ordenacgéo,
a lista (382, 142, 474, 267) ficou como mostrado abaixo. Qual foi o algo-
ritmo utilizado (bolha, inserg¢éo, selecéo ou radixsort)? Justifique por que
nenhum dos outros algoritmos estudados neste capitulo poderia ter pro-
duzido as listas abaixo.

(142, 382, 474, 267)
(142, 267, 474, 382)
(142, 267, 382, 474)

Escreva um procedimento que receba um heap binério crescente (passa-
do por referéncia) e uma posicao i e entdo remova o elemento que estiver
na posi¢cao i do heap.

Escreva um procedimento que transforme um vetor num heap binario
crescente em tempo linear.

Mostre como ficaria um heap binario crescente no qual foram inseridos os
valores 18, 23, 17, 22, 25, 16, 3, 41, 5, 8, 6, 34, 9, 15, nesta ordem (seu
heap deve ser implementado num vetor de 15 posi¢cées). Em seguida, re-
mova o elemento que estiver na posicao 3, depois o0 elemento que estiver
na posicao 2 e por fim o elemento que estiver na posicdo 1 e entdo mostre
como ficaria o heap.
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Gapitulo
Ordenacéo Externa






Objetivos

e Identificar os mecanismos de ordenacéo externa

Apresentar os processos de intercalacdo de arquivos

Comparar a eficiéncia entre as diversas distribuicdes equilibradas

Definir intercalagdo de um ou mais caminhos

Definir intercalagao polifasica

Apresentacao

No inicio deste capitulo indicamos que quando os arquivos a serem classifi-
cados nao podem ser armazenados integralmente na meméria principal, é im-
possivel realizar uma ordenacéao interna através de um dos métodos definidos
no capitulo anterior. Mostramos também que, para resolver este problema, o
arquivo original deve ser dividido em partes menores, de tamanho tal que a clas-
sificagao interna seja suportada e que a seguir estas partes, ordenadas, devem
ser intercaladas. Apresentamos entdo as formas eficientes de se processar
uma intercalagao destacando que os métodos abordados objetivam minimizar o
numero de leitura e gravagao dos registros de cada parte armazenada em disco
magnético, chamada area de trabalho. Sao, por fim, indicados os principais fa-
tores que influem na eficiéncia de um algoritmo de classificagéo de forma geral,
ou seja, usando a ordenag&o interna e se necessario a externa.

1. Definicao e mecanismos

Quando os arquivos a serem classificados contém muitos registros, de modo
que n&o podem ser contidos integralmente na meméria principal, & impossi-
vel realizar uma ordenacéo interna através de um dos métodos definidos no
capitulo anterior.

Para resolver este problema, o arquivo original deve ser dividido em
partes menores de tamanho tal que a classificagdo interna seja suportada.
Uma vez que as partes ou séries ja estejam ordenadas elas sao intercaladas
sucessivamente até que todas estejam presentes num arquivo final ordenado.

Neste capitulo apresentaremos as formas eficientes de se processar
uma intercalacdo. Os métodos abordados objetivam minimizar o nimero de
leitura e gravagao dos registros de cada parte armazenada em disco magné-
tico, chamada éarea de trabalho. Os registros estao organizados nesta area de
forma sequencial.
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Os fatores que influem na eficiéncia de um algoritmo de classificagao
geral sé&o os seguintes:

» NUmero de registros e tamanho de cada um deles;

e Uso ou ndo da memoria auxiliar (necessita ou nao da ordenagéao
externa);

Tipos e meios de armazenamento utilizados;

Grau de classificacao ja existente e

Periodicidade de atualizagao do arquivo.

A eficiéncia de uma classificagao externa é medida em termos da quan-
tidade total do tempo necessario para que os dados sejam lidos, ordenados e
gravados na area de trabalho; isto corresponde a fase inicial do processo de
ordenacéao.

Na fase seguinte as séries ordenadas s&o lidas e intercaladas duas a
duas, trés a trés, etc. O nimero de séries intercaladas em cada passo cor-
responde ao nimero de caminhos. Quanto maior for o nimero de caminhos,
mais complexo sera o algoritmo de intercalagéo (merge). Como este processo
€ utilizado véarias vezes para conseguir juntar todas as séries, em geral opta-se
por trabalhar com 2 ou 3 caminhos.

Os fatores que influem na eficiéncia de um algoritmo de classificagao
externa sdo os seqguintes:

o NUmero de séries produzidas;

Tamanho de cada série e se sdo do mesmo tamanho;

Forma de distribuicao das séries pelos arquivos de trabalho e

Caracteristicas dos blocos e das memoérias intermediérias utilizadas
na fase de classificagdo

A estimativa do nimero de séries utilizadas, bem como seu comprimen-
to, é fungdo do numero de registros do arquivo; isto determina o nimero de
passadas durante a fase de classificacdo. E importante que esteja bem defi-
nida a sequéncia na qual as séries devem ser distribuidas pelos arquivos de
entrada para a fase de intercalagéo.

Os tipos basicos de algoritmos para distribuir as séries sado equilibra-
das, onde s&o colocadas um namero igual de séries iniciais em cada arquivo
e desequilibradas em que as séries sdo dispostas nos arquivos de modo a
conseguir um melhor nivel de intercalagao.

Nas se¢des seguintes sdo apresentados os algoritmos de intercalagéo
de dois caminhos (Merge2) e de trés caminhos (Merge3).



2. Intercalacao de dois caminhos

Para exemplificar como se processa uma intercalagao, vamos supor dois ar-
quivos contendo somente os valores das chaves de cada registro.

Considerando Ri como um registro com chave Ki e que o primeiro arquivo
(Argl) possui 4 registros (R1 a R4) com as respectivas chaves K1 a K4 iguais
a{3, 7,9, 11} e o segundo arquivo (Arg2) possui 6 registros (R5 a R10) com
chaves K5 a K10 iguais a {1, 5, 8,9, 12, 13}. Em cada passo a selegao é feita
pelo teste das chaves Ki < Kj apontadas pelas setas. Arq3 é o arquivo de saida.

{ 4
Arql | Ri | R | Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ryo
i=1 3 7 9 11 =5 1 5 8 9 12 13
Y
Arq3 | S S, S3 Sy Ss Se S; Sg So | Sio
k=2 1

Figura 3.1: Exemplo da intercalag&o de dois caminhos (Passo-1 do Merge?2)

{ {
Arql | Ri | R | Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Ry | Ry | Ryg
i=1 3 7 9 11 j=6 1 5 8 9 12 13
{

Arq3 Si S, S3 Sy Ss Se S; Sg Sy Sio
k=3 1 3

Figura 3.2 Exemplo da intercalagdo de dois caminhos (Passo-2 do Merge2)

J J
Arql | Ri | Ry | Ry | Ry Arq2 | Rs | Rg | Ry | Ry | Ry | Ryg
i=2 3 7 9 11 j=6 1 5 8 9 12 13
1

Arq3 | S S, S3 Sy Ss Se S; Sg So | Sio
k=4 1 3 5

Figura 3.3: Exemplo da intercalag&o de dois caminhos (Passo-3 do Merge2)

J J
Arql | Ri | Ry | Ry | Ry Arq2 | Rs | Rs | Ry | Rg | Ry | Ryp
i=2 3 7 9 11 =7 1 5 8 9 12 13

Arg3 | S | S | S | Sa | Ss | Se | S7 | Ss | So | Si
k=5 1 3 5 7

Figura 3.4: Exemplo da intercalac&o de dois caminhos (Passo-4 do Merge2)
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Arql
i=3

Arq3
k=6

Arql
i=3

Arq3
k=7

Arql
i=4

Arq3
k=8

Arql
i=4

Arq3
k=9

Arql
i=5

Arq3

{ 4
Ri | R, | Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ry
3 7 9 11 =7 1 5 8 9 12 13
{
Sl Sz S3 S4 SS S(y S7 SS SQ SlO
1 3 5 7 8
Figura 3.5: Exemplo da intercalagéo de dois caminhos (Passo-5 do Merge?2)
{ 4
Ry | R, | Rs Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ry
3 7 9 11 =8 1 5 8 9 12 13
SI SZ SS S4 SS Sé S7 SS S‘) SlO
1 3 5 7 8 9
Figura 3.6: Exemplo da intercalagéo de dois caminhos (Passo-6 do Merge2)
¥ ¥
Ry | R, | Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ry
3 7 9 11 =8 1 5 8 9 12 13
J
Sy S, S; S, Ss Se S; Sg Sy Sio
1 3 5 7 8 9 9
Figura 3.7: Exemplo da intercalagdo de dois caminhos (Passo-7 do Merge2)
J J
Ry | Ry [ Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ryo
3 7 9 11 =9 1 5 8 9 12 13
J
Sy S, S; S, Ss Se S; Sg Sy Sio
1 3 5 7 8 9 9 11
Figura 3.8: Exemplo da intercalag&o de dois caminhos (Passo-8 do Merge2)
{
Ri | R | Ry | Ry Arq2 Rs | R [ Rz | Rg | Ry | Ryp
3 7 9 11 =9 1 5 8 9 12 13
¥
S Sy S; Sy Ss Se S; Sg So | Sio
1 3 5 7 8 9 9 11 12

k=10

Figura 3.9: Exemplo da intercalagéo de dois caminhos (Passo-9 do Merge2)
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Arql | Ri | R | Ry | Ry Arq2 | Rs | R¢ | Ry | Rg | Ry | Ryo

i=5 3 7911 =10 [ 1 [ 5] 8] 9[12]13

i
Arq3 | S S, S; Sy Ss Se S; Sg So | Sio
k=11 1 3 5 7 8 9 9 11 12 13
Figura 3.10: Exemplo da intercalagéo de dois caminhos (Passo-10 do Merge2)
{ FIM {

Arql | Ri | Ry | Rs | Ry Arq2 | Rs | R¢ | R; | Rg | Ry [ Ryo

i=5 3 7 9 11 =1 1 5 8 9 12 | 13

1

Arq3 | S S, S; S4 Ss Se | Sy Sg So | Sio
k=11 1 3 5 7 8 9 9 11 12 13

Figura 3.11: Exemplo da intercalagéo de dois caminhos (Passo-11 do Merge2 )

Observe que a partir do passo 9 o ponteiro do arquivo Arql € maior que

o nimero de registros nele contidos, ou seja, significa que foi atingido o *

‘Fim

de Arquivo” ou “end_of file”. Quando ha esta ocorréncia em um dos arqui-
vos, 0 processo final de intercalag&o consiste somente em copiar os demais

registros do outro arquivo que ficou “aberto” para a saida.

No Algoritmo 3.1 que faz a intercalagéo de dois caminhos, identificado
como o procedimento Merge2, utilizaremos as mesmas variaveis usadas no
exemplo anterior. Sem perda de generalidade, consideramos que Ri, Rj e Sk

representam as chaves dos seus respectivos registros.

Argl: K1<K2<K3<. .. <Km-1<Km ( ponteiro “i")
Arg2: Km+1l<Km+2 <. .. <Kn-1<Kn (ponteiro ")
Arg3: S1<82<83<. ... .. <8n-1<8n ( ponteiro “k™)

PROCEDIMENTO MERGE2 (R, S, m, n)

ENTRADA: INTEIROS m, n

Registro R com duas séries a intercalar

// Rl:m (primeira série ordenada)
// Rm+l:n (segunda série ordenada)

SAIDA: Registro S com uma tnica série ordenada
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3. Intercalagao de trés caminhos

O algoritmo que faz a intercalagéo de trés caminhos, identificado como o pro-
cedimento Merge3, utiliza Ri, Rj, Rl e Sk respectivamente representantes das
chaves dos seus registros, como segue.

Argl: K1<K2<K3<...<Kp-1<Kp ( ponteiro “i")
Arg2: Kp+l<Kp+2 <. .. <Kg-1l<Kq ( ponteiro j")
Arg3: Kg+l<Kgt+2 <. .. <KN-1<KN (ponteiro ")
Arg4: S1<S2<83<. ... .. < SN-1< SN ( ponteiro k™)

Uma vez atingido o fim de um dos arquivos, sera utilizada o procedi-
mento Merge2, definido na secao 3.2, para intercalar os demais registros dos
outros dois arquivos. E definida uma fungdo MENOR que identifica o menor
de trés valores numéricos.

PROCEDIMENTO MERGE3 (R, S, p, q, N)

ENTRADA: INTEIROS p, g, N

Registro R com trés séries a intercalar

Rl:p (primeira série ordenada)
Rp+l:g (segunda série ordenada)

Rg+1:N (terceira série ordenada)

SAIDA: Registro S com uma tnica série ordenada

// S1:N (série ordenada/intercalada)

// Varidveis auxiliares
K: vetor [l:n] de inteiros

i, J, k, 1, m, n: ponteiros/contadores
FUNCAO MENOR ( X, Y, Z ): inteiro

ENTRADA: X, Y, Z inteiros
SATDA: MENOR

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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// O trecho seguinte define os parametros dos dois

// Gltimos arquivos para o MERGE2.

SE (i >p)
m=q - + 1
n=N-1+1
SENAO
SE (i >p)

m=p-1+1
n=q-3J+1
MERGE2 ( R, S, m, n )

// fim enquanto
RETORNA

FIM {MERGE3}
Algoritmo 3.2: Merge3 — Intercalagdo de trés caminhos

4. Intercala¢ao de k caminhos

Num caso geral, o algoritmo para fazer a intercalacéo de k caminhos, identifi-
cado como o procedimento Mergek, pode ser implementado de forma similar
ao algoritmo da sec¢ao 3.

Por exemplo, para o Merge4 (k=4), a funcdo MENOR selecionaria o
menor valor entre quatro nimeros € no momento em que fosse atingido o
fim de um dos arquivos, deveria ser “chamado” o procedimento Merge3 para
finalizar o processo de intercalagéo.

Porém, como ja foi citado anteriormente, ndo € comum a utilizagdo de uma
intercalagdo com mais de trés caminhos, devido a complexidade deste algoritmo,
mesmo sabendo que o nimero de leituras e gravagdes poderia ser reduzido.

Os algoritmos de classificagao por intercalagédo de k caminhos s&o co-
nhecidos como de distribuicao equilibrada. Na secao seguinte faremos uma
comparagao entre intercalacdes equilibradas para diferentes valores de k.
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5. Comparacgao entre Distribuicdes Equilibradas

Esta comparacao sera feita através de um exemplo. Vamos supor que para
classificar 7000 registros, a meméria disponivel para a ordenagao interna, em
funcédo do tamanho dos registros, suporta processar no maximo 1000 registros
por vez, ou seja, a cada 1000 registros lidos, € feita sua classificagao e a série
correspondente ordenada é gravada em um meio auxiliar, de forma sequencial.

Caso o numero de registros do arquivo n&o seja multiplo de 1000, somen-
te a dltima série ficara incompleta, porém, como vimos nas se¢des anteriores,
isto ndo sera problema para o procedimento de intercalagéo do tipo Mergek.

O numero de arquivos de trabalho, bem como a distribuicao das séries

nestes arquivos, depende do nimero k de caminhos a serem intercalados.
Nas subsec¢des seguintes fazemos uma simulagéo para k= 2, 3 e 4 caminhos.

5.1 Classificagao Equilibrada de dois caminhos

Para k=2 serdo necessarios 4 arquivos de trabalho. A fase inicial de classifi-
cagao cria séries de comprimento 1000 e as coloca alternadamente em dois
destes arquivos (Arql e Arg2), assim:

Arql Ri-1000 R2001-3000 R4001-5000 Re001-7000

Arq2 Ri001-2000 R3001-4000 Rs001-6000 -

Figura 3.12: Distribuicao equilibrada em dois arquivos (Passo-1)

A notacao Rp_q corresponde a série ordenada a partir dos registros de
entrada da posicdo p até a posicéo q.

As séries dispostas em cada coluna da tabela anterior sdo intercaladas

via Merge2 produzindo outras séries até duas vezes maiores que as séries
iniciais. Essas sao gravadas em outros dois arquivos (Arg3 e Arg4), assim:

Arq3 Ri-2000 R4001-6000
Arq4 Ro001-4000 Re001-7000

Figura 3.13: Resultado da intercalagéo de dois caminhos (Passo-2)

Este processo é repetido de forma alternada entre os arquivos Arq1/Arg2
e Arg3/Arg4, até que apenas uma série (arquivo classificado) seja produzida.

Al‘q 1 Ri_4000 Al‘q3 Ri-7000
Arq2 Ru4001-7000 Arq4 -

Figura 3.14: Intercalacéo final de dois caminhos (Passos 3 e 4)
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Observe que em todo o processo de classificagcao foram realizadas 28.000
leituras e 28.000 gravagoes, correspondendo a 7.000 delas em cada passo.

Para efeito, vamos considerar um arquivo com 20 registros, consideran-
do somente suas chaves, e um limite de classificag&o interna de 3 registros.

Ri|1|2 |3 (4|5 |6 |7 |89 |10(11 |12 |13 |14 [15]|16 (17| 18| 19| 20
Ki[5(27(14(2[29]122 339|187 |1 23|11 17|14 |12|9 |8 [5 |23

Figura 3.15: Exemplo de classificagdo com 7 séries de até 3 registros cada

Arql 5-14-27 9-18-33 4-11-17 5-23
Arq2 2-22-29 1-7-23 8-9-12 -

Figura 3.16: Fase-1 da intercalagdo de dois caminhos do exemplo da Fig. 3.15

Arq3 | 2-5-14-22-27-29 | 4-8-9-11-12-17
Arq4 | 1-7-9-18-23-33 5-23

Figura 3.17: Fase-2 da intercalagdo de dois caminhos a partir da Fig. 3.16

Arql | 1-2-5-7-9-14-18-22-23-27-29-33 Arq3 | 1-2:4-5-5-7-8-9-9-11-12-14-17-
18-22-23-23-27-29-33

Arq2 4-5-8-9-11-12-17-23 Arq4 -

Figura 3.18: Fases 3 e 4 da intercalag&o de dois caminhos a partir da Fig. 3.17

5.2 Classificagao Equilibrada de trés caminhos

Para k=3 podem ser usados também 4 arquivos de trabalho. A fase inicial de
classificac&o cria séries de comprimento 1000 e as distribui também em dois
arquivos, a diferenga é que em determinado momento da segunda fase, usan-
do o Merge2, pelo menos um dos arquivos fica vazio, de modo que € possivel
a partir dai utilizar o Merge3.

Observe a seguir como seria a classificagao.
Fase-1 (ordenacéo interna e gravagéao inicial)

Arql Ri-1000 R2001-3000 Ra001-5000 R6001-7000
Arq2 Ri001-2000 R3001-4000 R5001-6000 -
Arg3 3 - 3 -
Arq4 - - -

Figura 3.19: Distribuicdo equilibrada em trés arquivos
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Fase-2 (uso do Merge2) J (ponteiro)
Arql - - - Re001-7000
Arq2 - — - -

Arq3 | Ri2000 | Raoo1-6000 - -
Arq4 | Ro01-4000 - - -

Figura 3.20: Intercalagéo de dois caminhos do exemplo da Fig. 3.19

Fase-3 (uso do Merge3) Fase-4 (uso do Merge2)
Arql - - Arql S1-7000
Arq2 S 1-5000 — Al‘q2 —
Arq3 - R4001-6000 Arq3 -
Arq4 - - Arq4 -

Figura 3.21: Intercalagcao de trés e dois caminhos a partir da Fig. 3.20

Asérie S, € asaida do Merge3 com entradas obtidas a partirde R,
5000 Ra2000 © Rooor4000 - NESta ordem. A fase final corresponde ao Merge2 entre

os registros com ponteiros em Arg2 e Arq3 com saida em Argl.

1-5000

Observe que para todas as fases deste tipo de classificagdo pode ser
usado o Merge3, dado que, de acordo com sua descri¢cdo na se¢céo 3, quando
um dos arquivos esta com o ponteiro no final (end_of _file) o Merge2 é acionado.

O numero de leituras e gravagdes é reduzido de 28.000 para 25.000,
visto que para cada fase teriamos:

Fase-1 Fase-2 Fase-3 Fase-4 Total (L/G)
7.000 6.000 5.000 7.000 25.000

Figura 3.22: Nimero de Leituras e Gravagdes para o exemplo da Fig. 3.19

5.3 Classificagao Equilibrada de multiplos caminhos

Para k > 4 serao necessarios (k+1) arquivos de trabalho. A fase inicial de clas-
sificacao cria séries de comprimentos fixos e as coloca alternadamente em k
arquivos (Argl a Argk), deixando o de ordem (k+1) livre. As fases seguintes
utilizam o procedimento de intercalagéo de k caminhos (Mergek).

Para o exemplo da subse¢ao anterior, teriamos para k=4:



Fase-1 (classificagdo interna e distribuicao alternada das séries)

Arql Ri-1000 Ra001-5000
Arq2 | Rigoi-2000 R5001-6000
Arq3 | Ruxoo1-3000 Res001-7000

Arq4 | Rio01-4000 -
Arq5 - -

Figura 3.23: Distribuicao equilibrada em quatro arquivos

Fase-2 (Merge4)
Arql - R4001-5000
Arq2 - R5001-6000
Arq3 - Re001-7000
Arq4 - -
Arq5S Ri_4000 -

Figura 3.24: Intercalagéo de quatro caminhos do exemplo da Fig. 3.23

Fase-3 (Merge4)
Argd

Figura 3.25: Intercalagédo de quatro caminhos a partir da Fig. 3.24

O numero de leituras e gravagdes é reduzido mais ainda, no caso, de
25.000 para 18.000, assim:

Fase-1 Fase-2 Fase-3 Total (L/G)
7.000 4.000 7.000 18.000

Figura 3.26: Numero de Leituras e Gravagées para o exemplo da Fig. 3.23

6. Intercalagao Polifasica

O objetivo deste tipo de intercalacéo é distribuir as séries iniciais de forma
desequilibrada, de modo que menos passos sejam necessarios para a clas-
sificacao total.

Em fungao do nimero de arquivos T a serem utilizados € gerada uma tabela
de distribuicdo com base na Série de Fibonacci. E necessario entdo que o
algoritmo de classificagao externa contenha uma tabela desta distribuicdo em
funcao do valor de T. Sabemos que, de modo similar a intercalagdo de mdalti-
plos caminhos, para T arquivos devemos ter k = (T —1) caminhos.

Pesquisa e Ordenacio de Dados o



70

Viana, G. V. R; Gintra, 6. F; Nobre, . H.

A seguir mostramos as tabelas para alguns casos. Caso o nimero de sé-
ries ndo esteja contido na tabela, considerar a distribuicao imediatamente supe-
rior; isso acarreta que durante a fase de intercalacdo as séries complementares
sejam vazias, ou seja, ja foi atingido seu final de arquivo. Por exemplo, na Tabela
3.1, caso o nimero de séries seja igual a 10, a distribuicdo usada seria a de nivel
5, ou 13 séries, sendo que nesse caso, 3 delas seriam vazias.

Nivel T, T, Séries
N a b T
n+1 a+b a t+a
0 1 0 1
1 1 1 2
2 2 1 3
3 3 2 5
4 5 3 8
5 8 5 13
6 13 8 21
7 21 13 34
8 34 21 55
9 55 34 89
10 89 55 144
11 144 89 233

Tabela 3.1: Distribui¢&o polifasica para k=2 ( T=3 arquivos, usar o Merge2)

Nivel T, T, T, Séries
N a b c t
n+1 a+b atc a t+2a
0 1 0 0 1
1 1 1 1 3
2 2 2 1 5
3 4 3 2 9
4 7 6 4 17
5 13 11 7 31
6 24 18 13 55
7 42 37 24 103
8 79 66 42 187

Tabela 3.2: Distribui¢do polifasica para k=3 ( T=4 arquivos, usar o Merge3)

Nivel T, T, T, T, Séries
n a b C d t
n+1 a+b a+tc a+d a t+3a
0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 4
2 2 2 2 1 7
3 4 4 3 2 13
4 8 7 6 4 25
5 15 14 12 8 49
6 29 27 23 15 94
7 56 52 44 29 181
8 108 100 85 56 349

Tabela 3.3: Distribuic&o polifasica para k=4 ( T=5 arquivos, usar o Merge4 )

Exemplo 3.1: Classificagdo por interpolagcao polifasica para 25 séries
utilizando T=5 arquivos. Consultando a tabela acima observe que a distribui-
¢ao inicial deve ser feita de acordo com a linha indicada pelo nivel 5. Na Tabe-
la 3.4 o arquivo de saida em cada fase esta indicado pela simbolo ‘—'.



Fase T, T, T, T, T,
1 8x1 7x1 6x1 4x1 —
2 4x1 3x1 2x1 — 4x4
3 2x1 1x1 - 2x7 2x4
4 1x1 — 1x13 1x7 1x4
5 - 1x25 — - -

Tabela 3.4: Distribuicdo para k=4 caminhos e T=5 arquivos do Exemplo 3.1

A notacdo s x tindica s séries de tamanho t. Note que de uma fase
a quantidade a ser retirada de cada arquivo para que possa ser feita a interca-
lagdo Merge4 e gravadas no arquivo de saida da fase “i+1".

Exemplo 3.2: Classificagao por interpolagao polifasica para 25 séries
utilizando T=4 arquivos. Consultando a Tabela 3.2 observamos que o nimero
31 constante € aquele que mais se aproxima de 25; no caso seriam distribui-
das entre os arquivos 6 séries ficticias vazias.

Utilizando o Merge3, a sequéncia de intercalagdes seria esta:

Fase T, T, T, T,
1 13x1 11x1 7x1 -
2 6x1 4x1 — 7x3
3 2x1 - 4x5 3x3
4 - 2x9 2x5 1x3
5 1x17 1x9 1x5 -
6 - - — 1x31

Tabela 3.5: Distribuicdo para k=3 caminhos e T=4 arquivos do Exemplo 3.2

Rtividades de avaliago

1. O algoritmo Merge2 da se¢&o 2 no leva em consideragéo se os dois blo-
cos a serem intercalados sé&o tais que todas as chaves de um bloco sejam
maiores que o outro. Faca entdo uma alteracao neste procedimento para
prever este caso especifico. Indique qual o beneficio desta agao.

2. Para a intercalagdo de 4 caminhos (Merge4) poderia ser usada uma das
técnicas citadas a seguir. Indique qual a melhor delas e justifique.

a) De forma semelhante ao Merge3 da se¢éo 3, modificando a fungao ME-
NOR para comparar quatro nimeros e ampliando as comparagoes.

b) Merge4 (A, B, C, D) = Merge2 (Merge3 (A.B,C), D)
c)Merge4 (A, B, C, D) = Merge2 (Merge2 (A,B) , Merge2 (C,D))

3. Utilize algum procedimento apresentado neste capitulo para classificar um
arquivo contendo 4.500 registros, sabendo que é possivel classificar no
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maximo 750 destes registros na memodria interna. Indique o nimero de lei-
turas e gravagdes ocorridas.

4. Defina uma estratégia diferente da utilizada no item anterior de modo a re-
duzir o namero de leituras e gravagoes.

5. Considere as seguintes chaves de um arquivo que pode ser dividido em
exatamente dois blocos para uso numa classificacao externa:

i 1 2 (3 4|5 6 7 8|9 10| 11 | 12 (13 | 14 | 15|16 | 17 | 18 | 19| 20

Ki|15[7 (2421912139286 [3 |53 |21 174 [42]|19 |18 |5 |13

Suponha a existéncia de uma fungédo MEDIANA(V,N), que calcula a mediana
de um vetor V[IN] e dos procedimentos QSORT(A,N) que ordena o vetor
A[1N] totalmente na memodria principal e Merge2 (X, m.Y, n, S) que faz a in-
tercalagéo de 2 caminhos, onde S[1.(m+n)] é o vetor ordenado resultante da
intercalagdo dos vetores X[1m] e Y[1n].

Apresente os resultados apés executar cada um dos seguintes passos:
a) W = MEDIANA (K, 20)
b) X=Ki,seKi<WeY =Ki,seKi>W, Vi=120
¢) QSORT (X, 10); QSORT (Y, 10);
d) Merge2 (X, m,Y, n, S); apresente S.

6. Escreva um algoritmo para resolver de forma geral o método descrito no
exercicio 5.

7. Generalize o método descrito no exercicio 5 para proceder a classificagao
interna considerando qualquer nimero de séries.

8. Como foi apresentado, a ordenacéo de um arquivo através da classificacéo
externa se faz necessario quando seus registros ndo cabem totalmente na
memoria principal, em fungdo do tamanho de cada um deles, e n&o por
causa do grande nimero de chaves. Indique uma alternativa para ordenar
arquivos desta magnitude sem utilizar os procedimentos de intercalag&o.

9. Fazer uma comparagao, em relagdo ao nimero de leitura e gravagdes ne-
cessarias para realizar uma classificacdo externa com 25 séries de tama-
nho 1000 cada, considerando as seguintes técnicas de intercalagéo equi-
librada de:

a) dois caminhos
b) trés caminhos
) quatro caminhos
10. Repetir o exercicio 9 considerando agora a intercalagao polifasica de:
a) dois caminhos (T=3)
b) quatro caminhos (T=5)
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Objetivos

« Definir as técnicas de pesquisa sequencial e binaria

e Apresentar as tabelas de dispersao

e Apresentar as arvores de busca balanceadas

o Mostrar as técnicas de manutengdo das arvores de pesquisa
e Analisar a complexidade dos algoritmos de pesquisa

Apresentacao

Neste capitulo apresentamos diversas técnicas e estruturas de dados que
permitem fazer pesquisa com bastante eficiéncia. Inicialmente, apresentamos
o procedimento de busca sequencial que, apesar de ser ineficiente, serve
para efeito de comparagcdo com os demais métodos. A seguir abordamos a
busca binaria, que permite encontrar um valor contido num vetor ordenado
com extrema eficiéncia. No entanto, as operagdes de insercdo e remogao
tém custo computacional elevado, por isso € comum utilizar outras estruturas
de pesquisa em que os dados estejam implicitamente ordenados, como as
tabelas de dispersao onde, sob certas hipéteses, essas operagdes podem ser
feitas em tempo esperado constante. No final do capitulo abordamos trés tipos
de arvores de busca balanceadas: arvores AVL, arvores B e arvores B+. Des-
crevemos as operacdes de insercao, busca e remogao nessas estruturas e
mostramos que tais operagdes sao feitas em tempo logaritmico, no pior caso.

1. Técnicas de Pesquisa

Uma das tarefas de maior importancia na computagéo € a pesquisa de informa-
¢oes contidas em colecdes de dados. Em geral, desejamos que essa tarefa seja
executada sem que haja a necessidade de inspecionar toda a cole¢éo de dados.

Neste capitulo apresentamos diversas técnicas e estruturas de dados
que permitem fazer pesquisa com bastante eficiéncia. Discutimos as opera-
¢oes de insercao, busca e remocao nessas estruturas, analisando sua com-
plexidade temporal e espacial.

Inicialmente, nas segdes 2 e 3, descrevemos respectivamente os pro-
cedimentos de busca sequencial que € trivial e ineficiente, e de busca binaria,
que permite encontrar um valor contido num vetor ordenado com extrema efi-
ciéncia. Sabe-se, no entanto, que as operacdes de insercao e remocao num
vetor ordenado tém custo computacional elevado.

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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Em seguida, na se¢éo, apresentamos as tabelas de disperséo, discu-
tindo as técnicas de hashing fechado e hashing aberto. Tais técnicas podem
ser usadas para resolver o problema da colisdo de chaves que é inerente ao
uso dessas estruturas. Mostramos que, sob certas hipéteses, as operagdes
de insercao, busca e remocao em tabelas de dispersao sao feitas em tempo
esperado constante.

Finalmente, na secdo 5 abordamos trés tipos de arvores de busca ba-
lanceadas: arvores AVL, arvores B e arvores B+. Nessas estruturas as opera-
¢oes de inser¢do, busca e remog¢ao sdo feitas em tempo logaritmico.

2. Busca Sequencial

Podemos procurar, ou buscar, um valor x num vetor L inspecionando em se-
quéncia as posicoes de L a partir da primeira posi¢éo. Se encontrarmos X, a
busca tem sucesso. Se alcangcarmos a Ultima posicao de L sem encontrar X,
concluimos que x n&o ocorre no vetor L. Esse tipo de busca é chamado de
busca sequencial.

Considerando que o vetor L contém n elementos, ordenados ou néo, é
facil verificar que a busca sequencial requer tempo linearmente proporcional
ao tamanho do vetor, ou seja, O(n); por isso, € comum dizer que a busca se-
quencial € uma busca linear. Observa-se que, no melhor caso, o elemento x é
encontrado logo na primeira tentativa da busca, através de uma comparagao;
no pior caso, X encontra-se na Ultima posicéo e séo feitas n comparagdes,
logo, no caso médio, o elemento é encontrado apés (n+1)/2 comparagodes.
Para vetores de médio ou grande porte, esse tempo é considerado inaceitavel,
dado que existem técnicas mais eficientes descritas nas se¢des seguintes.

Antes apresentamos dois algoritmos para a busca sequencial.

PROCEDIMENTO BUSCA SEQUENCIAL ( L , X , POS )

ENTRADA: UM VETOR L e UM VALOR X

SAIDA: POS = i, SE X OCORRE NA POSICAO i DE L
// SUCESSO

POS = 0, CASO CONTRARIO.
POS = 0

PARA i 1 até N
SE L[i] = X

POS = 1



ESCAPE
// fim para
DEVOLVA POS
FIM {BUSCA SEQUENCIAL}

Algoritmo 4.1: Busca Sequencial Simples

PROCEDIMENTO BUSCA SEQUENCIAL REC ( L , N, X )

ENTRADA: UM VETOR L DE TAMANHO N e UM VALOR X

SAfDA: i, SE X OCORRE NA POSICAO i DE L //
SUCESSO

0, CASO CONTRARIO.

SE N =1
SE L[1] = X
DEVOLVA 1
SENAO
DEVOLVA 0
SENAO
SE L[N] = X
DEVOLVA N
SENAO
BUSCA SEQUENCIAL REC ( L , N-1, X )

FIM {BUSCA SEQUENCIAL REC}
Algoritmo 4.2: Busca Sequencial Recursiva

3. Busca Binaria

Quando o vetor L estiver em ordem crescente, podemos determinar se x ocor-
re em L de forma mais rapida da seguinte maneira: inspecionamos a posicao
central de L; se ela contém x a busca para, tendo sido bem sucedida, caso
contrario, se x for menor do que o elemento central passamos a procurar X,
recursivamente, no intervalo de L que esta a esquerda da posicao central. Se
x for maior do que o elemento central continuamos a procurar x, recursiva-
mente, no intervalo de L que esta a direita da posi¢cao central. Se o intervalo se
tornar vazio, a busca para, tendo sido mal sucedida.

Pesquisa e Ordenacio de Dados
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O procedimento que acabamos de descrever é chamado de busca bi-
naria. Facilmente, podemos adaptar a busca binaria para procurar valores em
vetores que estejam em ordem decrescente. O Algoritmo 4.3 fornecemos uma
descricdo recursiva em pseudocddigo desse procedimento.

PROCEDIMENTO BUSCA BINARIA
ENTRADA: UM VETOR L EM ORDEM CRESCENTE, UM VA-
IOR X, E AS

POSICOES INICIO E FIM.
SAIDA: SIM, SE X OCORRE ENTRE AS POSICOES INI-
CIO E FIM DE

L; NAO, CASO CONTRARIO.

SE INICIO > FIM
DEVOLVA NAO E PARE
MEIO = (INICIO+FIM) /2 // DIVISAO
INTEIRA
SE X = L[MEIO]
DEVOLVA SIM E PARE
SE X < L[MEIO]
DEVOLVA BUSCA BINARIA(L, X, INICIO, MEIO - 1)
SENAO
DEVOLVA BUSCA BINARIA(L, X, MEIO + 1, FIM)

FIM {BUSCA BINARIA}
Algoritmo 4.3: Busca Binaria

A Figura 4.1 ilustra o funcionamento do Algoritmo Busca Binaria ao pro-
curar o valor 34 num vetor ordenado. Observe que apenas as posi¢oes 8, 13
e 10 do vetor (nessa ordem) sdo inspecionadas. A tabela que aparece apos
o vetor mostra os valores dos pardmetros de entrada (exceto o vetor L, que é
passado por referéncia e é compartilhado por todas as chamadas), o conteu-
do da variavel MEIO e o valor devolvido por cada chamada.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
L] 2]5]5]8]10[13]16]17[29[31]34[36][43]49][51]56]65] 69
12 32 22
Chamada X INICIO FIM MEIO Valor devolvido
1 34 0 17 8 Sim
2 34 9 17 13 Sim
3 34 9 12 10 Sim

Figura 4.1: Exemplo de busca binaria



Se estivéssemos procurando o valor 7 no vetor da Figura 4.1, iriamos
inspecionar apenas as posi¢oes 8, 3, 1 e 2 do vetor (nessa ordem). A Tabe-
la 4.1 mostra os valores dos parametros de entrada, o contetdo da variavel
MEIQ e o valor devolvido por cada chamada. Naturalmente, como 7 n&o ocor-
re no vetor, o valor devolvido é Nao.

Chamada X INICIO FIM MEIO Valor devolvido
1 7 0 17 8 N&o
2 7 0 7 3 Nao
3 7 0 3 1 Nao
4 7 2 2 2 Nao
5 7 3 2 Nao

Tabela 4.1: Exemplo de busca binaria

VVamos denotar por T(n) o tempo requerido pelo Algoritmo Busca Bina-
ria para procurar um valor num intervalo com n posi¢des. Note que se x ndo
estiver na posicao central do intervalo sera feita uma chamada recursiva para
procurar X num intervalo que tera aproximadamente n/2 posicées. Dessa for-
ma, é correto afirmar que:

Tn) T/2)+c

TO)=c

Resolvendo essa formula de recorréncia concluimos que T(n) € O(log
n). Sendo assim, a complexidade temporal do Algoritmo Busca Binaria perten-
ce a O(log n).

E facil perceber que a complexidade espacial desse algoritmo também
€ dada pela mesma férmula de recorréncia. Concluimos que tal complexidade
também pertence a O(log n). Vale salientar que se implementarmos o pro-
cedimento de busca binéria ser usar recursividade, a complexidade espacial
passa a ser constante.

E possivel adaptar o procedimento de busca binaria para encontrar um
valor mais préximo de x num vetor ordenado. Por exemplo, no vetor da Figura
4.1, o valor mais préximo do 40 é 43. Esse tipo de busca é conhecida como
busca binaria aproximada. Tal adaptacéo é deixada como exercicio para o
leitor no final deste capitulo.

Apesar da busca binaria ser extremamente eficiente, as operagdes de
insercao e remocao sao feitas em tempo linearmente proporcional ao tama-
nho do vetor e isso, em geral, € considerado inaceitavel. Por esse motivo, nas
situacdes em que as operagdes de insercao e remogao sao frequentes, é pre-
ferivel utilizar uma estrutura de dados onde os dados estejam implicitamente
ordenados e que também permitam fazer insercdes e remog¢des com bastante
eficiéncia. Na Se¢ao 4 descrevemos alguns tipos de arvores que possuem
tais caracteristicas.
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O operador mod denota
a operacao de resto da
diviséo, inteira.

4. Tabelas de Dispersao

As tabelas de dispersao, também conhecidas como tabelas de espalhamento
ou tabelas de hashing, armazenam uma colegcéo de valores, sendo que cada
valor esta associado a uma chave. Tais chaves tém que ser todas distintas e
s&o usadas para mapear os valores na tabela. Esse mapeamento é feito por
uma fung¢éo de hashing, que chamaremos de h.

Por exemplo, podemos implementar uma tabela de dispers&o usando
um vetor com oito posi¢cdes e utilizar h(x) = x mod 8 como fungéo de hashing.
Dizemos que h(k) é a posi¢é&o original da chave k e é nessa posi¢ao da tabela
que a chave k deve ser inserida. A Figura 4.2 ilustra a inser¢cado de uma cole-
¢ao de valores com suas respectivas chaves numa tabela de disperséo.

Chave Valor

0
1 25 Lia
Funcéo de hashing: 2 18 Ana
h(x) = x mod 8 3
4
5 5 Rui
6
7 31 Gil

Figura 4.2: Tabela de disperséo

Observe que o valor Gil foi colocado na posicéo 7 da tabela, pois a cha-
ve associada a Gil € 31 e h(31) = 7. O que aconteceria se tentassemos inserir
nessa tabela o valor lvo com chave 33 ? Observe que h(33) = 1, mas a posi-
¢ao 1 da tabela ja esta ocupada. Dizemos que as chaves 25 e 33 colidiram.
Mais precisamente, duas chaves x e y colidem se h(x) = h(y).

Note que o problema da colisdo de chaves ocorre porque, na maioria
dos casos, o dominio das chaves é maior que a quantidade de posicdes da
tabela. Sendo assim, pelo principio da casa de pombos, qualquer fungdo do
conjunto das chaves para o conjunto das posi¢cdes da tabela n&o € injetora.

Nao é aceitavel recusar a insercéo de uma chave que colida com outra
ja existente na tabela se ela ainda tiver posigées livres. Precisamos, portanto,
de alguma estratégia para lidar com as colisées de chaves. Existem diversas
técnicas para lidar com as colisées. Nas proximas duas subsecdes apresen-
taremos duas dessas técnicas.



4.1 Hashing Fechado

Na técnica conhecida como hashing fechado, quando tentamos inserir uma
chave y e ela colide com uma chave x ja existente na tabela, colocamos y na
primeira posi¢ao livre apbs a posi¢ao h(y). Uma tabela de dispersao que utilize
essa estratégia para resolver as colisbes de chaves costuma ser chamada de
tabela de hashing fechado.

Na tabela da Figura 4.2, a chave 33 deve ser inserida na posi¢&o 3 visto
que ela é a primeira posi¢ao livre ap6s a posicao h(33). Consideramos que
ap6s a Ultima posigcao da tabela vem a posicéo 0. Sendo assim, na tabela da
Figura 4.2, a chave 23 deve ser inserida na posi¢éo 0. A Figura 4.3 mostra a
tabela da Figura 4.2 ap6s a insergdo das chaves 33 e 23. Dizemos que as
chaves 23 e 33 estao deslocadas de suas posi¢des originais e denotamos tal
fato na figura usando o asterisco.

Chave Valor

o| 23* Edu
1 25 Lia
Funcéao de hashing: 2 18 Ana
h(x) = x mod 8 3l 33" Ivo
4
5 5 Rui
6
7 31 Gil

Figura 4.3: Insergdes em hashing fechado

Obviamente, se a tabela estiver cheia e tentarmos inserir mais uma
chave, tal insercao nao sera possivel. Nesse caso, dizemos que ocorreu um
evento conhecido como estouro da tabela de disperséo (hash overflow).

Ao usarmos essa estratégia para resolver as colisdes, a seguinte pro-
priedade & mantida pelas operagdes de insercéo: se uma chave k foi inserida
numa posi¢ao j, entdo as posi¢oes da tabela desde h(k) até j ttm que estar
ocupadas. Como decorréncia dessa propriedade, para buscar uma chave k
numa tabela de hashing fechado devemos inspecionar em sequéncia as po-
sicoes da tabela a partir da posicao h(k). A busca termina quando ocorrer um
dos seguintes eventos:

o Aposicao inspecionada contém k. Nesse caso, a busca foi bem sucedida.

e Aposicao inspecionada esta livre. Nesse caso, podemos concluir que
k n&o ocorre na tabela.
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e Todas as posicoes foram inspecionadas. Se esse evento ocorrer an-
tes dos dois anteriores significa a tabela ndao tem posigoes livres e
gue a chave k n&o ocorre na tabela.

Por exemplo, se procurarmos a chave 33 na tabela da Figura 4.3, tere-
mos que inspecionar as posigdes 1, 2 e 3 e a busca sera bem sucedida. Por
outro lado, se procurarmos a chave 15, inspecionaremos as posigées 7, 0, 1,
2 e 3 e a busca sera mal sucedida.

A remogao numa tabela de hashing fechado é um pouco mais compli-
cada que ainsergao e a busca. Precisamos garantir que a propriedade decor-
rente das insercoes, que enunciamos anteriormente, também seja preservada
pelas remogoes.

Para remover uma chave k, primeiramente precisamos encontra-la. Ob-
viamente, se k n&o ocorre na tabela a remogao € mal sucedida. Suponha que
a chave k foi encontrada numa posicao j. Tal posicao deve ser liberada. Em
seguida, inspecionamos as posi¢des subsequentes em busca de uma chave
que esteja deslocada. Se encontrarmos uma chave deslocada cuja posicao
original seja a posigao que foi liberada ou uma posicéo anterior a ela, deve-
mos mové-la para a posicao que esta livre. Note que a posicao onde estava
a chave deslocada agora esta livre. O processo € entao repetido até que uma
posicao livre seja alcancada.

Por exemplo, para remover a chave 18 da tabela da Figura 4.3 devemos
liberar a posicao 2 e em seguida mover a chave 33 para a posi¢ao 2. Aremogao
para quando a posi¢cao 4 é atingida. Se apds essa remogao quisermos remover
a chave 31, teremos que mover a chave 23 para a posicao 7. Com isso, a posi-
¢ao Ofica livre. Observe que chave 33, apesar de estar deslocada, ndo deve ser
movida para a posi¢ao 0, pois sua posi¢ao original é a posicao 1. A Figura 4.4
mostra como ficaria a tabela da Figura 4.3 apds essas duas remogoes.

Chave Valor

o —
1 25 Lia

Funcéo de hashing: 2 33* Ivo

h(x) = x mod 8 3 j

4
5 5 Rui
6
7 23 Edu |«

Figura 4.4: Remog¢des em hashing fechado



4.2 Hashing Aberto

Atécnica de hashing aberto € bem mais simples que hashing fechado. Numa
tabela de hashing aberto cada posicéo da tabela contém um ponteiro para
uma lista encadeada que contém todas as chaves mapeadas pela fungao de
hashing naquela posicao. Note que usando essa técnica o espago de arma-
zenamento das chaves néo fica restrito a tabela, dai o nome hashing aberto, e
nao ha limitagdo quanto a quantidade de chaves que podem ser armazenadas
na tabela. Dessa forma, ao utilizar essa estratégia para resolver as colisdes,
nao precisamos nos preocupar com hash overflow.

Para inserir uma chave k numa tabela de hashing aberto, calculamos
h(k) e entdo inserimos tal chave (e o valor associado a ela) no final da lista
encadeada apontada pela posi¢éo h(k) da tabela, caso essa chave nao ocorra
nessa lista (lembre-se de que numa tabela de dispersao as chaves tém que
ser todas distintas).

llustramos na Figura 4.5 a insercao das chaves 25, 18, 31, 5, 23 e 33,
nessa ordem, numa tabela de hashing aberto com 5 posi¢cdes e que utiliza a
funcao de hashing h(x) = x mod 5.

0 —| 25 | Lia |=»| 5 |Rui

1 —| 31 | Gil

Fungao de hashing: ,

h(x)=xmod5 3 —| 18 |Ana |—| 23 |Edu|—| 33 | Ivo

Figura 4.5: Insergdes em Hashing aberto

Para encontrar uma chave k numa tabela de hashing aberto basta pro-
curar tal chave na lista encadeada apontada pela posicdo h(k) da tabela. A
remogao em hashing aberto também é bastante simples. Apds encontrar a
chave que se deseja remover, basta remover o né que a contém. A Figura 4.6
mostra a tabela da Figura 4.5 apés a remogéo das chaves 18 e 31.

0 —| 25 | Lia |—| 5 [Rui

1

Fungéo de hashing: »

h(x)=xmod5 3| |—| 23 |Edu|—>| 33 | Ivo

4

Figura 4.6: Remogdes em Hashing aberto
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Vamos agora discutir a eficiéncia das operagdes de inser¢do, busca e
remogao em tabelas de dispers&o. Antes, precisamos definir alguns termos.

Dizemos que uma fung¢édo de hashing é boa se ela pode ser computada
em tempo constante e se ela espalha as chaves na tabela de maneira uniforme.
Por exemplo, dada uma tabela de dispersdo com 37 posi¢oes, a fungéo h(x) =
2x mod 37 n&o é boa, pois ela espalha as chaves somente nas posigoes im-
pares da tabela. A fungéo h(x) = x! mod 37 também n&o é boa, pois ndo pode
ser computada em tempo constante. Ja a fungéo h(x) = x mod 37 é boa, se o
dominio das chaves € o conjunto dos nimeros naturais. Caso o dominio das
chaves seja o conjunto dos naturais pares, h(x) = x mod 37 deixaria de ser uma
boa fun¢&o de hashing, pois mapearia as chaves somente nas posicées impa-
res da tabela. Nesse caso, a fungéo h(x) = x/2 mod 37 seria considerada boa.

A carga de uma tabela de dispersao é a razéo entre a quantidade de
chaves e a quantidade de posicdes da tabela. Por exemplo, a carga da tabela
da Figura 4.6 € 0,8. A carga de uma tabela de hashing fechado é considerada
baixa se ela € menor ou igual a 0,5. No caso de uma tabela de hashing aberto,
a carga é considerada baixa se ela é limitada por uma constante.

E possivel mostrar que se a fung&o de hashing é boa e a carga é baixa,
as operagdes de insercao, busca e remogao sao feitas em tempo esperado
constante.

Observe que no caso de hashing fechado, as operagdes de insercao,
busca e remogao sempre terminam quando uma posicéo livre é atingida. Se
a carga é baixa, pelo menos a metade das posicdes da tabela estardo livres.
Sendo assim, se a fungao de hashing espalha as chaves de maneira unifor-
me, a cada duas posigdes consecutivas € esperado que pelo menos uma es-
teja livre e consequentemente a quantidade esperada de posicoes que devem
ser inspecionadas é constante.

No caso de um hashing aberto, se a carga € baixa e a fungdo de hashing
espalha as chaves de maneira uniforme, o tamanho esperado de cada lista
encadeada sera constante. Note que as opera¢des de inser¢céo, busca e re-
mogao gastam tempo limitado pelo tamanho da maior lista encadeada. Isso
implica que tais operacoes irdo requerer tempo esperado constante.

Nas situagdes praticas nas quais a quantidade maxima de chaves que
serdo armazenadas na tabela pode ser estimada a priori, € possivel determi-
nar o tamanho que a tabela deve ter de modo a garantir que sua carga seja
sempre baixa. Em tais situagdes, o uso de tabelas de disperséo pode ser bas-
tante adequado.



5. Arvores de Busca Balanceadas

Nessa secdo abordaremos as arvores de busca balanceadas. Nessas arvo-
res, as chaves armazenadas sdo mantidas implicitamente ordenadas. Isso
permite que a operacao de busca seja feita percorrendo-se um ramo da arvo-
re, desde a raiz até, no maximo, chegar a uma folha. Além disso, tais arvores
possuem propriedades que garantem que sua altura seja muito pequena se
comparada a quantidade de chaves contidas na arvore. Como veremos mais
adiante, isso garante que as operagdes de insergao, busca e remogao sejam
feitas com muita eficiéncia.

Discutiremos trés tipos de arvores de busca balanceadas: arvores AVL,
arvores B e arvores B+.

5.1 Arvores AVL

As arvores AVL sao arvores binarias propostas por Adelson-Velski e Landis em
1962 que se caracterizam por duas propriedades:

e Se um né da arvore contém uma chave x, as chaves contidas na
subéarvore a esquerda desse né sédo todas menores do que x e as
chaves contidas na subarvore a direita desse né sdo todas maiores
do que x.

e Para cada n6 da arvore, a diferenca de altura entre a subarvore a es-
querda desse né e a subarvore a direita desse né é de no maximo 1.

A primeira propriedade garante que as chaves contidas na arvore es-
tejam implicitamente ordenadas. A segunda propriedade garante o balancea-
mento da arvore.

A estrutura de um nd de uma arvore AVL pode ser constituida dos se-
guintes campos:

e chave: armazena uma chave.

o filhoesq: ponteiro para o filho esquerdo.

e filhodir. ponteiro para o filho direito.

e bal a altura da subarvore a esquerda menos a altura da subarvore a

direita do né.

O campo bal indica como esta o balanceamento das subarvores apon-
tadas pelo né e auxilia a manter o balanceamento da arvore nas operagdes de
insercao e remog¢ao. Observe que os Unicos valores aceitaveis para o campo
bal sdo -1, 0 e 1. A Figura 4.7 exibe um exemplo de arvore AVL. O valor do
campo bal aparece acima de cada né.
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Se permitirmos a
ocorréncia de chaves
repetidas numa arvore AVL
podemos chegar numa
situag&o onde é impossivel
preservar a propriedade
do balanceamento. Por
exemplo, imagine como
seria uma arvore AVL com
as chaves 15, 15 e 15.

Figura 4.7: Exemplo de arvore AVL

A operagéo de busca numa arvore AVL é similar & busca numa éarvore
binaria de busca qualquer. Para procurar uma chave k, primeiramente veri-
ficamos se a arvore é vazia. Em caso afirmativo, a busca para, tendo sido
mal sucedida. Caso contrério, verificamos se a chave contida na raiz é k.
Nesse caso, a busca tem sucesso. Caso contrario, se k for menor do que a
chave contida na raiz, repetimos o processo recursivamente na subarvore a
esquerda da raiz. Se k for maior do que a chave contida na raiz, repetimos o
processo recursivamente na subarvore a direita da raiz. Na arvore da Figura
4.7, para chegar na chave 17 teremos que passar antes pelos nés que contém
as chaves 31, 15 e 19. Se buscarmos a chave 42, passaremos pelos nés que
contém as chaves 31 e 39 até atingir a subarvore a direita do 39, que é vazia.
A busca serd entdo mal sucedida.

Ja a operacéao de insercao é mais complicada. Para inserir uma chave
k numa arvore AVL devemos percorré-la, a partir da raiz, como se estivésse-
mos procurando k. Se a chave k for encontrada, a inser¢&o deve ser aborta-
da pois arvores AVL nado podem ter chaves repetidas. Caso contrério, atin-
giremos um ponteiro nulo. Devemos ent&o criar uma nova folha contendo a
chave k e fazer o ponteiro que era nulo apontar para tal folha. Naturalmente,
os campos filhoesq e filhodir dessa nova folha devem ser nulos e o campo
bal deve receber o valor 0.

Precisamos ainda atualizar o bal dos ancestrais dessa nova folha. Isso
deve ser feito da seguinte maneira. Se a folha foi inserida a esquerda de seu
pai, o bal do pai deve ser incrementado. Se ela foi inserida a direita de seu pai,
o bal do pai deve ser decrementado.

Durante uma insercao, se o bal de um né tornar-se -1 ou 1 sera preciso
propagar a atualizagdo do bal para o seu né pai. Se esse no estiver a esquer-
da de seu pai, o bal do pai deve ser incrementado, caso contrario, o bal do pai
deve ser decrementado. Se o bal de um né tornar-se 0, a inserc&o é finalizada.



Por exemplo, ao inserir a chave 3 na arvore da Figura 4.7 teremos que
incrementar o bal do nd que contém a chave 7. Como o bal desse né passara
a ser 1, teremos que atualizar o bal do seu né pai, que contém a chave 15. O
bal do né pai passara a ser 0 e a insergao sera finalizada.

1

Figura 4.8: Arvore da Figura 4.7 apés a insercéo da chave 3

Existe ainda mais uma possibilidade a tratar. Se o bal de um né tornar-
-se —2 ou 2, 0 que € inaceitavel, sera necessario realizar um procedimento
nesse né de modo a restaurar o balanceamento da arvore. Tal procedimento
€ chamado de rotacéo.

Em arvores AVL, existem essencialmente dois tipos de rotag&o: simples
e dupla. Essas rotagbes podem ser a esquerda ou a direita. A figura 4.9 ilustra
graficamente a rotagcéo simples a esquerda, também chamada de rotagéo
left-left ou simplesmente rotagéo LL. Nessa figura, B e C s&o subarvores de
altura H e A é uma subarvore de altura H + 1. Observe que o né nl toma o
lugar do n6é n que entdo é movido para a direita. A subarvore B € posicionada
a esquerdadondén.

nq LL n

Figura 4.9: Rotagao simples a esquerda (LL)

A rotagdo simples a direita (right-right ou RR) é anéloga a rotagdo LL,
conforme mostrado na Figura 4.10.
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n4 RR n

Figura 4.10: Rotagao simples a direita (RR)

Temos ainda a rotacéo dupla & esquerda, também conhecida como ro-
tacdo left-right ou LR. Na Figura 4.11 as subarvores A, Be Dtém alturaH + 1 e
a subarvore C tem altura H. O né n2 toma o lugar do né n que entéo € movido
para a direita. A subarvore B é colocada a direita do né nl e a subarvore C é
colocada a esquerda do né n. O nome dessa rotacao deve-se ao fato de que
ela equivale a fazer uma rotacéo simples a direita em torno de n2 e depois
fazer uma rotacao simples a esquerda em torno de n.

nq

Nz LR

Figura 4.11: Rotag&o dupla a esquerda (LR)

Na rotagéo LR a subarvore B poderia ter altura H e a subarvore C pode-
ria ter altura H + 1. A rotacéo seria feita da mesma forma que foi explicada no
paragrafo anterior. Uma Unica diferenga é que ao final da rotagéo o bal de nl
seria 1 e o bal de n seria 0. Temos ainda o caso especial em que as subarvo-
res B e C s&o vazias (e portanto H é igual a 1). Mais uma vez, nhada muda no
procedimento de rotacdo, exceto pelo fato de que ao final da rotagc&o os nés
nle nterdo bal 0.



A Figura 4.12 ilustra a rotagdo dupla a direita (right-left ou RL) que é
analoga a rotagédo LR.

n1

n2 RL

Figura 4.12: Rotag&o dupla a direita (RL)

Todas essas rotagdes podem ser feitas em tempo constante, pois exi-
gem apenas o redirecionamento de uma quantidade limitada de ponteiros e
a atualizacdo do bal de no maximo trés nés. Uma anélise cuidadosa das ro-
tacGes nos permite concluir que além de restaurar o balanceamento, as rota-
¢6es mantém a ordenacao existente na arvore.

Note que em todas as rotacdes a raiz da subarvore na qual foi feita a
rotacdo passa a ter bal zero. Isso significa que numa operagao de insercao
sera feita no maximo uma rotagao.

Na Figura 4.13 mostramos como ficaria a arvore da Figura 4.8 apds a
insercao da chave 16. Note que o bal do n6é que contém a chave 17 seria atu-
alizado para 1 e o bal do né que contém o 19 passaria a ser 2. Para restaurar
o balanceamento foi necesséria uma rotacédo LL em torno desse no.

1

Figura 4.13: Arvore da Figura 4.8 apés a insercéo da chave 16
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Resta-nos discutir a operacao de remocgao. Infelizmente essa operacdo
€ ainda mais complicada que a insergao, razao pela qual vamos trata-la fazen-
do distincdo entre dois casos.

Abordaremos primeiro a remogao de uma chave k contida numa folha.
Naturalmente, tal folha deve ser removida. Em seguida, devemos atualizar o
bal dos ancestrais dessa folha. Se a folha estava a esquerda de seu pai, o bal
do pai deve ser decrementado. Se ela estava a direita, o bal do pai deve ser
incrementado.

Durante uma remogéao, se o bal de um né tornar-se 0 sera preciso pro-
pagar a atualizag&o do bal para o seu né pai. Se esse né estiver a esquerda de
seu pai, o bal do pai deve ser decrementado, caso contrario, o bal do pai deve
ser incrementado. Se o bal de um né tornar-se -1 ou 1, a remocéao € finalizada.
Se o bal de um n6 tornar-se —2 ou 2, sera necessario realizar uma das quatro
rotagdes explicadas anteriormente.

Convém salientar que é possivel que o bal de um né seja atualizado para
2 e o bal de seu filho esquerdo seja 0. Nesse caso, podemos fazer uma rotagao
simples ou dupla a esquerda. Analogamente, é possivel que o bal de um né
torne-se -2 e o bal de seu filho direito seja 0. Teremos a opc¢éo de fazer uma ro-
tagdo simples ou dupla a direita. Em geral escolhemos fazer a rotagéo simples.

Note que em todas as rotagdes a raiz da subarvore na qual foi feita a
rotagcao passa a ter bal zero. Isso significa que na remogao, apés uma rotagéo
sera preciso propagar a atualizagao do bal para os seus ancestrais. Isso pode
levar a necessidade de multiplas rotagoes.

AFigura 4.14 mostra como ficaria a arvore da Figura 4.13 apds a remo-
¢ao da chave 34. Como essa chave estava a esquerda de seu pai, teremos
que decrementar o bal de seu pai passara a ser 0. Em seguida, teremos que
atualizar o bal da raiz, que passa a ser 2. Teremos entdo que fazer uma rota-
¢ao a esquerda, que pode ser simples ou dupla, visto que o filho esquerdo da
raiz tem bal 0. Optamos por fazer uma rotagéo LR para que possamos fazer
uma remogao mais interessante em seguida.

0

Figura 4.14: Arvore da Figura 4.13 ap6s a remocéo da chave 34



VVamos agora analisar a remog¢ao de uma chave k contida em um n6
interno. Nesse caso, devemos substituir k por sua chave antecessora, que é
a maior chave da subarvore a esquerda de k. Encontramos tal chave percor-
rendo a subarvore a esquerda de k sempre para a direita até atingir um né que
nao tenho filho direito.

Se 0 né que contém a chave antecessora for uma folha, recaimos no
caso que tratamos anteriormente, pois teremos que remover a chave anteces-
sora. Se a chave antecessora n&o estiver numa folha, devemos substitui-la
por seu filho esquerdo, que necessariamente sera folha, visto que a chave
antecessora n&o pode ter filho a direita. Como o filho esquerdo da chave an-
tecessora € uma folha, recaimos novamente no caso de remover uma folha e
devemos proceder como explicado anteriormente.

Na Figura 4.15 mostramos como ficaria a arvore da Figura 4.14 apés a
remogao da chave 17. Observe que essa chave deve ser substituida por sua
chave antecessora, que € o 16. Ao remover a folha que contém o 16, precisa-
mos incrementar o bal de seu pai, que passara a ser 2. Precisaremos de uma
rotagéo LL em torno do n6 que contém o 15. Apés essa rotagao, teremos que
decrementar o bal da raiz.

Figura 4.15: Arvore da Figura 4.14 apés a remog&o da chave 17

VVamos agora analisar a complexidade das operagdes de busca, in-
sercao e remogao em arvores AVL. No pior caso da operagéo de busca, é
preciso percorrer a arvore a partir da raiz até atingir uma folha que esteja no
altimo nivel. Na inser¢c&o e na remogao pode ser necessario percorrer a arvore
desde a raiz até atingir o Ultimo nivel e entdo subir na arvore atualizando o bal
dos ancestrais do n6 que foi inserido ou removido e, eventualmente, fazendo
rotagdes. Torna-se claro, portanto, que essas operagdes gastam tempo limita-
do pela altura da arvore. O seguinte teorema relaciona a altura de uma arvore
AVL com a quantidade de chaves contidas na arvore.

Teorema AVL: Seja H a altura de uma arvore AVL que contém n cha-
ves. Entéo:

log,(n+1) H 144log,(n+2)-0,328.
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Se o n6 que contém k

nao tiver filho esquerdo,
devido a propriedade do
balanceamento, seu filho
direito sera folha. Ele deve
entdo tomar o lugar do n6
que contém k.



92

Viana, 6. V. R; Cintra, 6. F; Nobre, R. H.

Esse teorema implica que a complexidade das operagcdes de busca,
insergdo e remogao em arvores AVL é O(logn). Sao, portanto, estruturas de
pesquisa bastante eficientes.

5.2 Arvores B

Nessa e na proxima se¢ao estudaremos as arvores B e as arvores B+. Tais
estruturas sdo muito utilizadas na préatica devido a extrema eficiéncia com que
s&o feitas as operagdes de busca, insercdo e remogao. A maioria dos siste-
mas gerenciadores de bancos de dados utiliza essas estruturas, especialmen-
te as arvores B+, para criar arquivos de indices. Elas também sao utilizadas
por diversos sistemas de arquivos.

As arvores B foram propostas em 1972 por Rudolf Bayer e Edward Mc-
Creight, pesquisadores da Boeing Research Labs, e constituem uma genera-
lizacao das arvores 2-3.

Ao contréario das arvores AVL, cada né de uma éarvore B pode armaze-
nar diversas chaves. Uma caracteristica importante de uma arvore B é a sua
ordem. A ordem da arvore determina a quantidade de chaves que um né pode
armazenar e também a quantidade de filhos que um né pode ter. Uma arvore
B de ordem m possui as seguintes propriedades:

e Cada n6 da arvore armazena de m a 2m chaves, exceto a raiz, que
armazena de 1 a 2m chaves.

e Seumné interno armazena k chaves entéo ele tem que terk + 1filhos.
e Todas as folhas estdo contidas no ultimo nivel da arvore.

e Asubarvore a esquerda de uma chave x contém apenas chaves me-
nores do que X e a subarvore a direita de x contém apenas chaves
maiores do que Xx.

e Em cada né da arvore as chaves sdo mantidas em ordem estrita-
mente crescente.

As trés primeiras propriedades garantem o balanceamento da arvore.
De fato, as arvores B sdo extremamente bem balanceadas. Surpreendente-
mente, ndo ha necessidade de rotagbes para manter o balanceamento. Isso
decorre do fato de que tais arvores crescem “para cima”, na diregao da raiz,
fato incomum entre as arvores.

As outras duas propriedades garantem que as chaves contidas na ar-
vore estejam implicitamente ordenadas. Elas também implicam que arvores B
nao podem armazenar chaves repetidas.

A estrutura de um nd de uma arvore B de ordem m pode ser constituida
dos seguintes campos:



c. um vetor de chaves com 2m posicoes.

p: um vetor de ponteiros com 2m + 1 posigées.

numchaves: indica a quantidade de chaves contidas no né.

pai. ponteiro para o né pai.

Os campos numchaves e pai, embora nao sejam imprescindiveis, fa-
cilitam sobremaneira a implementagéo de diversas operacdes em arvores B.
Em um né da arvore, o ponteiro armazenado em p[i] aponta para a subarvore
a esquerda da chave armazenada em cfi] e p[i + 1] aponta para a subéarvore a
direita de cfi]. A Figura 4.16 mostra como poderia ser a estrutura de um n6 de
uma arvore B de ordem 2.

A
4 / I
pai |:| numchaves

0 1 2 3
cl[12]19]25] |

LI T T 17,
R

Figura 4.16: Estrutura de um n6 de uma arvore B

A Figura 4.17 mostra um exemplo de arvore B de ordem 1.

51
[25]33 69]84]

|4 [12] [20] | [37]42] Iss] | [78] | [89]9s]

Figura 4.17: Exemplo de arvore B

A busca de uma chave em arvores B & simples. Para procurar uma
chave k, primeiramente verificamos se a arvore é vazia. Em caso afirmativo, a
busca para, tendo sido mal sucedida. Caso contrario, verificamos se k ocorre
na raiz da arvore. Nesse caso, a busca tem sucesso. Caso contrario, determi-
namos a menor chave contida na raiz que é maior do que k. Se essa chave
existir, repetimos o procedimento, recursivamente, na subarvore a esquerda
dessa chave. Se k for maior do que todas as chaves contidas na raiz, repeti-
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mos o procedimento, recursivamente, na subarvore a direita da maior chave
contida na raiz.

Na arvore da Figura 4.17, para buscar a chave 37 teremos que inspe-
cionar a raiz. Como a chave 37 € menor do que 51, devemos seguir o ponteiro
para a subarvore a esquerda do 51, chegando ao n6 que contém as chaves
25 e 33. Como 37 € maior do que essas chaves, devemos seguir o ponteiro
para a subarvore a esquerda do 33, chegando ao né que contém o 37. Se
quisermos procurar a chave 30, comegaremos inspecionando a raiz. Como a
chave 30 € menor do que 51, seguiremos para o nd que contém as chaves 25
e 33. Como 33 é a menor chave desse n6 que é maior do que 30, devemos
seguir o ponteiro para a subarvore a esquerda do 33, chegando ao né que
contém o 29. Visto que 30 é maior do que 29, devemos seguir o ponteiro para
a subérvore a direita do 29. Observe que tal subarvore é vazia e, portanto, a
busca sera mal sucedida.

\amos agora explicar como fazer a inser¢ao de chaves em éarvores B.
Para inserir uma chave k numa arvore B de ordem m devemos percorré-la, a
partir da raiz, como se estivéssemos procurando k. Se a chave k for encon-
trada, a insercéo deve ser abortada, pois arvores B ndo podem ter chaves re-
petidas. Caso contrério, atingiremos uma folha. Se essa folha tiver menos do
que 2m chaves, basta inserir k de modo que as chaves contidas nessa folha
continuem em ordem crescente.

Suponha agora que a folha contenha 2m chaves. Nesse caso, a folha
precisara ser subdividida, criando-se uma nova folha. Distribuiremos a chave
k e as chaves contidas nessa folha da seguinte maneira. As m menores cha-
ves continuardo na folha, as m maiores chaves serdo movidas para a nova
folha e a chave central (aquela que ndo esta entre as m menores nem entre
as m maiores chaves) deve “subir” para o n6 pai. Note que se o né pai tiver 2m
chaves, ele também precisara ser subdividido.

Esse processo de subdivisdo pode propagar-se até a raiz da arvore. Se
a raiz for subdividida, a chave central sera armazenada numa nova raiz e a
altura da arvore aumentara. A Figura 4.18 mostra como seria a subdivisdo da
folha esquerda ao inserir a chave 12.

Bl EE

|

4 ]25] [36 4] | 2] | fse] |

Figura 4.18: Subdivisdo de uma folha numa éarvore B



Na Figura 4.19 exibimos a érvore da Figura 4.17 apds a inserc&o das
chaves 73 e 45, nessa ordem. Note que a chave 73 deve ser inserida na folha
que contém o 78. Ja a chave 45 deve ser inserida na folha que contém as
chaves 37 e 42. Como essa folha esta cheia (armazena 2m chaves) ela preci-
sara ser subdividida. A chave 42 (chave central) devera ser movida para o n
pai. Como o né pai também esta cheio, ele também precisara ser subdividido.
A chave 33 sera movida para a raiz da arvore e a insercao sera finalizada.

33]51
= ] ST
[ 4]12] [29] | 137] | [a5] | 55| | [73]78] [89]o6]

Figura 4.19: Arvore B da Figura 4.17 apés a insercéo das chaves 73 e 45

Observe que se inserirmos a chave 80 na arvore da Figura 4.19, tere-
mos que subdividir a folha que contém o 73 e 0 78, seu néd pai, que contém o
69 e 0 84, e araiz da arvore. Com isso, a arvore passara a ter altura 4.

\Jamos agora a discutir operagao de remogéo. Para remover uma cha-
ve k de uma arvore B de ordem m precisamos encontrar o né da arvore que
contém k. Vamos tratar primeiramente o caso em que tal né & uma folha. Se
essa folha tiver mais do que m chaves ou for a raiz da arvore, basta remover k
apropriadamente dessa folha.

Suponha agora que a folha que contém k nao € a raiz da arvore e arma-
zena exatamente m chaves. Apés remover k dessa folha, devemos tentar ob-
ter mais uma chave para essa folha de modo que ele continue armazenando
m chaves. Para isso, a folha irmé a esquerda (preferencialmente) ou a folha
irma a direita deve doar uma chave. Essa chave & movida para o n6 pai e a
chave do né pai que esta entre as folhas envolvidas na doagéo deve ser mo-
vida para a folha que continha k. A Figura 4.20 ilustra a doagc&o de uma chave
da folha irma a esquerda.

Il =[]
el 1] T =]

Figura 4.20: Doagéao de uma chave numa remog¢éo em arvore B

Se nem a folha irmé a esquerda nem a folha irma a direita tiver mais do que
m chaves, sera necessario fundir a folha que contém k com a folha irma a sua
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esquerda (preferencialmente) ou com a folha irma a sua direita. A chave do né pai
que esta entre as folhas que estao se fundindo deve ser movida para a nova folha
que seré obtida com a fus&o. A Figura 4.21 ilustra a fus&do de duas folhas.

EEED El

| L] el |

[4]25] [36] |

Figura 4.21: Fusao de duas folhas de uma arvore B

Observe que ao fundir duas folhas o né pai dessas folhas perde uma
chave. Se ele n&o for a raiz e tiver exatamente m chaves sera necessario ob-
ter a doagéo de uma chave do seu né irmao a esquerda (preferencialmente)
ou do seu nd irmao a direita. Se nenhum desses dois nds irmaos puder doar
uma chave, devemos fundir o né pai com o seu né irmao a esquerda (prefe-
rencialmente) ou com o seu né irméao a direita.

Esse processo de subdivisdo pode propagar-se até os filhos da raiz da
arvore. Se for necessario fundir os Unicos dois filhos da raiz, a raiz antiga dei-
xara de existir, 0 né obtido com a fusdo passara a ser a novaraiz e a alturada
arvore diminuira.

Na Figura 4.22 exibimos a arvore da Figura 4.19 ap6s a remogao das
chaves 4 e 55, nessa ordem. Note que a folha que contém a chave 4 tem
mais do que m chaves e, portanto, basta remover tal chave dessa folha. Ja a
remocao da chave 55 leva a necessidade de obter a doacdo de uma chave
da folha irma a sua direita.

33|51
B ] el
GO B E E @B R [

Figura 4.22: Arvore B da Figura 4.19 ap6s a remog&o das chaves 4 e 55

Ao removermos a chave 45 da arvore da Figura 4.22 teremos que fundir
a folha que contém tal chave com a folha irméa a esquerda. O né pai das folhas
que serao fundidas precisara obter uma doagéo do né irmao a direita. A arvore
resultante € mostrada na Figura 4.23.

33[73
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Figura 4.23: Arvore B da Figura 4.22 ap6s a remocao da chave 45



\Jamos agora tratar o caso em que a chave k, a ser removida, estd em um
né interno. Nesse caso, devemos substituir k por sua chave antecessora, que é
a maior chave da subarvore a esquerda de k. Observe que tal chave necessa-
riamente estara numa folha e, portanto, recaimos no caso de remogéo de uma
chave. Devemos ent&o proceder como explicado nos paragrafos anteriores.

Por exemplo, se quisermos remover a chave 33 da arvore mostrada na
Figura 4.23, teremos que substitui-la pela chave 29, que é sua chave anteces-
sora. A folha que continha o 29 ficara vazia e tera que ser fundida com sua
folha irméa a esquerda e a chave 25 descera para a folha obtida com a fus&o.
Precisaremos fazer mais uma fus&o envolvendo o né onde estava a chave
25 e 0 n6 que contém o 51. Com isso, a chave 29 que foi para a raiz devera
descer para o né obtido nessa Ultima fusao.

73] |
[20] 51 g4] |

|4 ]os| [37]42] [69] | 78] | [s9]o6]

Figura 4.24: Arvore B da Figura 4.23 apés a remog&o da chave 33

Deve ter ficado claro que a operacéo de busca requer que a arvore seja
percorrida a partir da raiz até, no maximo, atingir uma folha. Dessa forma, tal
operagao gasta tempo linearmente proporcional a altura da arvore, no pior
caso. Na insercdo e na remocao é necessario percorrer a arvore da raiz até
atingir o dltimo nivel e, eventualmente, subir na arvore realizando subdivisées
ou fusdes. Fica claro, portanto, que essas operagdes gastam tempo limitado
pela altura da arvore. O teorema a seguir relaciona a altura de uma arvore B
com a quantidade de chaves contidas na arvore.

Teorema de Bayer-McCreight: Seja H a altura de uma arvore B de
ordem m que contém n chaves. Entao:

Liog, (n+ 1)) H [log_,(n+ I

Esse teorema implica que a complexidade temporal das operagdes de
busca, insercao e remogéo em arvores B € O(log n). Vemos ainda que quanto
maior a ordem da arvore, menor sera sua altura. Na pratica, em comum utilizar
ordens bem maiores do que 1, fazendo com que a altura da arvore seja muito
pequena. Por exemplo, se a ordem da arvore B for 50 e ela armazenar 1 bilhao
de chaves, sua altura sera no maximo 5. Sdo, portanto, estruturas de pesquisa
extremamente eficientes.

m+1
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5.3 Arvores B+

As arvores B+, também propostas por Bayer e McCreight, sdo bem parecidas
com as arvores B, tendo apenas duas diferengas mais significativas:

e Todas as chaves validas contidas na arvore tém que aparecer em
alguma folha da arvore.

e Cada folha possui um ponteiro que aponta para a folha imediata-
mente a sua direita.

Convém salientar que as chaves contidas nos nos internos servem
apenas para orientar o caminhamento na arvore. A primeira diferenca é mais
importante e requer o relaxamento de uma das propriedades das arvores B,
descrita no inicio da Subsecéo 5.2:

e A subérvore a esquerda de uma chave x contém apenas chaves
menores ou iguais a X e a subarvore a direita de x contém apenas
chaves maiores do que x.

A Figura 4.25 mostra uma arvore B+ de ordem 1 com as mesmas cha-
ves contidas na arvore B da Figura 4.24.

37]73
= 5] ]
| 4|25 20]37—] 42| 51} 69| 73}—] 78] 84 | H{ 89] 96|

Figura 4.25: Exemplo de arvore B+

Como numa éarvore B+ uma chave so6 é valida se aparece em alguma fo-
lha, em toda operagéo de busca devemos percorrer a arvore a partir da raiz até
atingir uma folha. Para procurar uma chave k, primeiramente verificamos se a
arvore é vazia. Em caso afirmativo, a busca para, tendo sido mal sucedida. Caso
contrério, verificamos se a raiz da arvore é folha. Se esse for o caso, verificamos
se X ocorre na raiz. Se for este 0 caso, a busca tem sucesso; caso contrério,
a busca é mal sucedida. Se a raiz ndo for uma folha, determinamos a menor
chave contida na raiz que é maior ou igual a k. Se essa chave existir, repetimos
o procedimento, recursivamente, na subarvore a esquerda dessa chave. Se k
for maior do que todas as chaves contidas na raiz, repetimos o procedimento,
recursivamente, na subarvore a direita da maior chave contida na raiz.

Para buscar a chave 29 na arvore da Figura 4.25 teremos que inspe-
cionar inicialmente a raiz. Como 29 é menor do que 37, devemos seguir o
ponteiro para a subarvore a esquerda do 37, chegando ao né que contém a



chave 25. Visto que 29 € maior do que 25, devemos seguir 0 ponteiro para a
subarvore a direita do 25, chegando a folha contém o 29. Se quisermos procu-
rar a chave 75, comegaremos inspecionando a raiz. Como 75 é maior do que
73, seguiremos para o né que contém a chave 84. Visto que 75 é menor do
que 84, devemos seguir o ponteiro para a subarvore a esquerda do 84, che-
gando a folha que contém o 78 e o 84. Tal folha nao contém o 75 e, portanto,
a busca é mal sucedida.

Ainsercao em arvores B+ é similar a insergdo em arvores B, com ape-
nas uma diferenga significativa: ao subdividir uma folha, a chave central deve
ser copiada para o né pai. Dessa maneira, a chave central continua a ser uma
chave valida, pois ela permanece numa folha. Por exemplo, ao inserir a chave
75 na arvore da Figura 4.25, a folha que contém as chaves 78 e 84 precisara
ser subdividida. A chave 78 sera entao copiada para o né pai. A arvore resul-
tante obtida com essa insercao é mostrada na Figura 4.26.

37]73
= Gl e
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Figura 4.26: Arvore B+ da Figura 4.25 apés a insercéo da chave 75

A remogéo em arvores B+ também é similar a remog&o em éarvores B,
com apenas duas diferengas mais significativas. Uma delas esta na forma
com é feita a doacdo de uma chave contida numa folha.

Por exemplo, ao fazer a doagdo de uma chave da folha irma a esquer-
da, a segunda maior chave da folha que esta doando é copiada para o né pai
e ocupa o lugar da chave que estava entre as folhas envolvidas na doagéo. A
maior chave da folha que esta doando é entdo movida para a folha que esta
recebendo a doagéo. A Figura 4.27 ilustra essa diferenga. Note que a chave
75 foi copiada para o né pai e o 78 foi movido para a folha que antes continha
0 84. Observe que o0 84 ainda aparece na arvore, mas nao numa folha. Dessa
forma, o 84 ndo é mais uma chave valida da arvore.

37]73
= ] e
| 4 |25120] 37— 42 51169 73— 75| | {78] [89] 6]

Figura 4.27: Arvore B+ da Figura 4.26 apds a remogao da chave 84
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A outra diferenga ocorre na fusédo de duas folhas. Nesse caso, a chave
do né pai que esta entre elas simplesmente é eliminada. Observe na Figura
4.28 como fica a arvore da Figura 4.27 apés a remogéao da chave 75.

3773
= 5] Z
| 4] 252937 — 42| 51| {69 |73}—{78] | 189] 06|

Figura 4.28: Arvore B+ da Figura 4.27 apés a remocao da chave 75

E possivel mostrar que uma arvore B+ que contenha as mesmas cha-
ves validas que uma arvore B terd no maximo um nivel a mais do que a arvore
B. Sendo assim, pelo Teorema de Bayer-McCreight, concluimos que a altura
de uma arvore B+ é logaritmica na quantidade de chaves contidas na arvore.

Claramente, as operagdes de busca, insercdo e remogcao em arvores
B+ gastam tempo linearmente proporcional a altura da arvore. Sendo assim,
tais operagdes sao feitas em tempo ©(log n). Assim como as arvores B, as
arvores B+ também séo estruturas de pesquisa extremamente eficientes.

Rtividades de avaliagéio

1. Escreva uma versao nao recursiva do algoritmo de busca binaria.

2. Escreva uma funcéo que receba um vetor em ordem crescente e um valor
x e devolva o indice da posi¢ao do vetor cujo contetdo é mais préximo de
X. Sua fungéo devera requerer tempo logaritmico no tamanho do vetor (su-
gestao: adapte o algoritmo de busca binaria).

3. Mostre como ficaria uma tabela de hashing fechado com 13 posi¢ées, apés
a insercdo das chaves 46, 8, 74, 15, 23, 51, 83, 69, 9, 24, 33 e 12, nesta
ordem (nessa e na préxima questao, os valores associados as chaves de-
vem ser ignorados). Utilize a seguinte fungéo de hashing: h(x) = x mod 13.
Em seguida, remova as chaves 46, 8 e 74, nesta ordem, e mostre como
ficaria a tabela.

4. Mostre como ficaria uma tabela de hashing aberto com 7 posi¢coes, apos
a insercdo das chaves 46, 8, 74, 15, 23, 51, 83, 69, 9, 24, 33 e 12, nesta
ordem. Utilize a seguinte fun¢do de hashing: h(x) = x mod 7. Em sequida,
remova as chaves 15, 23 e 51, nesta ordem, e mostre como ficaria a tabela.
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5. Explique o que é a carga de uma tabela de hashing e diga quando ela é
considerada baixa. Explique também o que € uma boa fungéo de hashing.

6. Escreva um algoritmo que receba uma tabela de hashing fechado (passada
por referéncia) e uma chave k e entao insira essa chave na tabela, se ela
ainda n&o existir na tabela.

7.nsira as chaves 46, 8, 74,15, 23,51, 83,69, 9, 24, 33 e 12, nessa ordem, numa
arvore AVL. Em seguida, remova as chaves 83, 69 e 9, nessa ordem. Apds
cada insercéo ou remogao desenhe como ficou a arvore, incluindo o bal de
cada n6. Mencione também as rotacdes utilizadas nas insercoes e remogoes.

8. Escreva um algoritmo que receba um ponteiro para a raiz de uma arvore
AVL e imprima o contelido dos nés da arvore em ordem decrescente.

9. Escreva uma fungao que receba um ponteiro para a raiz de uma arvore AVL
e devolva a altura da arvore. Sua fungéo devera requerer tempo logaritmico
no tamanho da arvore.

10. Escreva um algoritmo que receba um ponteiro para a um né de uma arvo-

re AVL e realize uma rotagao simples a direita em torno desse né.

11. Mostre como ficaria uma arvore B de ordem 1 apés a insercao das chaves
46, 8, 74, 15, 23, 51, 83, 69, 9, 24, 33 e 12, nesta ordem. Em sequida, re-
mova as chaves 24, 33, e 12, nessa ordem, e mostre como ficaria a arvore.

12. Mostre como ficaria uma arvore B+ de ordem 1 apés a insergéo das cha-
ves 46, 8, 74, 15, 23, 51, 83, 69, 9, 24, 33 e 12, nesta ordem. Em seguida,
remova as chaves 46, 8 e 74, nessa ordem, e mostre como ficaria a arvore.

13. Escreva uma fungao que receba um ponteiro para a raiz de uma arvore B+
e devolva a quantidade de chaves contidas na arvore.

14. Discorra sobre a eficiéncia das operagdes de insercdo, remogao, busca,
busca aproximada e listagem em ordem em arvores B e B+.
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Relacao de Algoritmos

1 - Algoritmo da Bolha - bubble_sort.c

2 - Algoritimo da Insergéo - insertion_sort.c
3 - Algortmo da Sele¢éo - selection_sort.c
4 - Algoritmo Shellsort - shell_sort.c

5 - Algoritmo Mergesort - merge_sort.c

6 - Algoritmo Quicksort - quick_sort.c

7 - Algoritmo Heapsort - heap_sort.c

8 - Algoritmo Counting - counting_sort.c

9 - Algoritmo Bucketsort - bucket_sort.c

10 - Algoritmo Radixsort - radix_sort.c
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