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Apresentacao

Este livro destina-se, aos alunos do Curso de Licenciatura em Computacdo
ofertado pelo Centro de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Estadual do Cear3,
modalidade a distancia, dentro do sistema Universidade Aberta do Brasil. No
entanto, também pode ser utilizado por outros cursos, de licenciatura ou
bacharelado, que tenham disciplinas de Estatistica e Probabilidade em suas grades
curriculares. Seu objetivo principal é apresentar aos alunos os conceitos
fundamentais de Probabilidade e Inferéncia Estatistica, habilitando-os a analise de
dados em trabalhos académicos ou cientificos. Além da teoria, sdo dados
exemplos de aplicacdo apds cada assunto exposto, bem como propostos
exercicios para avaliacdo dos conhecimentos adquiridos. Ao longo do texto sdao
apresentadas em destaque observacdes e informaces importantes, para melhor
compreensao dos temas e complementacdo dos conhecimentos necessarios.
Também, com o intuito de “for¢ar” o aluno a resolver problemas para fixacdo dos
assuntos abordados, é sugerida a solucdo de exercicios de forma complementar
aos exemplos dados, bem como sdo postos desafios que, inclusive, necessitam do
conhecimento de assuntos vistos em outras disciplinas do curso, como
Fundamentos do Calculo. Para facilitar a consulta a conhecimentos necessarios
ao aprendizado de Probabilidade, no final do livro sdo apresentados dois
apéndices, com o resumo de Teoria dos Conjuntos e Técnicas de Contagem. Em
outro apéndice estdo as formulas utilizadas no livro, para consulta rapida pelos
alunos, quando necessario. Um destaque é que todos os exercicios propostos
estdo resolvidos, para auxilio no caso de duvidas na solugdo dos mesmos. Vale
ressaltar aos alunos que isto ndo os exime da responsabilidade de resolvé-los,
muito pelo contrdrio, cabe a cada um a percepgao de como melhor utilizar esta
facilidade. O livro é composto de quatro partes. Na Parte 1 sdo apresentados os
conceitos de Probabilidade, ferramenta essencial para a compreensdao dos
processos vistos nas partes seguintes. Na Parte 2 estdo os conceitos de Varidveis
Aleatodrias, onde sdo definidos modelos matematicos, chamados de Modelos
Probabilisticos, que generalizam o comportamento dessas variaveis, permitindo o
calculo de probabilidades em situagdes especificas que se enquadrem dentro de
um caso genérico. A Parte 3 aborda a Inferéncia Estatistica, imprescindivel no
trabalho cientifico no qual se pretende validar, probabilisticamente, hipdteses a
respeito de parametros populacionais, este assunto depende intrinsicamente dos
conhecimentos sobre Probabilidade e Varidveis Aleatdrias, vistos nas partes
anteriores. Por fim, a Parte 4 trata da aplicacdao de uma técnica bastante aplicada
gue é a analise do relacionamento funcional, de causa e efeito, entre duas ou mais
variaveis e a estimacdo de um modelo matematico que permita prever o valor de
uma variavel em funcdo de outra, para isto sdo discutidos o Coeficiente de
Correlacdo e a Analise de Regressao.

O Autor
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Capitulo

O Ambiente das
Probabilidades

Introducao

No dia-a-dia, frequentemente nos deparamos com situacdes em que
precisamos tomar decisdes baseadas intuitivamente em probabilidades. Por
exemplo, ao sair de casa é necessario avaliar se a probabilidade de chover é grande
ou pequena para decidir-se quanto a roupa que sera utilizada. Estas situagdes
podem representar casos em que as consequéncias do erro na decisdo assumida
podem ser de extrema gravidade ou mesmo sem qualquer importancia. Para o
cidaddao comum, apenas o conhecimento intuitivo das probabilidades é suficiente.
No entanto, quando estdao envolvidos problemas mais complexos, em qualquer
area de conhecimento, é necessaria uma formalizagdo para a determinagao das
probabilidades, criando um embasamento tedrico a ser aplicado, em especial, em
trabalhos cientificos.

O célculo das probabilidades tem sua origem nos jogos de azar como, por
exemplo, o langamento de uma moeda. A principio, caso haja evidéncias de que a
moeda é “honesta”, intuitivamente podemos considerar que as chances de
ocorréncia de cara de cara e coroa sao iguais a 50%. Um problema surge caso haja
desconfianca de que a moeda ndo seja “honesta”, que é a forma de se determinar
essas probabilidades, sendo este, entdo, o grande objetivo do estudo do Célculo
das Probabilidades.

Um fato importante que deve ser ressaltado é que, embora o calculo das
probabilidades tenha surgido com o estudo dos jogos de azar, ele se aplica a varias
situacdes do cotidiano que tém comportamentos analogos a diversos jogos. Veja
gue o caso do langamento de uma moeda, que possui apenas dois resultados
possiveis, cara ou coroa, se encaixa em varias situacdes semelhantes, como, por
exemplo, o processo de fabricacdo de pecas que pode gerar pecas boas ou
defeituosas. Assim, a fundamentagao tedrica que vale para o langamento de uma
moeda também é aplicavel a fabricacdo de pecas num processo produtivo.
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EXPERIMENTOS ALEATORIOS OU PROBABILISTICOS sdo aqueles que, ao
serem repetidos em condi¢cdes semelhantes, podem apresentar resultados
distintos. Esta caracteristica é o que fundamenta o estudo da Probabilidade, na
medida em que, ao ndo sabermos o que exatamente ird acontecer, mas sim o que
podera acontecer, hd o interesse em se mensurar a possibilidade de se obter
determinados resultados. Sdo exemplos de experimentos aleatérios:

E,:Jogar um dado e anotar o numero mostrado na face superior
E,: Jogar uma moeda até que aparega uma cara e anotar a sequéncia de caras (C)

e coroas (K) que aparecem
E,: Testar uma lampada e anotar o tempo decorrido (em horas) até queimar

O conjunto S de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério
é chamado de ESPACO AMOSTRAL. Para os experimentos dados acima, temos:

E,: 5,={1,2,3,4,5,6)
E,: S,={C,KC,KKC,KKKC,...}
E,: S;={teR | =0}

Os espagos amostrais podem ser classificados como:

* DISCRETOS — Quando os resultados do experimento sdo pontuais: S, e S,

¢ CONTINUOS — Quando os resultados do experimento podem assumir quaisquer
valores dentro de um intervalo ou unido de intervalos reais: S,

Necessariamente, os espacos continuos sdao INFINITOS, enquanto que os
discretos podem ser FINITOS ou INFINITOS ENUMERAVEIS.

S1={1,2,3,4,5,6} FINITO
: DISCRETO
S,={C,KC,KKC,KKKC..} | FINITO ENUMERAVEL
Sa={teR| t=0} INFINITO CONTINUO

No contexto deste livro, um EVENTO é qualquer subconjunto de S. Na
pratica, um evento corresponde ao subconjunto formado pelos resultados do
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experimento que atendem a determinadas caracteristicas de interesse. Por
exemplo, no langamento de um dado uma Unica vez (experimento E, visto acima),
se o interesse é a obtencdo de um nimero par, o evento correspondente sera o
subconjunto A={2,4,6}. Quando langamos uma moeda até aparecer uma cara
(experimento E,), podemos estar interessados em saber qual a probabilidade de
serem necessarios no maximo 3 lancamentos para se obter cara, assim,
B={C,KC,KKC}. Ao se adquirir um determinado tipo de lampada (experimento
E,), pode-se estar interessado em saber qual a probabilidade de que a mesma
dure pelo menos 500 horas, neste caso o evento é o subconjunto C={teR | t>500}.

Se na realizacdo de um experimento ocorrer um resultado X pertencente a
um subconjunto A (EVENTO), entao diz-se que o evento A ocorreu, caso contrario,
A ndo ocorreu. Por exemplo, se lancarmos um dado e o resultado obtido é o
numero 6, como 6{2,4,6} entdo A (n2 par) ocorreu.

Assim, podemos enunciar o seguinte:

1) Se A é subconjunto de S, entdo A é um EVENTO;
2) & (conjunto vazio) é dito EVENTO IMPOSSIVEL;
3) S (espago amostral) é dito EVENTO CERTEZA.

Para espagos amostrais discretos, temos:
1) Se A é um conjunto unitdrio ele é dito um EVENTO SIMPLES;

2) Se A é um conjunto ndo unitdrio ele é dito EVENTO COMPOSTO,
formado pela unido de eventos simples;

13
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1 Probabilidade

1.1 Fungao Probabilidade

Observagao

Os conceitos que serdo vistos a seguir sao baseados em espagos amostrais
finitos, para melhor compreensdo. Mas todos eles sdo vélidos para espagos
infinitos. Na Parte 2 serd abordado como calcular probabilidades para o caso
infinito, com a introduc¢do do conceito de Varidveis Aleatérias.

Na realizagdo de um experimento E, a probabilidade de ocorréncia de um

evento qualquer A é uma func¢do P, aplicada aos eventos associados ao espacgo
amostral S, satisfazendo as seguintes condigdes:

10 < P(A) <1

2P(S)=1
3) P(U*A,] = ZP(A,), se AN A =¢ paraVi# ]
Observacgoes

P é uma funcdo de conjuntos, P: ¢ (S)—[0,1], onde ¢ (S) sdo as partes de S, ou seja, todos
os subconjuntos (EVENTOS) de S;

Se, para os conjuntos A, Az,...,A,, ndo existir qualquer intersecdo entre eles, ou seja,
ANA =¢ para Vi (condigdo 3), eles sdo ditos MUTUAMENTE EXCLUSIVOS.

Na pratica, percebe-se que a frequéncia relativa (ou percentual) satisfaz a essas condi¢Ges,
ou seja, calcular probabilidades é calcular percentuais.

Importante

Veja que trabalhar com probabilidade é trabalhar com operagdes
de conjuntos. Portanto, é muito importante fazer uma revisdo
sobre o assunto, que pode ser encontrado no APENDICE 2
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EXEMPLO 1.2.1.1[1]

Suponha que na fabricacdo de certo tipo de peca, ela pode apresentar 0,1,2

ou 3 defeitos, com probabilidades 432 e 110 respectivamente:

'10’ 10
s —{01,2,3}

Eventos de S: @{0},{1},{2},{3},{0,1},0,2},{0,3} {1,2}.{1,3}.{2,3}
{0,1,2},{0,1,3}.{ 0,2,3},{1,2,3}.{0,1,2,3}

P(©9)=0 P(S)—P({O 1,2,3})=1

A={FP(A) =2 A —{P(A) =2 A3={2}:P<A3)=3
. _ 1 _3 2 5
A-{EP(A) =20 A —ELZEP(A) = P(A)+P(A) - S+ 2 =2
A {23 P(A) - P(A5)+P(A)—E+%=%
2 1 6

ou P(A)= P(A2)+P(A3)+P(A)_1o 10 10 10

Observagoes
Veja que:
* P(S)=P{0.123}) = PHO} + P({I}) + PH2}) + P({3}) = 3,2,1

+
10 10 10 10
o S=SUZ=P(S)=P(S)+P()=1=1+ P()=P(Z)=0
e A soma das probabilidades dos eventos simples é igual a 1

e Conhecendo-se as probabilidades dos eventos simples, determinam-se as probabilidades
de quaisquer eventos compostos

Numa situacdo pratica, para este exemplo, podemos imaginar que em um
processo de fabricacdo, de determinado fabricante, de certo tipo de peca, 40%

4 3
(Ej delas ndo apresentam defeitos, 30% (Ej apresentam 1 defeito, 20%

2 1
(Ej apresentam 2 defeitos e 10% (Ej apresentam 3 defeitos. Assim, um

consumidor ao comprar uma dessas pecas, a probabilidade de que ela nao

apresente defeito (A,) € % e de que ela seja defeituosa (A;) é E Outra interpre-

15
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tacdo importante é que, se o consumidor comprar vdrias pecas, de uma Unica vez
ou ao longo do tempo, espera-se que 40% delas ndo apresentem defeitos e 60%
apresentem pelo menos um defeito.

HP($)=0
2)P(A)=1-P(A), onde A é0ocomplementar de A

3)P[OAiJ:_Zn:P(Ai), se ANA =¢ paraVi= ]
HP(AUA,)=P(A)+P(A,)-PANA,)
5)P(0AiJ:iP(Ai)— Y P(ANA )+

i<j=2

+ YPANANA)-t U PANAN.NA,)

i<j<r=3

Importante

A terceira propriedade enunciada acima consiste na REGRA DA SOMA, ou seja, a
PROBABILIDADE DA UNIAO de eventos é a SOMA DAS PROBABILIDADES de cada
evento, observando-se que, caso haja alguma intersecdo entre eles, elas devem ser
consideradas (somadas ou subtraidas) nesta soma, situacdo da quarta e quinta
propriedades.

EXEMPLO 1.2.1.2[1]

Considere uma roleta com os numeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 e 12, cujas
probabilidades de serem obtidos sao, respectivamente:

1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12
P(8) :%, P(9) =%, P(0) = 78’ P@1) = 78 e P(12) =%

No experimento que consiste em rodar a roleta uma Unica vez, sejam os
eventos:

A:on2épar B:on2éimpar C:on2éprimo D:on2é miultiplode4
E: o n2 é multiplo de 3, menor do que 12 e ndo primo

$={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
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A={2,4,6,8,10,12}

2 4 6 8
P(A)=P(2)+P4)+P(®6)+PB)+P10)+P(12)= —+—+—+—+
(A) = P(2)+P(4)+P(6) + P(8) + P(10) + P(12) = —o+— o+ —o+ -2
10 12 42

+ =+ ===
78 78 78

B={1,3,57,9,11}

P(B) = P(1) + P(3) + P(5) + P(7) + P(9) + P(11) =
1 3 5 7 9 11 36
—t—t—t—F——F+—

"78 78 78 78 78 78 78

Observe que A e B sdo complementares, entdo verifica-se que

P(A)=1-P(B)=1->2 - 42 42 _36
78 78 78 78

C={23571}=P(C)=P(2)+P@B)+P(5B)+P(7)+P11) =
2 3 5 7 11 28
=—t—t—t— =
78 78 78 78 78 78

4 8 12 24
D ={4,812} = P(D) = P(4) + P(8) + P(12) =
{4812}=P(D)=P(#)+P@) +P12) =_o+_+_o=—g

6 9 15
E={6,9}= P(E)=P(6)+P(9) =
{6.9}= P(E) =P(6) ()787878

Como C, D e E sdao mutuamente exclusivos, ndo ha qualquer intersecao
entreeles, CND=¢, CNE=¢ €DNE =¢, temos que:

28 24 15 67
P(CUDUE)= P(C)+P(D)+P(E)—78 78 7T

Como, de fato:
CUDUE ={2,3,4,5,6,7,89,1112}

P(CUDUE)=P(2)+P@)+P(4)+P(5)+P(6)+P(7)+P(8)+P(9) +

2 3 4 5 6 7 8
—_—t—t ——+—+—

78 78 78 78 78 78 78

9 11 12 67

— =+ =

78 78 78 78

+P@A1)+P(2)=

Como B e C ndo sdo mutuamente exclusivos, pois existe intersecao entre
eles, BNC = ¢, temos que:

17
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3 S 7 11 26
BMNC={3571}= P(BlC)= — =+
i t } (BAC)= 78 78 78 78 78

36 28 26 38

P(BUC)=P(B)+P(C)- P(BﬂC)—78 28 78 78

Como, de fato:

BUC ={1,2,35,7,911}

P(BUC) = P(1)+ P(2) + P(3) + P(5)+ P(7) + P(9) + PY) = — 4 2 4 > 1 > 4

78 78 78 78
L7,9. 11 38

R
78 78 78 78

Avaliando a definicdo de probabilidade, é facil verificar que a frequéncia
relativa (ou o percentual) atende as condicoes impostas. Desta forma, a
probabilidade de ocorréncia de um determinado evento A pode ser determinada
(aproximada) a partir da realizagdo do experimento uma certa quantidade de
vezes N. Na medida que o experimento vai sendo repetido, a frequéncia relativa

do evento A, f, =

repeticdes, tende a se estabilizar em um valor p, que pode ser considerado como
uma aproximacdo da probabilidade desejada. E evidente que, quanto maior a
quantidade de repeticdes do experimento, melhor serd a aproximacao. Isto pode
ser representado pela expressao e figura abaixo.

A
/4
. lim f.
n—o0
1/
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Importante

e Para experimentos com espagos amostrais infinitos (continuos), o procedimento
descrito acima é o que deve ser aplicado. Naturalmente, na maioria das situagGes
praticas é invidvel a realizagdo repetida do experimento para se determinar
probabilidades, nestes casos recorre-se a ocorréncias passadas para estimagdo dessas
probabilidades.

e Para espagos infinitos enumeraveis também deve ser aplicado este procedimento.
Mas, se o experimento for composto pela realizagdo de outros experimentos, como é
o caso do experimento E;, apresentado como exemplo na definicdo de experimento
aleatdrio, onde o langamento de uma moeda até a obtengdo de uma cara é um
experimento composto do experimento que é o langamento de uma moeda uma Unica
vez, com os resultados possiveis C ou K. Caso as probabilidades de ocorréncia de C ou
K forem previamente conhecidas elas determinam as probabilidades das sequéncias
obtidas no evento composto. Isto sera visto mais adiante, com a REGRA DO PRODUTO.

Seja E um experimento aleatdrio com uma quantidade finita n de
resultados possiveis, ou seja, seu espago amostral S={a1,a2,...,an} é finito. Se P é

uma probabilidade, ent3o:
) P(fa)=p, 0<p <l
2) Z P =1
1=1

Observagdes

e O resultado (1) acima indica que cada evento simples {a} tem probabilidade p,
de ocorrer

e O item (2) resulta de que P(S)=1 (por definicdo):
S={a,}Aa,}u..u{a }=P(S)=P({a })+P({a,H+...+P({a })=1=2P({a;})

Importante

Para os espacos finitos em que seus eventos simples ndo tenham a mesma
probabilidade de ocorrer, as probabilidades desses eventos devem ser calculadas
pelo método da frequéncia relativa ou, a exemplo dos espacos infinitos
enumeraveis, pela Regra do Produto se o experimento for composto pela realizacdo
de outros experimentos com probabilidades previamente conhecidas.
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EXEMPLO 1.2.2.2[1]

Retornando ao exemplo 1.2.1.1[1], da fabricacdo de pecas, vimos que:
S ={0,1,2,3}

PUON =1 :0<PHOD <1
PHD) = %;0 <P{D}) <1

PH{2}) = %;0 <P{2p <1
P = 3c10< PUR <1

PHON + PHD) + P{2) + P{3}) :%%%%:%:

Seja E é um experimento com espaco amostral finito, S={a1,a2,...,an}, e
seus eventos simples, {a,}, {&,}...., {@,}, tém a mesma probabilidade de ocorrer,
entdo ele é dito equiprovavel e:

1) PHa})= p=i

2) Se A éum evento composto, com K elementos, entdo P(A) = k
n

O resultado em (2) é comumente enunciado de uma das seguintes formas:

nimero de elementos de A nimero de casosfavoraveis a A n(A)

P(A)=— T P(A)=—— — (A =—=

ndmero de elementos de S ndmero de casospossiveis n(s)
Observagoes

e Este resultado permite concluir que, em experimentos com espagos amostrais
finitos equiprovéveis, a probabilidade de ocorréncia de determinado evento A é
igual a proporcdo (ou percentual) de elementos pertencentes ao evento A em
relagdo ao total de elementos do espago amostral S.

e Esta interpretacdo, reforcada pelo método da frequéncia relativa, pode ser
estendida para qualquer situacdo, ou seja, a probabilidade de ocorréncia de um
evento A é dada pela proporcdo favoravel a A, em relacio a todas as
possibilidades. Por exemplo, se lancarmos aleatoriamente um objeto sobre uma
superficie com 30% de sua area pintada de vermelho, a probabilidade de que o
objeto atinja a cor vermelha é 0,30.



Importante

Observe que, em muitas situagdes, no caso de espagos amostrais finitos
equiprovaveis, é necessaria a determinagdo da quantidade de elementos
do espago amostral e dos eventos. Assim, é importante uma revisdo nas
TECNICAS DE CONTAGEM, especialmente ANALISE COMBINATORIA, cujo
contetdo é encontrado no APENDICE 3

EXEMPLO 1.2.3.3[1]

Experimento: lancar um dado e observar a face superior

Considerando S equiprovavel, temos:

S ={1,2,3,4,5,6}:n(S) =6

P({1}) = P{2}) = P3}) = P{4}) = P({E}) = P({6}) =%
o _ (A =3 pa) A _3_1
A=n° par= A={2,4,6};n(A) =3;P(A) = nS) 6 2

EXEMPLO 1.2.3.3[2]

Experimento: lancar uma moeda 3 vezes e observar a sequéncia obtida de

caras (C) e coroas (K):
Considerando S equiprovavel, temos:

S ={KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC,CCK,CCC};n(S) =8
P({KKK}) = PHKKC}) =...= PCCC}) :%

A=1cara= A={KKC,KCK,CKK}n(A) =3 P(A) = A _3
n(S) 8
Uma outra maneira de representarmos o espago amostral de um

experimento é através de uma Arvore de Possibilidades. Para o exemplo
1.2.3.3[2], temos:

1 20 30
LANCE LANCE LANCE

| _A(© ccc
= K CCK
& _{C) CKC
K
K} CKK
 _{C) KccC
(C>
K KCK
(K =
- © KKC
(K >
K KKK
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EXEMPLO 1.2.3.3[3]

Uma urna contém 10 bolas, sendo 2 brancas, 3 vermelhas e 5 amarelas.
Experimento: retirar 6 bolas da urna, simultaneamente.
Seja o evento A=retirar exatamente 1 bola branca, 2 vermelhas e 3 amarelas

Ao contrdrio dos exemplos anteriores, aqui fica quase impraticadvel a
enumeracdo dos elementos do espaco amostral e do evento em questdo, face a
guantidade dos mesmos. Recorreremos, entdo, a Andlise Combinatdria. Veja que,
como a retirada é simultanea, ndo existe uma ordem de retirada nem é possivel
gue uma mesma bola seja retirada mais de uma vez, ou seja, ndo ha repeticdo.
Assim serad utilizada a COMBINACAO SIMPLES, para a determinacdo dessas
guantidades.

®) 6)
9000

Be) (&) (Bs) () B

O espaco amostral S é composto por todas as sextuplas que podem ser
formadas (ndo ordenadas e sem repeticao) a partir das bolas existentes na urna:

10!
N(S)=Cye = i 210
O evento A é formado por todas as sextuplas que podem ser formadas
(sem ordem e sem repeticdo) a partir das bolas existentes na urna, contendo

exatamente 1 bola branca, 2 vermelhas e 3 amarelas:

e@@r®®
n(A) 60

2
N(A)=C,. xC,. xC..=2x3x10=60= P(A)=—~2=—"==
(A 21 X3 XUs3 (A) n(S) 210 7

EXEMPLO 1.2.3.3[4]

Vamos considerar a mesma situacdao do exemplo 1.2.3.3[3], mas que a
retirada das bolas seja feita de forma sucessiva, sem reposicdo. Ou seja, existe
uma ordem na retirada das bolas, mas nao é possivel que uma bola seja retirada
mais de uma vez. Assim para a contagem vamos utilizar ARRANJO SIMPLES. Entado:

]
101 =151.200

N(S)=Aws =,
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Uma sequéncia possivel de ser obtida é ..@@@ cuja

guantidade é:
A, x A, x A, =2x3x60 =360

Mas existem vdrias sequéncias possiveis, ja que a retirada é ordenada, com
1 bola branca, 2 vermelhas e 3 amarelas, cada uma delas com 360 possibilidades.
Para determinarmos todas essas sequéncias possiveis vamos utilizar a
PERMUTACAO DE ELEMENTOS REPETIDOS, aqui o B repetido 1 vez, oV, 2 vezes e
oA, 3 vezes:

61,2,3 — 6| — 60
12131

Entdo:

N(A) = 60360 = 21.600 = P(A) = =00 _1
151.200 7




Capitulo

Probabilidade Condicional e
Independéncia

1 Probabilidade Condicional (condicionada)

Para entendermos o conceito de probabilidade condicional, vamos
considerar a seguinte situagdo: Num jogo que consiste no langamento de um dado
uma Unica vez, um apostador ganha determinada quantia se o nimero obtido for
par, A={2,4,6}. Assim, independente de qualquer condigcdo, a probabilidade do

apostador ganhar é % Agora, se apdés o langamento do dado for dada a

informacgdo de que o nimero obtido é maior do que 3, B={4,5,6}, a probabilidade

do apostador ganhar passa a ser %, ou seja, a probabilidade de A condicionada a

. 2 . . . .
B é 3" Podemos, entdo, interpretar a probabilidade condicional da seguinte

forma, considerando-se espagos amostrais finitos equiprovaveis:

Como se sabe que B ocorreu, o espago amostral reduz-se a S’= B. Portanto, n(S’)
=n(B). Em S’, os casos favoraveis a A sd3o os elementos de A'=A[]B, entdo

n(A') =n(ANB), de tal forma que:

n(ANB) =
_pan . NA) _n(ANE  n(S)
P(A|B)—P(A)_n(s’)_ ORI
n(s)
_P(ANB)
~ P(B)

Define-se, entdo, a probabilidade condicional como:

P(ANB)

PAIB) =5 55
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EXEMPLO 1.3.1[1]

Um dado foi lancado e verificou-se que a face obtida apresenta um n@
menor do que 4, qual a probabilidade desse n? ser par ?

S ={1,2,3,4,5,6}
A={246} B={123} ANB={2}

P(B) :% P(ANB) :%

1/6 1
P(AIB):%=§

Considerando ainda o jogo que consiste no lancamento de um dado uma
Unica vez, no qual um apostador ganha determinada quantia se o nimero obtido
for par, A={2,4,6}, vimos que, independentemente de qualquer condicdo, a

probabilidade do apostador ganhar é % Dada a informacdo de que o numero
obtido é maior do que 3, B={4,5,6}, a probabilidade do apostador ganhar passou

a ser %, ou seja, a probabilidade de A mudou pelo fato de B ter ocorrido.

Mas, se a informacdo dada for de que o nimero obtido é maior ou igual a
3,B={3,4,5,6}, a probabilidade do apostador ganhar ndo muda, continuando igual

2
a % (Z) Neste caso, diz-se que os eventos A e B sao independentes.

Assim, Se A e B sdo independentes, temos que:

P(AB)

PAIB) ==

= P(A)= P(ANB)=P(A)-P(B)

Entdo, se e A e B sdo dois eventos, diz-se que eles sdo mutuamente
independentes se e somente se:

P(ANB)=P(A)-P(B)

Consequéncias:

1) AeB sdo Ml < P(A|B)=P(A) e P(B]A)=P(B)
2)Se ANNB=¢entdo Ae BsdoMI < P(A)=00uP(B)=0
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Observagoes

e O resultado encontrado em (1) mostra que se A e B sdo independentes, a
ocorréncia de B ndo afeta a probabilidade de ocorréncia de A. Ou seja, a
proporgao de elementos de A em S (espago amostral) é a mesma proporgdo de
elementos de A em B. Em outras palavras, é indiferente (independente)
trabalharmos em S ou em B, pois a probabilidade de ocorréncia de A é a mesma
em ambos os casos, com o mesmo valendo para B em relagdo a A.

e Jaoresultado encontrado em (2), chama a atengdo para um erro comum que €,
ao se dizer que dois eventos, A e B, sdo independentes, considera-los exclusivos,
ou seja, AnB = ¢, ou vice e versa.

Para exemplificar a primeira observacdo acima, suponha a seguinte
situacdo em relacdo a preferéncia de 200 usuarios, em relacdo a trés provedores

de Internet:
PROVEDOR
SEXO Total
| | 1l
Masculino (M) 20 50 10 80
Feminino (F) 30 40 50 120
Total 50 90 60 200

Se considerarmos todos os usuarios, o percentual que prefere o provedor

| é de 25% (ﬂj Se considerarmos apenas os homens a preferéncia pelo
) 20 . ~ ~
provedor | continua 25% 0 ) ou seja, P(IIM) = P(I) = 0,25 entdo | e M sdo

independentes. O mesmo nao acontece com o provedor |l, cuja preferéncia

considerando-se todos os usuarios é de 45% (29—(%), mas de 62,5% (%) entre

os homens, ou seja P(11|M) = P(ll) entdo Il e M n3o sdo independentes.
EXEMPLO 1.3.2[1]

Um dado foi langado e verificou-se que a face obtida apresenta um n2
maior que 2, qual a probabilidade desse n? ser par ?
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S ={1,2,34,56}
A={2,46} B={3456} ANB={4,6}
3 1 4 2 2 1
PW=g= PBI=gmg PUANBI=G=3
1/3 1
P(AB)= 5 =5=P(A

Conclui-se entdo que A e B sdo independentes. Observe que a definicdo de
eventos independentes é atendida:

P(A)-P(B) =

=P(ANB)

N[~
wilnN
Il
oIN
Wl

EXEMPLO 1.3.2[2]

Voltando ao problema das pecas, exemplo 1.2.1.1[1], que apresentam

0,1,2, ou 3 defeitos com probabilidades i 3 i e i respectivamente, se um

10°10°10 10
cliente compra uma dessas pecas, a probabilidade de que ela apresente no
maximo 2 defeitos é % Mas, se o vendedor informar ao cliente que esta
vendendo a pega por um preco menor por ela ser defeituosa a probabilidade de

- . 5 )
que a peca apresente no maximo 2 defeitos passa a ser —. Portanto estes dois

eventos ndo sdo independentes:

$={0,1,2,3}
A =a pega apresenta no maximo 2 defeitos; A={0,1,2}; P(A) = i+£+i _6
- ' Y 10 10 10 10
2 3 4 9
B= 5 defeit ;B={1,2,3}; PB)=—+—+-—=—
a peca é defeituosa; B={ }; P(B) TRECRETIED
ANB={,2};P(ANB) = 3 + i = i ANB={1,2}; P(AnB)=2/10+3/10=5/10
10 10 10
5
P(AIB) = P(F/fg 5)_ 940 =g¢ P(A)
(B) 40
Verificando pela definicdo de eventos independentes:
P(A)-P(B) =£ g =Z #P(ANB)

10 10 50
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A definicdo de eventos independentes pode ser estendida para mais de
dois eventos, A, A,, ... , A . Neste caso, os n eventos sdo ditos MUTUAMENTE

INDEPENDENTES se e somente se as probabilidades de todas as intersec¢des
possiveis (2 a 2, 3 a 3,...) sdo iguais ao produto das probabilidades dos eventos
incluidos na intersecao:

P(A NA;)=P(A)P(A,)i< |, j=23..n
P(A NA NA)=P(A)P(A)P(A)i< j<kk=34,.n
P(A NA NANA)=P(A)PA)PA)IP(A)i< j<k<ll=45..n

P(ANANAN..NA)=P(A)P(A)P(A)..P(A)

OBSERVACAO: ao todo sdo 2"-n-1 operacoes a serem verificadas

Por exemplo, no caso de 4 eventos, A, A,, A, e A, para que eles sejam
mutuamente independentes devemos ter:

P(ANA)=P(A)P(A) P(ANANA)=P(A)P(A)P(A)
P(ANA)=P(A)P(A) P(ANANA)=P(A)P(A)P(A)
P(ANA)=P(A)P(A) P(ANANA,)=P(A)P(A)P(A,)
P(A,NA) =P(A)P(A) P(ANANA,)=P(A)P(A)P(A,)
P(A,NA)=P(A)P(A) PANANANA)=P(A)P(A)P(A)P(A,)
P(A;11A,) =P(A,)P(A,)

n=4=2*—-4-1=11 operagdes
EXEMPLO 1.3.2[3]

Uma urna contem 3 bolas vermelhas (v,,v, € V,) e 4 bolas brancas (b4,b5,b6
e b7). Seja o experimento que consiste na retirada de uma amostra ordenada com

reposicao de 4 bolas da urna.
Sejam os eventos: A, = a primeira bola retirada € branca, A,= a segunda

bola retirada € branca, A, = a terceira bola retirada é branca e A,=a quarta bola
retirada é branca. Mostre que A1'A2'A3 e A4 sdo MUTUAMENTE INDEPENDENTES.

n(S)=A;, =7*=2.401

A, =beee (0 simbolo e significa que a bola pode ser de qualquer cor, banca ou

vermelha)
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n(Al) = A;lX A;3 =4x 73 =4x343=1.372 > P(Al) =%:;
De forma analoga encontramos P(A,) = ;; P(A)= 7; P(A,) =;
AlﬂAzE bbee
N(ANA) = A, x A, =42x7? =16x49 = 784 = P(AJ}AQ:%:%
De forma andloga encontramos
P(AlﬂAa)—— P(AlﬂA)— P(AzﬂAs)—_ P(A,NA,)=
——,P(AaﬂA4)=4—9
Verifica-se, entdo, que

4 4 16, . .
P(ANA)= P(Ai)P(Aj)_7><7_4—9,| <J;]=234
A NA, N A,=bbbe

8 _ 64

NANANA)= A x A, =4 xT" =64x7 = 448:‘P(A1“A2”A3)‘24201 343

De forma andloga encontramos

P(AlﬂAzﬂA)—— P(ANANA,)= P(AzﬂAsﬂA)—%

Verifica-se, entao, que

PIA A NA) = P(A)P(AIP(A) = Sx3x2 = Zii< j<k k=34

4 64
7 343

A NANANA,=bbbb

n(ANANANA,)= A44_256:>P(AlnAzmA3mA)_£g1
Verifica-se, entdo, que

P(ANANANA,)= P(Al)P(AZ)p(AS)p(A)__ A ;X;:%

Assim, como todas as 11 operacOes foram satisfeitas, concluimos que
ALALA, e A, sdo MUTUAMENTE INDEPENDENTES.

]
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A partir da expressdo da probabilidade condicional, P(AJA, )= P(Ql(—g')%)

, chegamos ao resultado:

P(ANA,)=P(A)P(AJA)

Estendendo para n eventos, tem-se:
PANAN..NA)=PA)PAIA)IPKIANA)..PAIANAN..NA)
Se os eventos forem MUTUAMENTE INDEPENDENTES, passamos a ter:
P(A N A, )=P(A)P(A,)
PANAN..NA)=PA)PA)PA)..PA)

Importante

Os resultados enunciados acima constituem o que se denomina REGRA DO
PRODUTO, ou seja, a probabilidade da interse¢cdo de dois ou mais eventos é igual
ao produto das probabilidades de ocorréncia desses eventos, sendo que a
probabilidade seguinte é sempre condicionada ao que ocorreu anteriormente.

No Capitulo 2, item 3, desta partee, foi destacado como importante que,
para experimentos com espagos amostrais infinitos enumeraveis ou finitos nao
equiprovaveis, as probabilidades de seus eventos poderiam ser calculadas a partir
da regra do produto, desde que esses experimentos sejam compostos por um
outro experimento, que chamaremos de original, e que sejam conhecidas as
probabilidades dos eventos simples do experimento original. O exemplo a seguir
ilustra este fato.

EXEMPLO 1.3.2[4]

o
@ Uma moeda, que apresenta cara duas vezes mais do que coroa, é langada
&1 Desafio até que apareca uma cara (C). Qual a probabilidade de que sejam necessarios
Determine uma extamente 4 langamentos ?
“férmula” para
calcular a

Aqui, o experimento original é o lancamento de uma moeda uma Unica vez,

probabilidade de que com P(C) e P(K) dadas por:

sejam necessarios
exatamante X

langamentos, veja _ . _ _ _ 1. _
R v P(C) = 2P(K); P(C) + P(K) =1=> 2P(K) + P(K) = 1= P(K) = 3;P(C) =

(neste exemplo X =4] S ={C, KC, KKC, KKKC, KKKKC, KKKKKC,...}

2
3
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A,;="K no primeiro langamento”
A,="K no segundo langamento”
A,="K no terceiro langamento”
A,="C no quarto langamento”

A=A NA, NANA, ={KKKC}

Como A, A, A, e A, sdo mutuamente independentes, ou seja, as
probabilidades de cara e coroa ndo se alteram a cada langamento, temos:

P(A)=P(ANANANA,)=P(A)P(A)P(A)P(A) =
= P(K)P(K)P(K)P(C)==-=.=.2 =<

No exemplo a seguir aliamos a arvore de possibiidades com a regra do
produto para o caculo de probabilidades.

EXEMPLO 1.3.2[5]

Em um balcdo existem 3 gavetas |, Il e l1l. Na gaveta | estdo 5 pecas, sendo
3 boas e 2 defeituosas, na gaveta Il sdo 8 pecas, 4 boas e 4 defeituosas, ja a gaveta
Il contém 10 pecas, todas boas. Um técnico seleciona ao acaso uma gaveta e dela
retira, também ao acaso, uma peca. Qual a probabilidade dessa peca ser boa ?

Sejam os eventos:

| = “gaveta |” ; Il ="gaveta Il ; lll = “gaveta Ill” ; B = “peca boa” ; D = “peca
defeituosa”

P(1)=2:P(11) =3P = 2 P(BI 1) =

3/5(B) 1/3x3/5=1/5 <=

;P(B|II)=%;P(B|III)=1

B=(1NB)UUINB)UIINB) 12D) 1/3x1/3=1/6
P(B)=P(INB)+P(IINB)+P(IINB) =
=P(DP(B|1)+P(I1)PB|I1)+P(INP(B|IIl) =

13 111 1 11 7
= 4+ 4+ 1="4 —
35 32 3 5

63 10 P(B)=1/5+1/6+1/3=7/10

3,
W

$

Sugestdo

Represente o
exemplo anterior
(1.3.2[4]) através
de uma arvore de

possibilidades
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EXEMPLO 1.3.2[6]

Considere uma urna com 10 bolas, sendo 4 brancas (b) e 6 vermelhas (V).
Dessa urna sdo retiradas, sucessivamente, 5 bolas. Qual a probabilidade de que a
sequéncia das cores retiradas seja bvvbv ?

Definamos os eventos: A;=bola branca na 12 retirada, A,=bola vermelha
ha 22 retirada, Agsbola vermelha na 32 retirada, A,=bola branca na 42 retirada e

Assbola vermelha na 52 retirada.

O que se deseja ¢ calcular P(A NA,NA,NA,N As)

12 caso

Se as bolas forem retiradas sem reposi¢do, os eventos A, A,, A;, A e A,

ndo sdo mutuamente independentes, pois, apds a retirada de uma bola, na
retirada seguinte as probabilidades de retirada de uma determinada cor sdo
diferentes das anteriores, em func¢do da diminuicdo da quantidade de bolas na
urna. Entao:

P(ANANANANA)=PA)xPAJA )x P(AJA N A)x PAJA MA, N Ay)x

<PAJANA NANA)——.08234_1

22 caso

Se as bolas forem retiradas com reposicao, os eventos Al, AZ, A3, A4 e A5

sdo mutuamente independentes, pois, como apods a retirada de uma bola a mesma
é recolocada na urna, na retirada seguinte as probabilidades de retirada de uma
determinada cor sdo iguais as anteriores, pois a quantidade de bolas na urna
permanece a mesma. Entdo:

PAN A, NA NANA)=PAIP(RIPAIPAIPA) ==
108

3.125



Capitulo

Teorema da Probabilidade
Total e Teorema de Bayes

1 Particao do Espa¢co Amostral

Seja S 0 espago amostral associado a um experimento E. Se Bl,Bz,...,Bn sdo
eventos satisfazendo a:

1)U|3i=s B, |B, |B; s | B
i=1

2)BNB,=¢ Vi=j
3)P(B)>0 Vi=12,...n

Entdo os eventos B, formam uma PARTICAO do espaco amostral S.

EXEMPLO 1.4.1[1]

S = (012345} ¢
Bl :{0,2} 82 :{1,3,5} 83 :{4} Bl BZ B3
B,UB,UB, ={012345}=S o |1 .

2
P(Bl):§>0 P(Bz):g>0 P(B3):%>O 5

B1nBzz¢ B1nBsz¢ Bzﬂ83:¢

Na pratica podemos ter situacdes como, por exemplo, a particdo de uma
populagdo de acordo com o sexo B,=Masculino, B,=Feminino, ou as pegas de

determinado tipo podem ser separadas por fabricante, B,=Fabricante A,
B,=Fabricante B, B,=Fabricante C e B,=Outros fabricantes.
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Se B, B,,...,.B, sdo uma particdo de um espago amostral S e A um evento
qualquer de S, entdo:

S
5, |5, |5, e |k
P(A)=2_P(AIB))-P(B)) <: ‘>A

EXEMPLO 1.4.2[1]

Uma urna contém 60 bolas, numeradas de 1 a 60. Uma bola é retirada,

aleatoriamente, desta urna. Qual a probabilidade do numero da bola retirada ser
primo ?

Sejam os eventos:

B,=o0 n2 da bola retirada € menor ou igual a 10

B,=0 n2 da bola retirada € maior do que 10 e menor ou igual a 30
B,=0 n? da bola retirada € maior que 30 e menor ou igual a 60
A=0 n? da bola retirada é primo.

S ={1,2,3,...60};n(S) =60

B, ={1,2,3,...10};n(B,) =10; P(B)__?):%
20 1
B, ={1112,13....30};n(B,) = 20, P(B,) = 5 ==
30 1
B, ={31,82:33.... 60} n(B,) = 30;P(B)) === =2
A _{2 35,7.11,1317,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59}: n(A) =18
3
A==
P& 60 10

B, NA={235,7Hn(B, N A) =4iP(B, N A) = P(A[B) = -

(20

B, NA={11131719,2329}:n(B, N A) =6;P(B, N A) = 660
6 3

P(A|B,) =

(AlB)=%"10

B, N A={31,37,41,43,47,49,53,59};n(B, N A) =8

8 8 4
P(B;NA)= P(A|B) T
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Veja que a probabilidade de A ja esta determinada acima mas, aplicando o
Teorema da Probabilidade Total, temos:

P(A) =P(B,)P(A|B,) +P(B,)P(A|B,) + P(B;)P(A|B,) =
12,13 14_1 1 2_ 45 _3

"6 5 310 215 15 10 15 150 10
EXEMPLO 1.4.2[2]

25% de determinado tipo de peca sdo produzidas pelo fabricante A, 20%
pelo B, 45% pelo C e 10% por outros (O) fabricantes. 2%, 4%, 3% e 5% das pecas
produzidas por A, B, C e O, respectivamente, sdo defeituosas. Um consumidor, ao
comprar uma dessas pecas, qual a probabilidade dele adquirir uma peca
defeituosa (d) ?

P(A)=0,25 P(d|A)=0,02
P(B)=0,20 P(d|B)=0,04 m\gﬁ;

’ ’ Sugestao \/f
P(C)=0,45 P(d|C)=0,03

Calule P(b), onde

P©0)=010 P(d]0)=005 b é pega boa, e
P(d)=P(A)P|A)+P(B)P(|B)+P(C)P(|C)+P(O)P(d|O) = interplie'(cjeo
=0,25x0,02+0,20%x 0,04 +0,45x% 0,03+ 0,10 0,05 = resultado
= 0,005 + 0,008 + 0,0135 + 0,005 = 0,0315 = 3,15%

Na pratica, temos que 3,15% desse tipo de peca sdao defeituosas.

Seja S um espago amostral associado a um experimento E. Se B, B,, ..., B
sdo uma particdo de S e A um evento, com P(A)>0, entdo:

n

P(AlBj ) P(Bj)

> P(AIB,)-P(,)

P(B,A) =

EXEMPLO 1.4.3[1]

Considerando o exemplo 1.4.2[1], da urna com 60 bolas, se a bola retirada

apresentar niumero primo, qual a probabilidade de o nimero seja menor ou igual
alo?
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)

Sugestao

Calule P(A|d),
P(C|d), P(Old),
P(Alb), P(B|b),
P(C|b) e P(O]b),
onde b é peca boa
e interprete os
resultados

O que se estd desejando é a probabilidade P(B, | A), que é dada por:

P(BYP(A|B,)

P(B, | A) = _
B AN P(B,)P(A|B,) + P(B,)P(A|B,) + P(B,)P(A| B;)
12
_ 6 5 _1/15 10
12,13 14 3/10 45
65 310 2 15

EXEMPLO 1.4.3[2]

Considerando, agora, o exemplo 1.4.2[2], se a peca comprada é defeituosa,
qual a probabilidade de ter sido produzida pelo fabricante B ?

O quesedesejaé P(B|d):

P(B|d) = P(B)P(d | B) _
P(A)P(d | A) + P(B)P(d | B) + P(C)P(d | C) + P(O)P(d | O)
B 0,20 x 0,04 B
~0,25x 0,02 + 0,20 x 0,04 + 0,45 x 0,03+ 0,10 x 0,05
0,008 0,008

— 0,254 = 25,4%

B 0,005 + 0,008 +0,0135 + 0,005  0,0315

Na pratica isto siginfica que se forem separadas todas as pegas defeituosas,
25,4% delas sdo do fabricante B.

A situacdo dos exemplos 1.4.2[2] e 1.4.3[2] pode ser representada pela
seguinte tabela, supondo uma producdo de 10.000 pecas (veja que pode ser
utilizada qualquer quantidade de pecas, basta obedecer aos percentuais
informados).

FABRICANTE| FABRICANTE | FABRICANTE [OUTROS
TOTAL
A B c ()

DEFE'(TdL)JOSAS 50 80 135 50 315
NAO

DEFEITUOSAS 2.450 1.020 4.365 950 | 9.685
(b)

TOTAL 2.500 2.000 4.500 1.000 | 10.000




As probabilidades pedidas sdo:

P(d) 315

= 2> _0,0315=315%
10.000

Utilizando a arvore de possibilidades:

0.95(b) 0,10x0,95-0,095

P(d) = 0,005+0,008+0,0135+0,005 = 0,0315
P(B|d) = 0,008/0,0315 = 0,254

Estatistica e Probabilidade

P(B|d)= - =0254=254%

o N
Sugestio MV

Represente o caso
das bolas (exemplos
1.4.2[1] e 1.4.3[1])
através de uma
tabela e da arvore de
possibilidades e
verifique os
resultados obtidos.
Veja que, neste caso,
as quantidades ja
estdo definidas.
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Sejam A e B eventos associados a um experimento E. Para as afirmacbes
seguintes, dé o significado em teoria dos conjuntos: (a) ao menos A ou B
ocorrem; (b) ambos A e B ocorrem; (c) nem A nem B ocorrem; (d) A ocorre e
B ndo ocorre; (e) exatamente um de A ou B ocorre; (f) ndo mais que um de A
ou B ocorre; (g) se A ocorre, B ocorre; (h) o evento A ou B; (i) o evento A e B;
(j) A e B mutuamente exclusivos

Sejam A,B e C eventos associados a um experimento E. Para as afirmacdes
seguintes, dé o significado em teoria dos conjuntos: (a) Se A ocorre entdo B
nao ocorre; (b) Nenhum dos resultados A, B e C ocorre; (c) Somente A ocorre;
(d) Ao menos um de A,B,C ocorre; (e) Exatamente um deles ocorre; (f) Ndo
mais que um ocorre; (g) Ao menos dois ocorrem; (h) Exatamente dois deles
ocorrem; (i) Ndo mais que dois ocorrem; (j) A e C ocorrem e B ndo ocorre; (k)
Todos ocorrem

Uma urna contém 3 bolas brancas, b,, b, e b,, e duas bolas pretas, p, e p; .

Uma amostra de extensdo 3, com reposicdo (sem reposicdo) é retirada da
urna. Supondo S equiprovavel, qual a probabilidade de: a)a 12bola ser branca
b) a 22 bola ser branca c)a 3% bola ser branca

Uma urna contém M bolas, sendo M, brancas e M-M, pretas. Uma amostra

de extensdo n é retirada, com reposi¢cdo (sem reposi¢do), da urna. Supondo o
espago equiprovavel, e o evento A, = a j-ésima bola é branca, mostre que P(A)
=M,/M.

Uma urna contém 5 bolas, sendo 2 vermelhas e o restante amarelas. Desta
urna retiramos 3 bolas, em extragdes sucessivas sem reposicdo. Se A, Be C
sdo eventos dados por A: exatamente 1 bola vermelha, B: pelo menos 1 bola
amarela, C: pelo menos 1 bola amarela e 1 vermelha, determine P(A), P(B) e
P(C) supondo S equiprovavel.

Uma urna contém 5 bolas, sendo 2 vermelhas e 3 amarelas. Desta urna sdo
retiradas 4 bolas simultaneamente. Se A, B, C e D s3o os eventos A: 2 bolas
vermelhas e 2 amarelas, B: 1 bola vermelha e 3 amarelas, C: 1 amarela e 3
vermelhas e D: pelo menos 1 vermelha e 1 amarela, determine P(A), P(B),
P(C) e P(D) supondo S equiprovavel

Uma urna contém 5 bolas, sendo 2 vermelhas e 3 amarelas. Desta urna sdo
retiradas, com reposicdo, uma amostra ndo ordenada de extensdo 4. Se A, B,
C, D, E e F sdo os eventos A: 2 bolas vermelhas e 2 amarelas, B: 1 bola
vermelha e 3amarelas, C: 1 amarela e 3 vermelhas, D: pelo menos 1 vermelha
e 1 amarela, E: 4 vermelhas e F: 4 amarelas, determine P(A), P(B), P(C), P(D),
P(E) e P(F), supondo S equiprovavel.
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8) Uma urna contém 5 bolas, sendo 2 vermelhas e 3 amarelas. Desta urna sdo
retiradas, com reposicdo, uma amostra ordenada de extensdo 4. Se A, B, C,
D, E e F s3o os eventos A: 2 bolas vermelhas e 2 amarelas, B: 1 bola vermelha
e 3 amarelas, C: 1 amarela e 3 vermelhas, D: pelo menos 1 vermelha e 1
amarela, E: 4 vermelhas e F: 4 amarelas, determine P(A), P(B), P(C), P(D),
P(E) e P(F), supondo S equiprovavel.

9) Em uma sala, 10 pessoas estdo usando emblemas numerados de 1 a 10. Trés
pessoas sdo escolhidas ao acaso e convidadas a sair da sala simultaneamente.
Determine a probabilidade de que: a) o menor numero de emblema seja 5?

b) o maior nimero de emblema seja 5?

10) [MEYER] Dez fichas numeradas de 1 a 10 sdo misturadas em uma urna. Duas
fichas (x,,X,) sdo extraidas da urna sucessivamente e sem reposi¢do. Qual a
probabilidade de que: (a) x,+X,=10 (b) X, <X, dado que X,+x,=10

11) [MEYER] Dentre 6 niumeros positivos e 8 negativos, escolhem-se ao acaso 4
numeros (com reposicdo) e multiplicam-se esses numeros. Qual a
probabilidade de que o produto seja positivo?

12) [MEYER] Um lote contém n pecas das quais se sabe serem r defeituosas. Se a
ordem de inspecdo das pecas se fizer ao acaso, qual a probabilidade de que a
peca inspecionada em k-ésimo lugar (k>r) seja a ultima peca defeituosa
contida no lote?

13) [MEYER] Uma urna contem N objetos. Sdo retirados ao acaso, com reposicdo,
n (nsN) objetos da urna. Qual a probabilidade de que nenhum objeto seja
escolhido mais de uma vez?

14) Considere um conjunto com N objetos. Serdo formados n grupos (N é multiplo
de n) com k=N/n objetos cada um. Se, para a composicdo dos grupos, os
objetos sdo selecionados aleatoriamente, qual a probabilidade de que r, rsk,
objetos especificos pertengam a um mesmo grupo?

15) [MORGADO] Uma loteria é composta de N numeros e apenas um prémio, ou
seja, dos N numeros é sorteado apenas um, que corresponde ao bilhete
premiado. Um apostador (A) compra n bilhetes em apenas uma extragdo
enquanto que outro apostador (B) compra um Unico bilhete em n extragdes
diferentes. Qual dos dois tem maior probabilidade de ganhar ? (considere

n
valida a seguinte desigualdade: (1%) 21—% ).

16) [MORGADO] Um prisioneiro possui 50 bolas brancas, 50 bolas pretas e 2 urnas
iguais. O prisioneiro deve colocar, como preferir, as bolas nas duas urnas
(nenhuma das urnas pode ficar vazia). As urnas serdo embaralhadas e o
prisioneiro, de olhos vendados, devera escolher uma delas e, em seguida,
retirar uma bola da urna selecionada. Se a bola retirada for branca, ele sera
libertado. Como o prisioneiro deve proceder, na distribuicdo das bolas nas
urnas, para maximizar a probabilidade de ser libertado?
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17) [MEYER] A urna 1 contém X bolas brancas e y bolas vermelhas. A urna 2
contém Z bolas brancas e vV vermelhas. Uma bola é escolhida ao acaso da urna
1 e colocada na urna 2. A seguir, uma bola é escolhida ao acaso da urna 2.
Qual a probabilidade de que essa bola seja branca?

18) [MEYER] Suponha que A e B sejam eventos independentes associados a um
experimento. Se a probabilidade de A ou B ocorrerem for igual a 0,6 enquanto
que a probabilidade de ocorréncia de A for 0,4, determine a probabilidade de
ocorréncia de B.

19) [MEYER] Sejam A e B dois eventos associados a um experimento. Suponha
que P(A)=0,4 e P(AUB)=0,7. Seja P(B)=p. Para que valores de p: a) Ae B sdo
mutuamente exclusivos? b) A e B sdo independentes?

20) [MEYER] Suponha que um escritério possua 100 maquinas de calcular.
Algumas dessas maquinas sdo elétricas (E), enquanto outras sdo manuais (M)
e algumas sdo novas (N) e outras usadas (U):

E M TOTAL
N 40 30 70
U 20 10 30
TOTAL 60 40 100

Uma pessoa entra no escritorio, pega uma maquina ao acaso e descobre que é
nova. Qual a probabilidade de que seja elétrica? Qual a probabilidade dela ser
manual?

21)Numa certa faculdade, 25% dos estudantes foram reprovados em
matemadtica, 15% reprovados em quimica, e 10% em matematica e em
quimica. Um estudante é selecionado ao acaso.

a) Se ele foi reprovado em quimica, qual a probabilidade de que tenha
sido reprovado em matemadtica?

b) Se ele foi reprovado em matematica, qual a probabilidade de que
ele tenha sido reprovado em quimica?

c¢) Qual a probabilidade de que ele tenha sido reprovado em
matemadtica ou em quimica?

22) Numa certa faculdade, 4% dos homens e 1% das mulheres tém altura maior
do que 1,80m. Além disso, 60% dos estudantes sdo mulheres. Se um
estudante é escolhido ao acaso e tem altura maior que 1,80m, qual a
probabilidade de que o estudante seja mulher?

23) Um homem possui duas moedas, uma comum (l) e outra de duas caras (ll).
Apanha uma moeda ao acaso e lanca. Se cair cara, qual a probabilidade de
qgue a moeda lancada tenha sido a de duas caras?
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24) As maquinas A,B e C fabricam, respectivamente, 50%, 30% e 20% da

producdo total de certo artigo. A probabilidade de que a maquina A fabrique
um artigo defeituoso é 0,03,aB é 0,04 ea C é 0,05.

a) qual a probabilidade de que um artigo tomado ao acaso seja defeituoso?

b) Qual a probabilidade de que um artigo tomado ao acaso tenha sido
fabricado pela maquina A, dado que é defeituoso?

¢) Qual a probabilidade de que um artigo tomado ao acaso tenha sido
fabricado pela maquina B, dado que é defeituoso?

d) Qual a probabilidade de que um artigo tomado ao acaso tenha sido
fabricado pela maquina C, dado que é defeituoso?

25) Certa doenca acha-se presente em cerca de 1 entre 1.000 pessoas. Um
programa de provas deve ser executado mediante o emprego de um aparelho
de investigacdo que da uma leitura positiva com probabilidade de 0,99 para
uma pessoa doente e com probabilidade de 0,05 para uma pessoa sadia. Qual
a probabilidade de que uma pessoa escolhida ao acaso, cuja leitura é positiva,
tenha efetivamente a doenca ?

26) [MEYER] Seja o experimento E: lancar dois dados distinguiveis e observar as
faces superiores. Sejam os eventos A: o primeiro dado mostra numero par, B:
o segundo dado mostra nimero impar e C: ambos mostram pares ou ambos
mostram impares. Mostre que os eventos sdo 2 a 2 independentes mas nao
sao mutuamente independentes.

27) [MEYER] A probabilidade de fechamento de cada relé nos circuitos abaixo é
dada por p>0. Se todos os relés funcionam independentemente, qual é a
probabilidade de que haja corrente entre os terminais Le R ?

= 2 1N 2 1 2 1 ¥
g 5 <88 B
(@) () (0 @ e

28) [MEYER] Trés componentes, C,, C, e C, de um mecanismo sdo postos em

série. Suponha que esses componentes sejam dispostos em ordem aleatdria.
Seja A o evento “C, estd a direita de C,”e B o evento “C, estd a direita de C,”.

Sdo os eventos A e B mutuamente independentes ?

29) [XAVIER] Num certo grupo racial a probabilidade de uma pessoa do sexo
masculino ser daltonica é p=0,16. S3o escolhidas ao acaso duas pessoas, X ey,
do referido sexo e do referido grupo racial. Determine a probabilidade de
ambos serem daltonicos sabendo-se que: a) X é dalténico b) Pelo menos 1
deles é daltdnico

30) Um submarino dispara 5 torpedos em cadéncia rapida contra um navio. Cada
torpedo tem probabilidade igual a 0,25 de atingir o alvo. (a) Qual a
probabilidade do navio receber pelo menos 1 impacto ? (b) exatamente 1
impacto ? (c) exatamente k impactos (k=0,1,2,3,4,5) ?

4
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31) Para pessoas de 20,21 e 22 anos, as probabilidades de morte durante um certo
ano sdo iguais a p,, p, e p, respectivamente. Se a,b e ¢ sdo pessoas com 20,21

e 22 anos respectivamente, pede-se para calcular:
a) A probabilidade dos trés sobreviverem nesse ano
b) De todos terem morrido nesse ano
¢) De no mdaximo ter ocorrido uma morte nesse ano
d) Pelo menos um deles ter morrido nesse ano
32) [MEYER] Uma montagem eletronica é formada de dois subsistemas A e B. De
procedimentos de ensaios anteriores, as seguintes probabilidades se
admitem conhecidas: P(A falhe)=0,20; P(A e B falhem)=0,15 e P(B falhe
sozinho)=0,15. Calcule as seguintes probabilidades: (a) P(A falhe dado que B
tenha falhado) (b) P(A falhe sozinho).
33) [MEYER] Duas maquinas, A e B, sendo operadas independentemente, podem
ter alguns desarranjos cada dia. As probabilidades de desarranjo de cada
maquina estdo na tabela abaixo.

NUMERO DE

DESARRANJOS 0 1 2 3 4 5 6
MAQUINA A 0,10 0,20 0,30 0,20 0,09 0,07 | 0,04
MAQUINA B 0,30 0,10 0,10 0,10 0,10 0,15 | 0,15

Calcule as seguintes probabilidades: (a) A e B tenham o mesmo nimero de
desarranjos (b) O numero total de desarranjos seja menor que 4; menor que
5 (c) A tenha mais desarranjos que B (d) B tenha duas vezes mais desarranjos
que A (e) B tenha 4 desarranjos, quando se saiba que B ja tenha tido 2
desarranjos (f) O nimero minimo de desarranjos das duas maquinas seja 3;
seja menor que 3 (g) O numero maximo de desarranjos das maquinas seja 3;
seja maior que 3

34) [XAVIER] Um viajante deseja ir de uma cidade A a outra cidade B. As estradas
existentes estdo mostradas na figura abaixo. O viajante nao deve passar mais
de uma vez pelo mesmo ponto. Ao partir de A, o viajante pode escolher as
estradas I, Il e Ill com probabilidades 0,4, 0,4 e 0,2 respectivamente.
Chegando a encruzilhada M, vindo por Il pode escolher as estradas IV ou V
com probabilidades 0,3 e 0,7, respectivamente. Chegando a encruzilhada N,
vindo de | ou Il, pode escolher IV, VI ou VII com
probabilidades 0,2, 0,3 e 0,5, respectivamente.
Porém, se ele chega a N por IV pode escolher VI
ou VIl comprobabilidades 0,4 e 0,6,
respectivamente. (a) Se cada trajetode Aa B é um
evento simples, descreva o espaco amostral
correspondente. (b) Qual a probabilidade do
viajante: (i) Passar por C? (ii) Passar por D? (iii)
Passar por C e D? (iv) Passar por C ou D?
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35) [XAVIER] Um emissor opera com um “alfabeto” de trés simbolos, que
representaremos por A, A, e A,, sendo suas mensagens nada mais que

sequencias desses simbolos. Ao ser emitido o simbolo A, a probabilidade de
em seguida ser emitido o simbolo AJ. é dada por P, essas probabilidades sao
chamadas de probabilidade de transicdo de A, para A, e a matriz (p;;) é a
respectiva matriz de transicao.
Pu P Py 0 1/3 2/3
Se tivermos | P»; Py, P, |=|1/3 1/3 1/3 | e houver probabilidades
P Ps Pss) (2/9 0 779
p1=5/21, p2=6/21 e p3=10/21 de uma mensagem comegar pelos simbolos A,,
A, e A, respectivamente, qual a probabilidade da mensagem comegar: (a) por
uma das sequencias A/A, ou A,A.? (b) por uma sequencia da forma AAA?



4“
Francisco de Assis Amaral Bastos

Solugao das atividades
1)

a) xe AuUB b) xe AnB c) xeAnB d) xe AnB

¢) xe(AnB)U(ANB)  f) xe(AnB)  g) xeA=xeB=AcB
h) AB i) AnB j) AnB=¢

2)

a) XxeA=>xeB=AcB b) xe ANBNC ¢) xe AnBNC
d) xeAuBuUC

¢) xe(AnBAC)u(BAANC)U(CAANB)

f) xe(AnBAC)uBNANC)U(CNANB)U(ANBAC)
9) xe(AnBAC)U(ANBAC)U(ANBAC)U(ANBAC)
h) xe(AnBAC)u(AnCAB)u(BACAHA)

i) xe(ARBAC) J) XG(AmCmE) k) xe(AnBNC)
3)

COM REPOSICAO:

ns)=A; =5

a) AEb**jn(A):As*;XA;z:>P(A):3>;§2 =§

b) A=sb* = analogo aoitem (a) = P(A) =g

c) A==*x*xb = analogo aositens (a) e (b) = P(A) =g

SEM REPOSICAO: Basta utilizar ARRANJO SIMPLES, os resultados serdo os mesmos

. .3
anteriores, todos iguais a c
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4)

E uma generalizagdo do exercicio 3.

n(S) = Ay,
COM REPOSICAO: X X A, (XA,
N(A) = Ay Ay oy = P(A) = et s M,
" ' AM,n M
n(S) = AM,n

SEM REPOSICAO: w1 XA M,

A in
n(A):AMW,lXAM—l,n—l:P(A): ’AM,n — = M

OBS: faca o desenvolvimento dos arranjos e as simplificacGes necessarias para
chegar ao resultado.

5)

Populacdo: 2 bolas vermelhas e 3 amarelas=N=5.

I
Amostra (ordenada sem repeticdo): N=3=n(S) = A;; = % =60

21 31 3 36
A=vaa=n(A)=A,, x xPM ="xZx = =36= P(A)=—
(A= gy x Aoy X PL = Sx Tx =2

B=aw ou aav ou aaa=>Nn(B)= A, x A, xPy? + A, x A, x P + A, =

{ | | { | | |

i 3 3 g><3 3 2_18+36+6 60:>P(B)—@—l

20 00 120 1o o2nt O 60
C=awouaav=>n(C)=Ay, x A, , x P2+ A, x A, x Pt =

3 203 3 2 3 54

= 0 o =136 =54=P(C) =
200012 1T o 60

6)
Populagdo: 2 bolas vermelhas e 3 amarelas=N=5

Amostra (ndo ordenada sem repeticdo): n=4=n(S)=C;, = T =5

| {
Azwaa:>n(A):Cz‘2><CS,2:2?0I 23—”_—1><3 3:>P(A)_g

45
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I
EBPRSA:

B=vaaa=n(B)=C,; xC;; =— 30!

C=aw=C=¢=P(C)=0
D =avwouaawouaaav=n(D)=0+C,,xC,,+C;,xC,, =
3 20 3 2

=—X—+—x—=3x1+1x2=3+2= 5:>P(D)——:
201 210t 301 1n!

7)

Populacdo: 2 bolas vermelhas e 3 amarelas=N=5.

Amostra (ndo ordenada com repeticdo): n=4=n(S)=C;, =C,, =% =70
A=waa=n(A)=C,,xC,;,=C,,xC,, = 3 i—B 6= 18:>P(A)_—8
‘ ' ‘ 2 om” 70
B=vaaa=n(B)=C,, xC,;,=C,, xC,, = 2 i-leO 20= P(B):—O
’ ’ ‘ ST 3 70

C=aw=n(C)=C;, xC,,=C;, xC,, = & i—3><4 12:>P(C)—_2

120 3 70

D =avwouaawouaaav=n(D)=C;, xC;,+C;,xC;, +C;,xC;, =
| | | | | |
S i i S 3—3><4+6><3+10><2—

=C3,xC,3+C,, xC;3, +C;3xC,, = E 3TL o1 om 3

=12+18+20=50= P(D)—S—g
E=ww=n(E)=C,,=C —2—5:>P(E)—i
- I /T 70

. e 15
F =aaaa=n(F)=C;, =C,, _@_15: P(E) =25

8)

Populagdo: 2 bolas vermelhas e 3 amarelas = N=5.
Amostra (ordenada com repeticdo): n=4=n(S)=A;, =5" =625

Azwaa:>n(A)=AZ,2 XA;Z ><P42’2 =22%3°x6=4x9%x6 =216 = P(A):%
B =vaaa—> n(B): ,A\;’]->(;A\;3 ><P4l,3 :21 X33X4:2X27X4:216:> P(B):%
96

C=aw> n(C)=A3*’1><A;’3><P41’3=31><23><4=3><8><4=96:> P(C):E
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D =avwouaawouaaav=n(D) = A}, x A, x P° + Ay, x A, x P2 +
+ A x Ay x P ==3"x2° x4+ 3% x2? x6+3° x2' x4 =96 + 216 + 216 =528 =

— p(D)=>28
625
. 4 16
E=ww=n(E)=A),=2"=16=P(E)=—
' 625
F=aaaa=n(F)=A;,=3"=81= p(E)zﬂ
’ 625
9)
Populacdo: N=10
]
Amostra (ndo ordenada sem reposicdo): N=3=n(S)=C,,, = ;—'_07| =120
A=[5][>5][>5] = n(A)=1xC —1—10: P(A) _10
e T 120
4 6
B =[5][<5][<5 n(B)=1xC,,=—=6=P(B) =—
Bll=sl< 5] = n(B) =1xC., =55, (®) =120
10)
Populagao: N=10
|
Amostra (ordenada sem reposicdo): n=2=n(S) = A, = 182' =90

a) A={(x, %)% +X, =10} ={(19);(9.0);(28):(8,2); (3,7); (-7,3); (4.6):(6,4)}

=n(A)=8= P(A):%
b) A={(x,,%,)|% +X, =10} ={(1,9); (9.1); (2,8); (8,2);(3,7); (7,3); (4,6); (6,4)}
8

=n(A)=8= P(A):%

B ={(x,, %)% <%} ANB={(x,%,)[X; < X,AX +X, =10} =

={(1,9):(28);(3,7); (4.6)}

4
P(ANB) g0 4
P(B|A) = (P(Q) )2%25

90

a4
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11)

Populacdo: N=14: 6 positivos (+) e 8 negativos (-)
Amostra (ordenada com reposicdo): n=4=n(S) = A/, , =14* =38416
A= (#HH)H)(F) ou (H)H)EE) ou (HHE)E)

6 6 6 6 8 8 8 8

6 6 8 8 ., 6 8 6x8x6_ 19216 1201

=——+—+ = =
14 14 14 14 ! 14*  14* 14* 38416 2401

12)

)= A=t

A=BBB.. BDDD DD=n(A)=A, . xA, ,xP5""

k—r r-:
k-1

n(A) = (=N r! k-1!  rn-rik-1
[(n=r)—(k- r)]I [r—(r— 1)]I (k=n)!(r- 1)I (n=kK)k-r)(r-1)!
r'(in—-r)i(k -1)!
P(A):(n—k)!(k—r)!(r—l)!: ri(n—r)i(k =1)! x(n—k)!:
~n -k k-r)(r-1! n
(n—k)!
3 r!(n—r)!>< (k=1)!

o (r=)'(k-1)—(r-1]"
k-1
s
n
y

1

k —
P(A) = [zj(r _ﬂ = P(A) =
r

13)

nS)=Ay, =N"
N!
n(A) = Ay, Zm
N!
(N=n)!  (N-1)
N (N-n)IN™

P(A) =
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14)

W LT L)

n!

(N=-r)- (k r) (N-r)- [(k r)+k]) ((N=r)=[(k—r)+(n-3)k]\ k
e A
(n=1)!
N-r)N-k)YN-=-2k) (2k
L)

P(A) = [h'i 5{21 kj(N ;Zk}{zkkj y n! _ n(Nk ] 3
AR IR

Jogando n bilhetes em uma Unica extracdo tem-se:

15)

n(S)=N
A= Aganhar = n(A)=n

P(A) =%

Jogando n bilhetes em n extragdes tem-se:

n(s)=N"
B=Bganhar B = B ndo ganhar = n(B) = (N -1)"

= (N-D" (N-1) (1Y 1 oy g (4 1Y
P(B) = 5 _( v j _[1 Nj P(B)=1-P(B) =1 (1 NJ

Comparando as duas probabilidades:

Como 1—13 1—i <:>£21— 1—i tem-se que P(A) > P(B)
N N N N

-]
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16)

Considere que o prisioneiro coloque Kk bolas, das quais a brancas, em uma urna e
100-k, das quais 50-a brancas, na outra. Sejam os eventos:

U,=o prisioneiro seleciona a urna com K bolas (a brancas)
U,=o prisioneiro escolhe a urna com 100-k bolas (50-a brancas)

B=o prisioneiro seleciona uma bola branca
L=prisioneiro é libertado

Entdo:

P(L)=PU,nB)+PU,NB)
P(L)=P(U,)P(BU,)+PU,)P(BU,)

p(Ly=1x2,1, 50K

2% 2" 100-a

(L) — L 50k +a(100-20)
2" k100—K)

Veja que k<50, caso contrario P(L)<0.

Para k=50 temos que P(L) = % , independentemente do valor de a.

Para k<50 (U, com a menor quantidade de bolas), temos:
Para k fixo - P(L) cresce se a cresce »P(L) é maxima em a=Kk, pois a<k
Ak P(L)=1x50k+k(100‘2k) _ -k _,

2 k(100 — k) 100 — k 100 — k
minimo, ou seja, para k=1

que é maxima para k

Entdo, como para P(L) ser maxima deve-se ter a=k e k=1, conclui-se que a urna
U1 deve ter uma Unica bola e essa bola deve ser branca, ou seja, k=a=1, e a

probabilidade mdaxima é:

P =1-2-"% g5
99 99

17)

Blz”retirar bola branca da urna |”
Vlz”retirar bola vermelha da urna I”
B“z”retirar bola branca da urna Il”



Estatistica e Probabilidade

B, =(B, n"B,)u(V,nB,)=>P(B,)=P(B, nB,)+P(V, "B,)=

X z+1 y z
= P(B,)P(B, [B,) + P(V,)P(B, V,) =—— -
(B)P(B,[B,) + P(V,)P(B, M) Xty Z4v+l x4y 24Vl

18)

P(AUB)=0,6
P(A)=0,4
Ae B MI = P(AnB) = P(A)P(B)
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(AnB) = P(A)+ P(B) - P(A)P(B) =
02 1

= 0,6=0,4+P(B)-04P(B)= 0,6=04+06P(8)= P(B) = /= =

19)

P(A)=0,4 P(AuB)=0,7 P(B)=p

a) AeBME=ANB=¢=P(AnB)=0
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+P(B)=0,7=04+ p= p=0,3

b) AeBMI=P(AnB)=P(A)P(B)
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)
=0,7=04+p-04p=p=05

20)

5 ey~ PEN)_ P10 _40_4
P(N)  70/100 70 7

b) P(M|N):P('V'“N):3%oo:@:§
P(N) 7%00 70 7

21)

M = reprovado em Matematica = P(M) = 0,25
Q =reprovado em Quimica = P(Q) = 0,15
MNQ = reprovado em Matematica e Quimica = P(MnQ) = 0,10

51
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PMNQ) 010 10 2

PQ 015 15 3

_P(MNnQ) 010 10 2

b) P(QM) = P(M) 025 25 5
¢) P(M UQ)=P(M)+P(Q)-P(M nQ)=0,25+0,15— 0,10 = 0,30

a) P(M|Q)=

22)

M = Mulher = P(M) = 0,60
H =Homem = P(H) = 0,40
A = altura maior que 1,80 = P(AM) =0,01 P(AH) = 0,04

P(M[A) - P(M)P(AM) B 0,60x 0,01
P(M)P(AM) + P(H)P(AH) ~ 0,60x0,01+ 0,40 0,04
0006 0006 6 3

T 0006+0016 002 22 11
23)

| = moeda comum = P(1)=0,5
Il = moeda com duas caras = P(I1)=0,5
C=cara= P(C[lI)=0,5 P(C|Il) =1

P(IIIC) = P(IP(C|I) ~ 05xl 05 50 2

P(1)P(C[l)+ P(INP(C[II)  05x05+05x1 075 75 3

24)

A = peca fabricada pela maquina A = P(A) = 0,50
B = pega fabricada pela maquina B = P(B) = 0,30
C = pega fabricada pela maquina C = P(C) = 0,20
D = pega defeituosa = P(D|A) = 0,03 P(D|B) =0,04 P(D|C) =0,05

a) P(D)=P(A)P(D|A)+P(B)P(D|B)+P(C)P(D|C) =0,50x0,03+0,30x 0,04 + 0,20 x 0,05
= 0,015+ 0,012 + 0,010 = 0,037

b) P(AD) - PIYP(DIA _ 0015 15 ) 06

P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C) ~ 0,037 37

P(B)P(D[B) 0012 12

P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C) 0,037 37

P(C)P(D[C) 0010 10

d) P(C|D)= = — =2 20,270
P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C) 0,037 37

c) P(B|D) =

~ 0,324
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25)

D = pessoa doente = P(D) = 0,001
S = pessoa sadia = P(S) = 0,999
P = teste positivo = P(P|D) =0,99 P(P|S) =0,05

P(DJP) = P(D)P(P|D) B 0,001 0,99
P(D)P(P|D) + P(S)P(P|S) 0,001 0,99 + 0,999 x 0,05
0,00099 0,0099

= = ~ 0,0194
0,00099 +0,04995 0,05094

26)

n(s) = A;yz =6°=36
A={(21),(2,2),(2,3),(2,4),(25),(2,6),(41),(4.2),(4,3),(4,4),(45),(4,6),(6.2),
(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}
=n(A)=18= P(A) :%=%
B={(11),(21),(31),(41),(51),(61),(13),(2,3),(33),(4,3),(53),(6,3),(1,5),(2,5),
(35),(4,5),(55),(6,5)}
18 1

=n(B)=18=P(B)=_ =7

C={(2.2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6), (1), (1,3), (1.5), (3.1),
(3.3),(35),(5.1),(5.3),(5.9)}

=n(C)=18= P(C) =%:%
AnB={(22),(4)),(61),(2,3),(4,3),(6,3),(2,5),(45)(6,5)}=n(AnB)=9=

= P(B) = 3_96 = %
ANC={(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6)} = n(AnC)=9=
=PC)= % = %

BN C ={(11),(13),(L5),(31,(33),(35),(51,(53),(55}=nBNC)=9=
=P(@C)= % =%

ANnBNC=¢=P(AnBNC)=0
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p(AnB) ==Ll pa)p(B)= A BsioMI
4 2 2
P(ANC) =%: %% =P(A)P(C)= A,CsédoMI ; = A,B,Csdo2a 2independentes
1 11 x
P(BNC)====-==P(B)P(C) = B,Csao Ml
4 22
111 1 5 =
P(AnBN ):0¢P(A)P(B)P(C):E-E-EzgzA,B,CnaosaoMI
27)

R.=orelé i estd fechado = P(R)=p

a) passa corrente se R, e R, estiverem fechados ou se R, e R, estiverem fechados:
P(passar corrente) = P[(R, "R,) U(R, "R,)]
= P(Rl M Rz) + P(R3 M R4)_ P[(Rl M Rz) ﬁ(R3 M R4)]
P(R))P(R,) + P(Ry)P(R,)~ P(R)P(R,)P(R;)P(R,) = p* + p* — p*
=2p*-p'=p°(2-p*)

b) PI(R, "R,) UR, U(R; nR,)]=...
c) PI(R,NnR,)U(R,NR, "R,)U(R; "R,)U(R; "R, NR,)]=...
d) P[(R, "R,) U(R, "R,)UR, U(R; "R,)] =...

28)

s={CC,C,,CcC,.,.C,.CC,C,.,.C,C,CC,C,C,LC1}=n(S)=6
3

A={CC,C,,CC,C,,C,C.C,}=n(A)=3=P(A)=

o|lw o
N N

B ={C,C,C,,C,C.C,,C,C,C.}=n(B) =3= P(B) =
AnB={C,C,C,,C,C.C,}= n(AnB)=2=

— P(ANB) :%:%;t P(A)P(B) = A, B no sio M|

29)

X =X é daltbnico Y =y é daltonico
XNY = ambos sdo dalténicos XUY = pelo menos um é dalténico
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P(X)=p
PY)=p
P(X AY) = P(X)P(Y) = p
P(X UY)=P(X)+P(Y)-P(X nY)=p+p-p*=2-p°=p(2-p)
PXNYNnX) P(XnY) p?

a) P(XNY[X)= =p=016
P(X) P(X) p
b) P(X AY|X UY) = PI(X "Y) (X UY)] _P(XNY) _ p? _ p _018 0,087
P(X UY) P(XUY) p(2-p) 2-p 18

30)

A= acertar = P(A)=0,25
E=errar = P(E)=1-P(A)=1-0,25=0,75

a) P(pelo menos um impacto) =1- P(nenhum impacto)
P(nenhum impacto) = P(EEEEE) =0,75x 0,75x0,75x0,75x 0,75 = 0,75°
P(pelo menos um impacto) =1-0,75°

b) P(exatamente um impacto) = P(AEEEE ou EAEEE ou EEAEE ou EEEAE ou EEEEA) =
= P(AEEEE) + P(EAEEE) + P(EEAEE) + P(EEAE) + P(EEEA) =5%0,25x 0,75*

c) exatamente k impactos = AA...AEE...E = P(exatamente k impactos) =
k 5-k
5

=0,25" x0,75°* x P> = P(exatamente k impactos) =

5
= (k) x0,25% x0,75°% k =0,1,2,3,4,5

31)

A =amorre =P(A)=p,
B = b morre =P(B)=p,
C =c morre =P(C)=p,

a) P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C)=(1~p,)1-p,)L-P,)
b) P(AnBNC)=P(AP(B)P(C) = p,p,Ps
¢) P(ANBNC)+P(AnBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)=
= (1_ pl)(l_ pz)(l_ p3)+ pl(l_ pz)(l_ p3)+(1_ pl)pz(l_ p3)+(1_ pl)(l_ pz)ps
d) P(AUBUC)=1-P(AnBNC)=1-(1-p,)A-p,)2-p,)

%
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32)
Sejam os eventos:

A = A falhar

B = B falhar

C=A-B = A falhar sozinho

D=B-A = B falhar sozinho

P(A)=0,20 P(AnB)=0,15 P(D)=0,15

a) B=(B-A)u(AnB)=DU(AnB)= P(B)=P(D)+P(AnB)=
=0,15+0,15=0,30
P(AnB) 015
P(B) 030
b) A=(A-B)u(AnB)=CU(AnB)=P(A)=P(C)+P(AnB)=
= P(C)=P(A)-P(AnC)=0,20-015=0,05

P(AB)= 0,50

33)

Seja P,(a) a probabilidade de que A tenha a desarranjos, P,(b) a de que a B tenha

b desarranjos e P(a,b) a probabilidade de que A tenha a desarranjos e B tenha b
desarranjos, conjuntamente. Como as maquinas funcionam independentemente,
tem-se P(a,b)=P,(a)Pg(b). A tabela abaixo, chamada de Distribuicdo Conjunta de

Probabilidades, apresenta, em suas células, essas probabilidades.

A

0 1 2 3 4 5 6
0,03 | 0,06 | 0,09 | 0,06 | 0,023 | 0,021 | 0,012 | 0,3
0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,02 | 0,009 | 0,009 | 0,004 | 0,1
0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,02 | 0,009 | 0,007 | 0,004 | 0,1
0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,02 | 0,009 | 0,007 | 0,004 | 0,1
0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,02 | 0,009 | 0,007 | 0,004 | 0,1
0,015 | 0,03 | 0,045 | 0,03 |0,0135| 0,0105 | 0,006 |0,15
0,015 | 0,03 | 0,045 | 0,03 |0,0135| 0,0105 | 0,006 |0,15

Pa(a) 0.1 0,2 0,3 0,2 0,09 0,07 0,04 1

Ps(b)

vs)
oo~ WIN|FL|O

Para determinacdo das probabilidades pedidas, basta identificar na tabela os
pares (a,b) que satisfazem as condi¢des especificadas e somar as probabilidades
P(a,b) correspondentes. Veja a solugdo do item a e, para os demais, é sé seguir o
mesmo procedimento.



a) A={(a,b)a=b}={(00),(LD),....(6:6)}= P(A) = P(0,0)+ P(LY) +...+ P(6,6) =

Estatistica e Probabilidade

=P, (0)P,(0)+ P,()P, (1) +...+ P, (6)P, (6) = 01x 0,3+ 0,2x 01 +...+ 0,04 x 0,15 =
=0,03+0,02+...+ 0,006 = 0,1255

A
Pa(b
0 1 2 3 4 5 6 s(b)
o | 0,03 | 006 | 0,09 | 006 | 0,023 00210012] 03
1 | 001 | 002 | 003 ] 002 | 0,009 | 0,009 |0004]| 01
2 | 001 ] 002|003/ 002 |0009]| 0007 |0004]| 01
B| 3 [ 001 002 003 002 | 0009|0007 |0004]| 01
4 | 001] 002 003 | 002|000 | 0007 |0004] 01
5 |0,015| 0,03 | 0,045 | 0,03 |0,0135|0,0105| 0,006 | 0,15
6 |0015| 0,03 | 0,045 | 0,03 |0,0135|0,0105| 0,006 | 0,15
Pa@ | 01 | 02 | 03 | 02 | 0,090 | 0,07 | 0,04 | 1
b) A ={(ab)a+b<4}
A, :{(a,b)|a+b<5}
c) A={(a,b)la>b}
d) A={(a,b)b=2a}
e) A ={(a,b)p=2)}
A, ={(a,b)b=4)}
P(A,)
ANA =A =PAA)=—"2
P(A)

f) A ={(a,b)min(a,b)=3}
A, ={(a,b)jmin(a,b) < 3}

9) A ={(a,b)max(ab) =3}
A, ={(a,b)jmax(a,b) > 3}



8B
Francisco de Assis Amaral Bastos

34)

a) S={, IV, V) (1L,VD;(1L,VID; (V) (VD (VD (HE IV VDD
UIRVYAYDRUIRD)

b) C ="o viajante passa porC" D ="o viajante passa por D"
P(C)=0,4x0,2+0,4x0,2+0,2x0,3x0,4+0,2x0,3x 0,6 =0,22
P(D)=0,4x05+0,4%x0,5+0,2x0,3x0,6 =0,436
P(C~D)=0,2x0,3x0,6 =0,036
P(CuD)=P(C)+P(D)-P(CnD)=0,22+0,436 —0,036 = 0,62

35)

51 6 1 11
a) P(A A, ou AA;) =P(AA,)+P(AA) = PPy, + PoPas :z'§+z'§:g

b) P(AAA)=P(AAA ou A, A A ou AAA) =P(AAA)+P(AAA)+P(AAA) =
5 , 6 (1}2 10 (7)2 6 490 544

= + + =—04+— ||+ 2| =—F+—=—"—
PP Pryt P2P22 P, + P3PssPss 21 2113 2119 189 1701 1701
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Capitulo

Variaveis Aleatorias

Introducao

No planejamento de qualquer atividade, diversas varidveis estdo
envolvidas e seus “comportamentos” tém influéncia decisiva neste planejamento.
Por exemplo, ao se dimensionar uma central de atendimento, a quantidade de
usuarios (cliente) que procuram o servico e o tempo que o(a) atendente (servidor)
necessita para o atendimento s3o fundamentais. E evidente que, dependendo do
tipo de servico que serd oferecido, essas varidveis tém quantidade média de
demanda e tempo médio de atendimento diferentes. Mas, dentro de
pressupostos razodveis, podemos considerar que elas tém o mesmo modelo de
comportamento (para a mesma varidvel), independentemente do tipo de servigo
oferecido. Assim, passa ser interesse do planejador conhecer que tipo de modelo
genérico tem o servico de uma central de atendimento, restando a ele, entdo, a
determinacgao dos valores dos parametros, por exemplo a média, que determinam
o modelo para situagdes especificas.

Os comportamentos dessas varidveis, chamadas de VARIAVEIS
ALEATORIAS, sio dados em termos de probabilidade e os modelos que os
representam s3o chamados de MODELOS PROBABILISTICOS e permitem que se
determinem as probabilidades de que elas (varidveis) assumam determinados
valores de interesse como, por exemplo, a probabilidade de que o tempo de
atendimento seja superior a 5 minutos. Retornando ao caso do langamento de
uma moeda podemos determinar um modelo probabilistico que represente
qualquer situacdo semelhante, tendo como parametros a quantidade de
lancamentos e a probabilidade de se obter cara em um uUnico langamento. Assim,
de forma semelhante, no caso da fabricacdo de pecas, conhecendo-se a
probabilidade de que uma peca fabricada seja defeituosa, podemos calcular, por
exemplo num lote de 100 pecas, qual a probabilidade de que no maximo 10 sejam
defeituosas.
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Formalmente, vamos definir a Varidvel Aleatéria como uma fungao X que
associa os elementos do espaco amostral de um experimento aleatério a um
numero real, ou seja:

X:S—>R

Uma variadvel aleatdria pode ser discreta, quando seu espaco amostral
(possiveis valores) S, é discreto (finito ou finito enumeravel) ou continua, quando

seu espago amostral S, € continuo (infinito).

Importante

e Se 0 espago amostral S do experimento que da origem a variavel aleatéria for
discreto, o espago amostral da variavel também sera discreto;

e Se S for continuo, SX podera ser continuo ou discreto. Por exemplo, ao se

testar uma lampada e anotar o tempo até que ela queime, S é continuo. Se X
é a variavel que associa o tempo obtido a ele préprio, entdo Sx também é

continuo, correspondendo ao préprio S, ao passo que, se classificarmos uma
lampada como defeituosa se ela durar menos que 100 horas e como boa se
durar 100 horas ou mais, podemos associar os tempos inferiores a 100 ao
valor O (defeituosa) e os tempos maiores ou iguais a 100 ao valor 1 (boa).
Neste caso, S, € discreto.

Se X é uma varidvel aleatéria com espago amostral finito, SXZ{Xl,XZ,...,Xn},
ou infinito enumeravel, Sx:{xl,xz,...,xn,...}, entdo X é do tipo discreto, com:

) 0<P (X =x)<1
2) Y P (X =x)=1
i=1
Onde P, (X = X;) € a probabilidade de que a varidvel X assuma
determinado valor X;.
EXEMPLO 2.1.2[1]

Seja o experimento que consiste em lancar uma moeda 3 vezes e X a
varidvel aleatédria que da a quantidade de caras obtidas nos 3 lancamentos.
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C =cara, K=coroa

S = {KKK,KKC,KCK,CKK,KCC,CKC,CCK,CCC}
X(KKK)=0  X(KKC) = X(KCK) = X(CKK) =1
X(KCC) = X(CKC) = X(CCK) =2 X(CCC)=3
S,={0,1,2,3}

A probabilidade de que a varidvel aleatdria X assuma algum valor é dada
pela probabilidade dos eventos de S (espaco amostral do experimento que
originou X) associados ao resultado desejado de X.

No exemplo 2.1.2[1], considerando S equiprovavel, as probabilidades de se
obter exatamente O caras, 1 cara, 2 caras e 3 caras sao dadas por:

P, (X =0) = P(kkk)%; P, (X =1) = P(CKK, KCK,KKC) =

| w

1

N

P, (X =2) = P(CCK,CKC, KCC) =§; P, (X =3)=P(CCC
0<P, (X=x)<1,x=0123

4

ZPX(X—XI)——+§+§+1=1

i 8 8 8 8
Observagoes

e Se B é um evento de SX (espago amostral da variavel aleatdria), sua imagem inversa,

denotada por X-l(B) é o evento A de S (espago amostral do experimento aleatdrio) que

tem seus elementos associados a B, no exemplo apresentado (2.1.2[1]), o evento de SX

, B="obter no maximo 1 cara”, B={0,1}, tem como imagem inversa o evento de S,
A={KKK,KKC,KCK,CKK}, ou seja, X'l({O,l})={KKK,KKC,KCK,CKK};

e Assim, na observacdo de uma variavel aleatdria, a probabilidade de que ocorra um
evento B, ou seja, seu valor X pertenca ao subconjunto B, PX(XEB), é dada pela

probabilidade de suaimagem inversa no experimento que originou X: PX(XEB)=P(X-1(B))

ou, simplesmente, P, (B)=P(X " (B)).

63
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EXEMPLO 2.1.2[2]

Seja o experimento E = lancar uma moeda até se obter uma cara (C). Qual
a probabilidade de serem necessarios no maximo 3 langamentos para obtengao
de uma cara ?

X = quantidade de langamentos
até se obter uma cara

B ={1,2,3}; X }(B) ={C,KC, KKC}
P(Xy £3)=P(B)=P(X"(B)) =
= P(C,KC,KKC) = P(C) + P(KC) + P(KKC) =

No caso discreto, a Distribuicdo de Probabilidade de uma variavel aleatdria
X é uma tabela que associa os possiveis valores de X as suas respectivas
probabilidades. No langamento da moeda 3 vezes, com X = quantidade de caras
(exemplo 2.1.2[1]), temos (a partir deste ponto vamos utilizar a notagdao P(X=Xx)
no lugar de P, (X=x)):

Xi P(X:Xi)

0 1/8

1 3/8

2 3/8

3 1/8
SOMA 1
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EXEMPLO 2.1.2.1[1]

Construa a Distribuicdo de Probabilidade do exemplo 2.1.2[2] e verifique

gue ela atende as condicbes para que seja realmente uma Distribuicdo de
Probabilidade.

Xi P(X=x;)

1 1/2

2 1/4

3 1/8

4 1/16
SOMA 1

12 condigao: P(X =x) :[%) =2—1X,X =12,...= 0<P(X =x) <1 (satisfeita)

> 1 1 1 1 1/2
22 condicdo: ) P(X =X%)==-+=+—-+—+...=——— =1 (satisfeita)
iz:l: 2 4 8 16 1-1/2

PG com a1=% e q=%

A Fungdo Densidade de Probabilidade é um modelo matemadtico, chamado
de MODELO PROBABILISTICO que representa o “comportamento” das variaveis
aleatérias. No caso discreto, € uma fungao que, se aplicada a um valor X, resulta
na probabilidade da variavel aleatdria X assumir este valor:

f:R>R

PX =X), X=X, X, 000X 500
f(x):{ (X =%, x=x,%,

0 s XZ Xy Xy yeers Xy gees

1) 0< f(x) <1

2) 3 f(x) =1
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EXEMPLO 2.1.2.2[1]

No langamento da moeda 3 vezes com X = quantidade de caras (exemplo
2.1.2[1]) , temos:

(SJ 1
= x=0123
f(x)=<{x) 8

0 x#012,3

Importante

A Funcdo Densidade de Probabilidade é definida para todos os Reais, mesmo para
variaveis discretas. Veja que, no caso do langamento da moeda 3 vezes com X = nimero
de caras (exemplo 2.1.2[1]), a probabilidade de que X assuma um valor diferente de
0,1,2 ou 3 é zero, por exemplo, a probabilidade de aparecerem 5 caras é zero, bem como
a de aparecerem 2,5 caras: f(5)=0 e f(2,5)=0.

Grafico de f(X):
f) 4
3/8}----- *-----9

1/8 §-----1-----q-moe T

As funcdes densidade de probabilidade sdo extremamente Uteis, para
generalizar o comportamento de varidveis aleatdrias que seguem um
determinado padrao. Por exemplo, consideremos o lancamento de uma moeda n
vezes. Podemos, entdo, determinar a funcdo densidade de probabilidade para
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este caso genérico (n lancamentos) e, a partir dela, calcularmos as probabilidades
da varidvel X=quantidade de caras, para qualquer nimero de lancamentos da
moeda.

3) 1
No caso de 3 lancamentos (exemplo 2.12.1[1]), a expressao ( jg pode
X

3 : . . ,
ser escrita como ( j(%} , onde 3 é a quantidade de lancamentos e % éa
X

probabilidade de se obter cara em um Unico lancamento da moeda. Por analogia,
se a quantidade de lancamentos for n, o 3 sera substituido por n e a funcao

densidade passa a ser:
ny (1)
= x=0.12,...,n
f(x)= (X] (ZJ

0 x#012,..,n

Assim, no lancamento de uma moeda 10 vezes, a probabilidade de
obtermos 4 caras sera dada por:

10 10

Agora, suponha que a probabilidade de se obter cara num Unico

lancamento de uma moeda seja % e nao % Qual a expressdo de f(x) para n

langamentos dessa moeda ?

. (n) (1Y" . n) (1Y(1\""
A expressao .| = | pode ser escrita como 4=1]1=] ,ondeo
X 2 X 2 2

primeiro % é a probabilidade de cara, resultado de interesse, e o segundo é a

probabilidade de coroa, veja que essas probabilidades s3ao complementares.

. . 2 1 o
Assim, se a probabilidade de cara agora for 3 a de coroa sera 3 e a expressao

para f(x), em nlangamentos, por analogia, passa a ser:

n 2 X 1 n—x
f(x) = @[gj (Ej x=012,..,n

0 x=012,...,n

Enfim, a situagdo acima pode ser generalizada para o caso de n repeti¢cdes
independentes de um experimento com apenas dois resultados possiveis,
S=sucesso e F=fracasso, com probabilidades P(S)=p e P(F)=1-p=q. Assim, a
varidvel aleatdéria X=quantidade de sucessos nas n repeticdes tem Funcdo
Densidade de Probabilidade dada por:
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A =
\//_f Sugestao

Construa o
grafico de f(x)

n
Q" x=012,...
f(x) = [x}p e X "

0 x#012,..,n

A varidvel aleatéria descrita acima é dita ter DISTRIBUICAO DE
PROBABILIDADE BINOMIAL com parametros n e p, denotando-se por X~B(n,p).
Mais adiante este modelo probabilistico sera visto detalhadamente.

Observagao

Os parametros de um modelo probabilistico sdo os elementos da fungdo cujos
valores sdo necessarios e suficientes para se determinar a expressao especifica para
uma situagao particular. No caso do modelo Binomial, é preciso conhecer os valores
de n e p, veja que o valor de g é determinado por p, pois sdo complementares.
Portanto, n e p sdo seus parametros.

EXEMPLO 2.1.2.2[2]

Retornando ao exemplo 1.2.1[1], no caso em que as probabilidades de que

certo tipo de peca tem probabilidades i, 3, 2 e 1 de apresentar 0,1,2 ou 3
10 10 10 10

defeitos. Seja X a variavel aleatdria que da a quantidade de defeitos de uma peca

comprada (selecionada) ao acaso. Determine a Distribuicdo de Probabilidade e a

Funcdo Densidade de Probabilidade de X. Qual a probabilidade de que uma peca

apresente pelo menos um defeito ?

DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE:

Xi P(X:Xi)
0 4/10
1 3/10
2 2/10
3 1/10
SOMA 1

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE:

4—x
f(x)=< 10
0,x#0123

,Xx=01,2,3



PROBABILIDADE DE PELO MENOS UM DEFEITO:

3 2 1 6
PXz2D)=fQ)+fQ)+f@)=—+—+—=—
X=D=1fM+1@+TC)=15+1"10" 10

Ou, pela propriedade do complementar
4 6
P(X=21)=1-P(X=0)=1-f(0)=1-—=—
( ) ( ) (0) 0-10

EXEMPLO 2.1.2.2[3]

Estatistica e Probabilidade

Uma urna contém n bolas numeradas de 1 a n. Duas bolas, (a,,a,), sdo

retiradas ao acaso da urna, sucessivamente e com reposicdo. Seja X a variavel que
dd a soma dos numeros das bolas retiradas. Considerando o espaco amostral
equiprovavel, determine a Distribuicdo de Probabilidade e a Funcdo Densidade de

Probabilidade de X.

Os resultados possiveis do experimento, e as respectivas somas sao:

POSSIVEIS RESULTADOS

(1,2) (2,1) (3,1) (4,1) (n,1)

(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (n,2)

(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (n,3)
@n2) | @n2) | Gn-2) | @n-2) (nn-2)
a,n-1) | 2,n-1) | (3,n-1) | (4,n-1) (n,n-1)

(1,n) (2,n) (3,n) (4,n) (n,n)

SOMAS

2 3 4 5 n+1

3 4 5 6 n+2

4 5 6 7 n+3

L | N | L | ne 2n-2

n n+1 n+2 n+3 2n-1

n+1 n+2 n+3 n+4 2n

DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE:

A quantidade de resultados possiveis do experimento é n?, e os valores
possiveis da varidvel X sdo 2,3,4,...,n,n+1,n+2, ... 2n. Observe que a soma 2 aparece
1 vez, a 3 aparece 2 vezes e assim até a soma N-1 que aparece N-2 vezes, a soma n
aparece n-1vezes e a soma n+1 aparece n vezes. A partir de entdo, a soma n+2
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&

Verfifique que
a somade
P(X=x)=1

Desafio

tﬂ:{é

\//-f

e Estipule um valor
para n e verifique
a validade da
Distribuicdao de
Probabilidade e
f(x) encontradas e
construa o gréfico
de f(x)

e Determinea
Fungdo Densidade
de Probabilidade
da variavel do
exemplo
2.1.2.1[1] e
construa seu
grafico

Sugestoes

aparece n-1 vezes, a soma n+3 aparece n-2 vezes, até a soma 2n que aparece 1

vez. Assim, a distribuicdo de probabilidade de X sera:

X Px(X=x) X Px(X=x) X Px(X=x)
2 1/n? n (n-1)/ n? 2n-1 2/ n?
3 2/ n? n+1 n/ n2 2n 1/ n?
4 3/ n? n+2 | (n-1)/ n? SOMA 1
n-1 | (n-2)/n? 2n-2 3/ n?

FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE:

Para os valores de 2 a n+1 é fécil verificar que o numerador de f(x) é x-1.
Para os valores de n+2 a 2n, basta escolher dois pares quaisquer, por exemplo
(n+2,n-1) e (n+3,n-2) , e determinar a reta que passa por esses pontos. Assim, a
Funcdo Densidade de Probabilidade de X sera dada por:

X 2340041
n
f(x)= _X+—§n+1,x: n+2,n+3,..2n—1.2n
n
0,x=234,...2n

A Fungao Distribuicao Acumulada de Probabilidade, em ambos os casos,
discreto ou continuo, é uma fung¢do que, se aplicada a um valor X, fornece a
probabilidade da variavel aleatéria X assumir um valor menor ou igual a X:

F:R>R
F(xX)=P(X £Xx)

No caso discreto temos:

F(X) =D P(X =x)

X; <X
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EXEMPLO 2.1.2.3[1]

No exemplo 2.1.2[1], referente ao lancamento de uma moeda 3 vezes, com
X=quantidade de caras, temos:

X; P(X=x) P(X<x))

0 1/8 1/8

1 3/8 4/8

2 3/8 7/8

3 1/8 1

SOMA 1 -

F(x)= ZP(X—x) Zf(x) Z[ J
F(0)=P(X <0)=P(X =0) =+
F()=P(X<)=P(X =0)+P(X =1) = 1 g:g

F(2)=P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X = 2):% §+g:g
FR)=P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)=

1 3 3 1

=—+—+—+=—=1

8 8 8 8

Importante

Da mesma forma que a Fungdo Densidade, a Fungdao de Distribuicdo também é
definida para todos os reais. Assim, se X<0 = F(x)=0, se 0<x<1 = F(x)=1/8, se 1<x<2
= F(x)=4/8, se 2<x<3 = F(x)=7/8 e se x=3 = F(x)=1. Por exemplo, F(-1)=0,
F(0,8)=1/8, F(1,5)=4/8, F(2,1)=7/8 ¢ F(5)=1

Gréfico de F(X): S \J://_%
ugestio

Determine a
Funcdo Distribuicado
Acumulada de
Probabilidade das
variaveis dos
exemplos
2.1.2..2[2] e
2.1.2.2[3] e
1/8 construa seus

3 x graficos

Fx) A
1

7/8 ¢

4/8 L d

A 4
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No caso discreto, a Esperanca Matematica de uma varidvel aleatdria X é
definida como:

E(X) = ZXiP(X = Xi)
i=1
A esperanga matematica de uma fungao de X, g(X), é dada por:

E(Q(X) = X 9(4)P(X =x)

EXEMPLO 2.1.2.4[1]

Para o lancamento da moeda 3 vezes, com X=quantidade de caras
(exemplo 2.1.2[1]), temos:

TR

N7

N Sugestdo 4 1 3 3 1 12 3
Cocie B0 =2 XPIX=X) =0 gt 2935 =% =
Espera?g?a 4 1 3 3 1 24
Matematica E(XZ):ZXiZP(X:Xi)zoz._+12._+22._+32._:_:3
das variaveis — 8 8 8 8 8

dos exemplos
2.1.2.2[2] e
2.1.2.2[3]

Observagoes

e E facil verificar que a Esperanca Matematica é a média aritmética dos valores da
variavel X, ponderados por suas probabilidades e determina a média dos valores
observados de X em repetidas realiza¢Ges do experimento. Por exemplo, a quantidade
de pessoas que acessam uma determinada pagina na internet em um més é uma
variavel aleatdria e sua Esperanca Matematica é a média mensal de pessoas que
acessam a pagina, ao longo do tempo;

e A unidade da Esperanga Matematica é a mesma da variavel. Por exemplo, se a variavel
é dada em centimetros (Cm), a Esperanca Matematica também é dada em cm.

EXEMPLO 2.1.2.4[2]

Retornando ao exemplo 1.2.1[1], no caso em que as probabilidades de que

certo tipo de peca tem probabilidades 1‘; 3 2 e 1 de apresentar 0,1,2 ou 3

1010 10
defeitos. Qual a média de defeitos por peca fabricada ? O fabricante vende uma
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peca por R$50,00, mas devolve ao comprador R$2,00 por cada defeito
apresentado. Qual a receita liquida esperada pelo fabricante, por peca ?

MEDIA DE DEFEITOS:

10 10 10 10

RECEITA LIQUIDA ESPERADA:

Distribuigdo de Probabilidade da Receita Liquida R

r=50-2x P(R=r)
50-2x0=50 P(R=50)=P(X=0)=4/10
50-2x1=48 P(R=48)=P(X=1)=3/10
50-2x2=46 P(R=46)=P(X=2)=2/10
50-2x3=44 P(R=44)=P(X=3)=1/10

E(R) =50 2 1 48x > 4+ 46x 2 + 4%~ - 200 144 92 44 480 pqpg 00
10 10 10 10 10 10 10 10 10

por peca

A variancia de uma variavel aleatdria, tanto no caso discreto como no
continuo, é definida como:

V(X)=EX-EX)[ ou V(X)=E(X*)—{E(X)}

Observagoes

e Lembrando que a Esperangca Matematica é a média dos valores da varidvel aleatéria e
analisando a defini¢do de Variancia, verificamos que V(X) é a média das distancias (ao
quadrado) dos valores de X em relagdo a sua média E(X);

e O enunciado acima mostra que a Varidncia € uma medida indicativa do grau de dispersdo
(variabilidade) dos valores da varidvel em torno de sua média, ou seja, quanto mais dispersos
forem os valores (grandes distancias em relacdo a média), maior sera a Variancia;

e A raiz quadrada da variancia, da-se o nome de Desvio Padrdo, denotado por Oy .Também
. A 2
é comum denotar a Varidncia por Oy e a Esperanga por iy .

e Aunidade da variancia é a unidade da variavel ao quadrado e a do desvio padrdo é a mesma
da variavel. Por exemplo, se a varidvel é dada em centimetros (Cm), a variancia é dada em
cm? e o desvio padrio é dado em cm.
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EXEMPLO 2.1.2.5[1]

No langamento da moeda 3 vezes, com X=quantidade de caras (exemplo
2.1.2[1]), temos:

py. =E(X?)=3

=V(><>:E(x2)—[E(><)]2=3—[§j -3

Considerando o exemplo 2.1.2.4[2], qual a varidncia e o desvio padrdo da
guantidade de defeitos e da receita liquida ?

EXEMPLO 2.1.2.5[2]

E(X)=1
E(X2)=02xi+12x£+22x£+32xi=2
10 10 10 10
V(X)=E(X?)—{E(X)}=2-1*= oy, =1
E(R)=48
E(R2)=502xi+482><i+462 2 L A4? 1 10000+6912 4232 1936
0 10 10 10 10 10 10 10
_ 23080 2308
10

V(R) = 2308 - 48% = 2308 — 2304 = 4,00 (R$°) o = R$2,00

3 Variaveis Aleatorias Continuas

Diz-se que uma varidvel aleatdria X é continua se seu espago amostral S, é

um intervalo ou a unido de intervalos reais.

3.1 Fungao densidade de probabilidade - f(x)

Se X é uma variavel aleatéria continua, sua Funcdo Densidade de
Probabilidade é uma funcdo satisfazendo a:
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1) f(x)>0 vx eSS,
2) f(x) =0 VxeS,

3 [ fx)dx=1

Observagoes

e A condicdo 3 indica que a drea total sob f(x) é igual a 1, o que é equivalente ao caso
discreto, no qual a soma de todas as probabilidades P(X=x) também é igual a 1.

e Para varidveis discretas, o calculo de probabilidades e de suas medidas caracteristicas
(esperanca e variancia) sdo feitos através de somas. Para as varidveis continuas esses
calculos sdo através de areas (integrais)

o Diferente do caso discreto, a fungdo densidade de uma varidvel continua aplicada a um
valor X ndo resulta em P(X=x). No caso continuo P(X=x)=0

Para variaveis continuas, as probabilidades serdo determinadas por areas
sob f(x), lembrando que a area total é igual a 1 (condigdo 3), assim, a area sob a
curva em determinado intervalo [a,b] é a probabilidade de que X assuma um valor
dentro deste intervalo:

+o0 fx)
[ fodx=1 _—

P(a<X<b)

[ f(9dx=P(a<X <b)

Importante

Como consequéncias do enunciado acima, tem-se:

1y P(a< X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b)
mpazgszsxs@:fﬂmmzo

EXEMPLO 2.1.3.1[1]

O diametro (cm) de certo tipo de cabo é uma variavel aleatéria com Fungao

) . 2x 0<x<1 o
Densidade de Probabilidade dada por f(x) = . Construa o grafico de
0 x¢[01]]

f(x). Verifique que f(X) realmente é uma Fungdo Densidade de probabilidade. Qual
a probabilidade de que um cabo selecionado (comprado) ao acaso tenha didametro
entre 0,25cm e 0,75cm ?
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GRAFICO DE f(x)

fx)A
2

>

0 1 %
VERIFICACAO DE QUE f(x) E UMA DENSIDADE DE PROBABILIDADE
12 condicdo

Para x<0 ou x>1=f(x)=0 (definigdo da fungdo). Para xe[0,1]=x>0=2x>0
(satisfeita)

22 condicao
2x2 |

+00 1
Pela integral: LO f(x)dx= _[OZXdX = > =1.

0

Pela area da figura(triangulo): %xlx 2 =1 (satisfeita)

PROBABILIDADE DE 0,25<X<0,75

3/4

3)_ 314 2x2

1 1
Pelaintegral: P| =< X <— 2XdX = — -
4 4 114 2 2

1/4

1(3 1}

J— 7+7

<§J:u 1
2 2

1
Pela area da figura(trapézio): P[Z <X< 2

Importante

A probabilidade P(0,25<X<0,75)=1/2, na pratica, corresponde a
afirmar que cerca de 50% das pecas fabricadas tém diametro
entre 0,25cm e 0,75cm
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Da mesma forma que no caso discreto, a Funcdo de Distribuicdo
Acumulada de uma varidvel continua é dada por F(X)=P(X<x), entdo:

FO)=P(X <x) = f(t)et

OBS: f(t) tem a mesma expressao de f(X)

EXEMPLO 2.1.3.2[1]

Retornado ao exemplo 2.1.3.1[1], onde a variavel aleatdria X (didametro de
um tipo de cabo) tem funcdo densidade de probabilidade dada por

2x  xe[0]] x o .
f(x) = , sua funcdo de distribuicdo acumulada sera dada por:
0 xel0]]

Xx<0=>F(x)=[ 0dt=0
0<x<l= |:(x)=f00|t+j:2tdt=0+x2 e

0 1 X
x>1 F(x):fi 0dt+j02tdt+jl 0dt=0+1+0=1

0 x<0
Entdo: F(x)=1<x* 0<x<1
1 X>1

Observagao

Se X é uma varidvel aleatdria, discreta ou continua, e F(X) a fun¢do de
distribuicdo de X, entdo:

1)0<F(X)<1 VvxeR

2)sex<y FX)<F(y)

3) limF®=0e |jmFx=1
Importante

o A probabilidade P(a<X<b) pode ser calculada a partir da Fung¢&o Distribuicdo
Acumulada de Probabilidade: P(a<X<b)=F(b)-F(a)

e Assim, uma vez determinada F(x), ndo é mais necessaria a operagdo de calcular
a integral de f(X) toda vez que se for calcular determinadas probabilidades
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EXEMPLO 2.1.3.2[2]

Ainda utilizando o exemplo 2.1.3.1[1], onde a varidvel aleatéria X
(didametro de um tipo de cabo) tem funcdo densidade de probabilidade dada por

2x  xe[0]] . :
f(x) = , @ probabilidade de que um cabo selecionado ao acaso
0 xel0]]

tenha didametro entre 0,25cm e 0,75cm pode ser calculada da seguinte forma:

0 x<0 ) )
F(X)=1{x* 0<x<1 P 1ngE =F 3 _F( 1) )yt 1
4 4 4 4) \4 4) 16 16 2
1 x>1

Para as varidveis continuas, a esperanca e variancia, cujos significados ja
& foram abordados no caso discreto, sao determinadas pelas expressoes seguintes:

2
@El DESAFIO E(X)= f:xf(x)dx

Mostre que

E[X - EQJ = Efg()1= " 9()- f(x)dx

=E(X*)-[E(X)]
V(X)=E[X —E(X)]" ou V(X)=E(X*)-[E(X)]

EXEMPLO 2.1.3.3[1]

Retornado ao exemplo 2.1.3.1[1], no qual a varidvel aleatéria X (diametro
de um tipo de cabo) tem funcdo densidade de probabilidade dada por

2X xel(01
f(x) :{ [ % , a esperanca e a variancia sdo dadas por:

0 xeglol
E(X)= _|'+wxf(x)dx— J'lx2xdx— erzdx—z—x31 _2_ 0,67cm

—o0 0 0 3 . 3 )
E(XZ)—j+wx2f(x)dx—jlx22xdx— 2fx3dx— 2| HESRVITS) —l_(ﬁjz _

1 0,06cm?
18
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Importante

A interpretacdo de E(X) é que, no processo de produgdo deste
tipo de cabo, o didmetro médio dos mesmos é de 0,67cm

Se X é uma variavel aleatodria, discreta ou continua, e C uma constante, as

seguintes propriedades sdo verificadas: e
&
ESPERANGCA VARIANCIA Desafio &1
1) E(X+c)=E(X)*c D V(X £c)=V(X) Demonstre as
2) E(cX) =cE(X) 2) V(cX) =c?V(X) propriedades
da Esperanga
3) E(c)=c 3 V(c)=0 e da Variancia
EXEMPLO 2.1.4[1]

Seja X uma variadvel aleatdria continua com Func¢do Densidade de
Probabilidade dada por:
1+x 4<x<0
fx)=<1-x 0<x<1
0 X¢e [-11]

Calcule E(X), E(X?), E(X+2) e E(2X?)

E(X)= I_le(1+ x)dx+jolx(1—x)dx= 0 EX+2)=E(X)+2=0+2=2

2y (0.2 L, 1 -~ o1 1
E(X )_LX (1+x)dx+j0x(1—x)dx_€ E(2X?)=2E(X )_2'€_§

Calcule V(X), V(X+2) e V(2X)

E(X)=0 . .
L1 VX)) ==-02==
E(X7)=7 6 6

VX +2)=V(X) = T

V(2X) = 22V(X) = 4-

olm @
w|nN
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EXEMPLO 2.1.2.4[2]

Retornando aos exemplos 2.1.2.4[2] e 2.1.2.5[2], no caso em que as

probabilidades de que certo tipo de peca tem probabilidades i i 3 e i de
10 10 10 10

apresentar 0,1,2 ou 3 defeitos e fabricante vende uma peca por R$50,00, mas
devolve ao comprador R$2,00 por cada defeito apresentado. A receita liquida
esperada e a variancia podem ser calculadas da seguinte forma:

E(X)=1eV(X)=1
A receita liquida pode ser escrita como: R=50-2X

Entdo
E(R)=E(50-2X)=E(-2X +§Q) =E(-2X)+E(50) =-2E(X)+50 =
Y c

= —2x1+50 =48
V(R) =V (50-2X) =V (=2X +50) =V (-2X) = (-2)*V (X) = 4x1=4
Y c

EXEMPLO 2.1.4[3]

Retornando ao exemplo 2.1.3.3[1], no qual a varidvel aleatdria X (didmetro
de um tipo de cabo) tem funcdo densidade de probabilidade dada por

2x  xe[0]] . 3 ,
f(x) = , considere que o custo de manuteng¢do deste cabo é dado
0 xe[0]]

por C=C, +C,X . AEsperanca e Variancia do custo serdo dadas por:

E(X)= 2_ 0,67cm  V(X)= 1 0,06cm®
3 18

2

V({C)=V(C,+C,X)=V(C,X +C,)=V(C,X) =C22 xV (X) =C—2
= 18

E(C)=E(C,+C,X)= E(%+&)= E(C,X)+E(C)=C,E(X)+C, :%+Cl

Y c
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Outras duas propriedades muito importantes da Esperanca e Variancia,
envolvendo n variaveis aleatdrias, X, X,,..., X sdo as seguintes:

o EMX,+X,+..+X,)=E(X)+E(X,)+..+E(X,) para
quaisquer X;, X,,..., X_

o V(X +X,+..+X)=V(X)+V(X,)+..+V(X,) se X,

Xy X 530 independentes

2



&

1
| Desafio

® Determine f(x)

(parta de uma
sequéncia

especifica de
sucessos e
fracassos)

® Mostre que f(x)
satizfaz as duas
condicdes da
definicdo de
Funcdo Densidade
de Probabilidade
(para mostrar que
>f(X)=1 use o
Bindémio de
Newton)
® Determine E(X) e
V(X) (calcule a
Esperanga e
Variancia do
Experimento de
Bernoulli e depois
use as
propriedades da
Esperanga e
Variancia para a
soma den
varidveis aleatdrias
independentes)

Capitulo

Algumas Variaveis Aleatdrias
Discretas

1 Binomial — B(n,p)

Seja E; um experimento com apenas dois resultados possiveis, S (sucesso)

e F (fracasso), tal que P(S)=p e P(F)= 1-p = q. Seja E o experimento que consiste
em repetir n vezes, independentemente, o experimento E,. Seja X a variavel

aleatéria que da a quantidade de sucessos obtidos nas n repeticbes (E, é
conhecido como Experimento de Bernoulli). Entao:

n
X N—X X:011!2’3""'n
0 = (ij |

0 Xx#012,3...,n
E(X)=np V(X)=npq

EXEMPLO 2.2.1[1]

Sabe-se que uma determinada moeda apresenta cara 3 vezes mais
frequentemente do que coroa. Essa moeda é langada 5 vezes. Seja X o niUmero de
caras que aparecem. Estabeleca a densidade de probabilidade discreta de X e
calcule a probabilidade de que o nimero de caras seja maior ou igual a 2 e menor
ou igual a 4. Calcule E(X), V(X) e &

P(C) :% P(K) =

4
5 3 X 1 3-x
f (X) = {(XJ(4J (Zj y X = 0,1,2,3,5
0

,X#012,35
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PR<X<4)=f(2)+f@)+f(4)= @GTGT + @Gﬂg +

5 4 1
4N4)\4 16 64 64 16 256 4
90+270+405 765
1024 1024
E(X)=5-§=E V(X)=5'§-E=E o= E:@
4 4 44 16 16 4

Seja E;, um experimento cujos resultados sejam sucesso S ou fracasso F,

tal que P(S)=p e P(F)=0=1-p. Seja E o experimento constituido da repeticdo,
independentemente, de E, até que ocorra 1 sucesso. Seja X a variavel aleatoria

gue da a quantidade de repeti¢cGes necessarias para se obter 1 sucesso. Entdo:

x—1 _
f(x) = pq x=1223,...
0 x=12.3,...
1
E(X)== V(X)=—
p p

EXEMPLO 2.2.2[1]

Um dado é langado até que apareca um 6. Qual a probabilidade de que no
maximo 6 langamentos sejam necessarios ? Calcule E(X), V(X) e o

1 (5\"
= = x=12,...
x)=16 (6)
0 x=12,...

o6
~ " 6lle) \6) \6) \6) \6) \6
1 5/6 :%36=30 o =+/30

E(X)=175=6 V(X)= 0

o®lF
oo

1
= — :1—
p 5 g

DESAFIO

Determine f(X) (parta
de uma sequéncia
especifica de sucessos
e fracassos)
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&

&
'l Desafio

Determine f(x)
(parta de uma
sequéncia
especifica de
sucessos e
fracassos)

Suponhamos que um experimento E, tenha como resultados sucesso (S)

ou fracasso (F), com P(S)=p e P(F)=1-p=q. Seja E o experimento que consiste em
repetir o experimento E,, independentemente, até que r sucessos ocorram. Seja

X a varidvel que da a quantidade de repeticdes necessdrias até que ocorram r
sucessos. Entdo:

X=L) g X=rr+1r+2
) ={lr-gP & FERIERIES
0 , XZELr+1r+2,...

EX)=r- vx)=r-4
p p

EXEMPLO 2.2.3[1]

Um dado é lancado até que o numero 6 apareca 3 vezes. Qual a
probabilidade de que exatamente 6 lancamentos sejam necessarios ? Calcule
E(X),V(X) e o

1 1 5 X1 .(ljs.[ﬁjx_s X=345
I’=3 p:E q::l_-gzg f(X): 3_1 6 6 y Dy

0 X#345,...
x—1 x3
= [§j X=345,
= f(x)= 2 216 \ 6
0 X=345,
6—1 6-3 5 3
PX —6)— .L.(Ej _ .L.@ o L 125 _ 1250
2 216 \ 6 2) 216 \ 6 216 216 46656

1 % 5
E(X)=3-—=18 V(X)=3'(—f=3.€-36=90 o =+/90

G %

Suponha que se tenha N objetos, dos quais R sdo de um tipo 1 e N-R de
um tipo 2. Uma amostra ndo ordenada de extensdao n<N é retirada ao acaso, sem
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reposicdo. Seja X a varidvel aleatdria que da a quantidade de objetos do tipo 1 na

amostra. Entdo:
(RJ(N _RJ
X\ n—X
-~ 7 x=012,....n

f(x)= N
)

0 x#012,...,n
N —-n R N-R
E(X)=n V(X)=npg-—— =— =1l-p=——
(X)=np V(X)=npg-T— p=_r q=1l-p=—r
Observagoes

e Veja que se a amostra for retirada sucessivamente (ordenada) com reposicdo,
resulta numa Distribui¢do Binomial com parametros n e p=R/N, pois a cada
retirada, a probabilidade de se retirar um objeto do Tipo 1 permanece a
mesma

e A amostra com reposi¢do tem a propriedade de tornar a populagdo (objetos

na urna) infinita assim, com n fixo, se N tende a infinito a expressdo M
N-1
tende a 1 e V(X) passa a ser npg, que é a variancia da B(n,p)

EXEMPLO 2.2.4[1]

Uma urna contém 15 bolas, sendo 10 brancas e 5 vermelhas. Uma amostra
de extensao 4, ndo ordenada e sem reposicao, é retirada ao acaso da urna. Seja X
a variavel aleatéria que dd o numero de bolas vermelhas na amostra. Determine

a densidade f de X. Calcule P(X=3), E(X), V(X) e o

N=15 R=5 n=4

1 0 B (1)

_ P(X =3)= _ =
9 (13 (x=3) [15j 91
4
0 X 01234
5 1
E(X)=4. > ==
K)=415=3
V(x)=4.2.10 15-4 8 11_8 4 o, = |2

15 15 15-1 9 14 126 63 63
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Seja X uma variavel aleatéria discreta assumindo os valores 0,1,2,...,n,..., se
sua densidade de probabilidade for dada por:

e
F)=1 0 XTO0b2an..

0 , X#012,...,n,...

E(X)=4 V(X)=4
Entdo X é dita ter distribuicdo de Poisson com parametro A>0.
EXEMPLO 2.2.5[1]
A meédia anual de acidentes em um determinado cruzamento no horario
de pico é igual a 3. Se essa quantidade X tem distribuicdo de Poisson, qual a

probabilidade de, num determinado ano, acontecer pelo menos um acidente no
horario de pico ?

e—33x
123 f(x)= T , Xx=012,...,n,...
0 , X#0,12,....n,...
E(X)=3 V(X)=3
e7330
P(X>1)=1-P(X =0)=1— 5 =1-e"=1-0,0498 = 0,9502

Suponha uma varidvel aleatéria B(n,p), com n grande e p pequeno. Por
exemplo, n=1.000 e p=0,0001. A probabilidade de que X seja igual a 5 sera dada
por:

1000 X 1000-x
0,0001°0,9999™%°°* | x =01,2,...1000
f(x)=4 x

0 , Xx=0,1,2,...1000

1000
P(X =5) =  (5) :[ : ]0,000150,9999995
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Observa-se que o calculo das probabilidades nesta situacdo torna-se
bastante dificil, que pode ser contornado aproximando-se a Distribuicdo Binomial
pela de Poisson, ou seja, quando n é grande e p pequeno, as probabilidades da
Binomial, B(n,p), correspondente podem ser aproximadas por uma distribui¢do de
Poisson com parametro A=np:

e
f(x)= T , x=012,...,n,...

0 , Xx#012,...,n,...

E(X)=np V(X)=np
A solucdo do problema acima pode, entdo, ser aproximada por:

A=np=1000x0,0001=01
01°¢°*  0,00001x 0,90484

PIX=9)=16)=" 120

=0,0000000754

Observagoes

e Pelo fato de que a aproximagdo da Binomial pela Poisson é possivel quando p é
pequeno e N grande, a Distribuicdo de Poisson também é conhecida como a
distribuicdo dos eventos raros, ou seja, o evento em questdo tem probabilidade
(p) pequena de ocorrer, sendo necessaria uma grande quantidade de repeticGes
do experimento (n) para que ele ocorra.

e Uma boa aproximacdo é obtida quando n>30 e np ou ng<5.

e Veja que se p (probabilidade de sucesso) for grande, a probabilidade de se obter
uma determinada quantidade de sucessos (X) deve ser calculada pela equivalente
quantidade de fracassos (X sucessos = n-X fracassos), com A passando a ser ng.

EXEMPLO 2.2.5.1[1]

Ao decolar de um porta-avides, determinado tipo de avido tem
probabilidade muito pequena, p=0,0002, de se perder por queda no mar. Qual a
probabilidade de dois ou mais acidentes dessa natureza em n=500 decolagens?

01%e™!
A=np=500x0,0002=01 P(X=X)=—"—— ,x=012...
X

P(X>2)=1-P(X <2)=1-[P(X =0)+ P(x.=1)]=
[0,10 e 01 O’lle—o,l
=1- +
o !

] =0,0045
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EXEMPLO 2.2.5.1[2]

A probabilidade de que uma ligacdo telefonica seja bem sucedida é 0,99.
Em 1000 tentativas de liga¢cOes, qual a probabilidade de que mais de 997 sejam
bem sucedidas ?

X =sucessos = Y = n— X = fracassos
10Xe—10
xt
P(X >997)=P(X =998) + P(X =999) + P(X =1000) =P(Y =2)+P(Y =1) +
102 e—lO 101 e—lO 100 e—lO
+ +
2! il 0]

p=099;q=0,01l=A=nq=1000x0,01=10 P(Y =y)=

y=012,...

L P(Y =0)= [ j = 0,002769

Muitos fendmenos podem ser vistos como uma quantidade de ocorréncias
de um evento dentro de um determinado intervalo, ou espaco, continuo. Se o
intervalo for o tempo, podemos ter, por exemplo, a quantidade de chamadas que
chegam a determinada central telefénica, a quantidade de acidentes de transito
em determinado cruzamento, etc. Se o espaco continuo for o volume de agua em
um reservatorio de uma cidade, as ocorréncias podem ser a quantidade de
bactérias dentro deste volume. Podemos ter também a quantidade de falhas
numa peca de um cabo elétrico, aqui o espago continuo é o comprimento da peca.
Um fendmeno com as mesmas caracteristicas dos descritos acima é chamado de
Processo de Poisson, desde que satisfaga as seguintes condigdes:

1) Se X, é a variavel aleatoria que da a quantidade de ocorréncias de um evento no
intervalo (espago) continuot, e X, é a varidvel que da a quantidade de ocorréncias

em um intervalo pequeno At de t, entdo a probabilidade de X ocorréncias no
intervalo At é diretamente proporcional a At, ou seja, P(X,t=X)=aAt

2) A probabilidade de duas ou mais ocorréncias em um mesmo intervalo pequeno At
de t é desprezivel, ou seja, P(X,t>2)~0

3)Se At, e At, forem dois intervalos pequenos de t ndo superpostos, entdo a
ocorréncia ou a ndo ocorréncia de um evento em At, n3o exercerdo influéncia
sobre a ocorréncia ou ndo ocorréncia de um evento em At,, ou seja, as variaveis

X, € X, sdoindependentes.

At
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Assim, a probabilidade de ocorréncia de X eventos em um intervalo
(espaco) continuo de comprimento t é dada por:

X  —at
P(X, = x)=%,x ~012,...

gue é a Distribuicdo de Poisson com parametro A=at, onde o é a TAXA DE
OCORRENCIA por unidade do espaco considerado.

EXEMPLO 2.2.5.2[1]

Uma adutora apresenta vazamentos a uma taxa de 2 por 100 km.
Considerando que a quantidade de vazamentos segue um Processo de Poisson,

qual a probabilidade de ocorrer no maximo um vazamento num trecho de 500 km
?

azi:at:—z -500 =10
100 100
0,-10 110
P(X Sl):P(X=0)+P(X =1)=10 e _I_lOe _

o 1
=e % +10e™% =11 = 0,000499

EXEMPLO 2.2.5.2[2]

Determinado sistema apresenta falhas a uma taxa de 5 por hora. Se o
sistema for “ligado” as 7:00, qual a probabilidade de ocorram 5 falhas até as 9:30,
sendo apenas 1 falha até as 7:40 ?

Fazendo X =quantidade de falhas das 7:00 as 7:40 (40 minutos) e
X,=quantidade de falhas das 7:40 as 9:30 (110 minutos), deseja-se calcular P(X,=1
e X,=4), como X e X, sdo independentes (condi¢do 3 do Processo de Poisson),

temos, trabalhando com minutos:

a=£:>ﬂ1 :£><4O:E;/12 :ixllozE

60 60 3 60 6

(10/3)1e—10/3
1

4 .-55/6
=01189 P(X,=4)= %

P(X,=1e X, =4)=P(X, =1)x P(X, = 4) = 0,189 x 0,0307 = 0,00365

P(X,=1)= =0,0307
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Continuas

1 Normal — N(u,6?)

F)= —— e“(T) 0 < X < +00

J2r o
E(X)=u V(X)=0"

A Fungdo de Distribuigdo Acumulada de Probabilidade de X, F(x), ndo tem
uma expressado analitica definida, mas seus valores podem ser obtidos a partir da
Distribuicdo Normal Padrdo, denotada por Z, cuja Fungdo Distribuicio de
Probabilidade Acumulada, denotada por @(z), é aproximada utilizando-se a
expansdo de Taylor pra a fungdo erro. A Distribuicdo Normal tem as seguintes
caracteristicas:

1) Os limites de f(X) quando X tende a + e -o0 sdo iguais a zero.

2) f(x) é simétrica em torno de g, ou seja, f(u + d) = f(u - d)
3) O valor maximo de f(x) ocorre em x = x

4) Os pontos de inflexdo de f(X) ocorremem X, =u—oce X, =u+o

Os graficos seguintes ilustram estas propriedades.

270°

flped)=flpeec) -~ R .

u-o H pto p-d H p+d
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A caracteristica 2 garante que as areas sob f(x) entre p-d e p+d sdo iguais,
ou seja, em termos de probabilidade, P(U-d<X<u) = P(u<X<u-+d). A figura
seguinte ilustra este resultado.

P(U-d<X<U)=A4,
P(USX<u+d)=4,
A=4,

u-d u u+d

Além dessas caracteristicas, a variabilidade da Distribuicdo Normal garante
0 seguinte:

1) 99,74% dos elementos da distribuicdo estfo entre 1 —30 e
U+30
2) 95,44% dos elementos estdo entre (—20 e U+20

3) 68,26% dos elementos estdo entre it —oc e u+o

99,74% 95,44% 68,26%
u-3¢ u utdoc u-20 u ut2e u-¢ 0 utc
EXEMPLO 2.3.1[1]

O comprimento, em milimetros de determinado tipo de objeto tem
distribuicdo normal com média 5mm e desvio padrdao 1mm, entdo podemos dizer
que, dos objetos produzidos:

e 99,74% deles tém comprimento entre 5-3x1=2mm e 5+3x1=8mm;
o 95,44% deles tém comprimento entre 5-2x1=3mm e 5+2x1=7mm;
e 68,26% deles tém comprimento entre 5-1=4mm e 5+1=6mm.
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e
&
od| Desafio

Mostre que
E(2)=0e V(2)=1
(aplique as
propriedades da
Esperanga e da
Variancia)

X—u

Se X tem Distribuicdo Normal N(x, o), entdo 7 = tem distribuicdo

o
Normal com média 0 e variancia 1, ou seja Z~N(0,1).

f(z) = %e'z w<z<+0 F@Q=PZ<2)=9%) = jw f(z)dz

E@Z)=0 V(2)=1

Alguns valores de @(z), para z>0, estdo tabelados no Anexo 1.

As probabilidades de uma variavel aleatéria X com distribuicio N(u,0?)
podem ser determinadas pela transformacdo de X em Z:

P(X, < X <X,)= P(Xl—_”gz sz_—uj: P2, <Z<1,)=d,)-B,)

o o

Graficamente:

X~N(u,0%) Z~N(0,1)

X u X5 . X 0 7 _ X
&1 o 2= o
P(x;sXsX,)=A P(2,5752,)=P(z)-P(z)=4

Os valores de @(z) estdo disponiveis na tabela do Anexo 1.
Veja como utilizar a tabela:

e No corpo da tabela estdo os valores de @(z), ou seja P(Z<z) para z>0

e Na primeira coluna (coluna indicadora) estdo os valores de Z com uma casa
decimal

e Na primeira linha (cabecalho) estdo os valores da segunda casa decimal de z
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e Para encontrarmos a probabilidade para um determinado z, procuramos
incialmente na coluna indicadora seu valor com uma casa decimal, em
seguida procuramos no cabecalho o correspondente a sua segunda casa
decimal. A probabilidade desejada é encontrada no cruzamento entre a
linha e coluna correspondentes

e Para valores negativos de z, usa-se a simetria da Distribuicdo Normal e a
propriedade dos eventos complementares: P(Z<-2)=1-P(Z<z)

|
|
0,8790 0,1210 L1- ’“

107 1,17
P(Z=<1,17)=0,8790 P(Z<-1,17)=1-0,8790=0,1210

7
I
|
|

EXEMPLO 2.3.1.1[1]

O processo de fabricacdo de determinado objeto apresenta variagdes de
tal forma que seu comprimento final € uma varidvel aleatéria com distribuicdo
Normal com média =10 cm e variancia 6°=4 cm?. Qual a probabilidade de que
um objeto escolhido ao acaso tenha comprimento entre 6 cme 12 cm ? Maior do
que 11 cm ? menor do que 5 cm ?

P(6< X <12)= P(%gz (12-10

]: P(-2<Z <1)=a(1)-®(-2)=
= O(LH1-#(2)] = 08413-(1-09772) = 0,8413-0,0228 = 08185

@j =P(Z>05)=1-P(2 <05)=1-®(05)=

P(X >11)= P(Z >
=1-06915 = 0,3085
P(X <5)= PLZ < %) =P(Z<25)=P(Z>25)=1-P(Z<25)=1-®(25)=

=1-0,9938 = 0,0062

B
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Para uma distribuicdo B(n,p), quando n é grande e p proximo a 0,5, suas
probabilidades podem ser aproximadas por uma distribuicdo Normal com média
H=np e variancia ¢>=npg. Ou seja:

limB(n, p) = N(np,npg)

0
P2

EXEMPLO 2.3.1.2[1]

No lancamento de uma moeda 500 vezes, qual a probabilidade de que
sejam obtidas pelo menos 270 caras ?

1
A varidvel original é 5(5005), deseja-se calcular P(X>270)=1-

P(X<270)=1-P(X<269), aproximando-se pela distribuigdo normal tem-se:

1
n =500 =—
P 2

np:500-%:250 npq:SOO-%- =125

N |~

B(SOO, %} — N(250,125)

269 — 250 19 19
P(X <269)=d| 2222 || - =2 |=1-| =2 | =
( ) ( V125 j ( \/125j [lesj
=1-®(1,70) =1-0,9554 = 0,0446

e
§
'l Desafio

1
Mostre que f(x) ——  Xela,b X—a
satizfaz as duas fX)=1b-a [a.b] F(x)=——
condigdes da 0 X & [a b] b-a
definicdo de Fungao ’ ,
Densidade de a+b (b—a)
Probabilidade. E(X) = 2 V(X)= 12

Determine F(x),
E(X) e V(X)
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Graficos de f(X) e F(X):

JIx) F(x)

1 —_———-
b-a !

EXEMPLO 2.3.2[1]

O peso de determinado objeto é uniformemente distribuido em [3,5].
Determine f(x) e F(x). Calcule P(3,5<X<4,5), E(X), V(X) e &

1
— Xe[35 = xe[35
=153 BRI g )y X<[39
0 xe[35] 0 xg[395]
0,x<3
X—3 X-3
FX)=——=F(X)=<——,x€[35
(0 =2 = F()=1""x<[38]
1x>5
P(35<X <45)=F(4,5—-F(35)= 45-3 _ 3’52_3 = 1’5;0’5 = % =05
Y
00 388y BV 41 11
2 2 12 12 3 3 J3
e
&
‘ Desafio |
f(x) = {/1 "6 x>0,4>0 Mostre que f(x)
0 Xx<0 satizfaz as duas
_a_ a-ix condicbes da
F(X)_ll € L definicdo de Funcido
_ L _ T Densidade de
E(X)= P MY 22 Probabilidade.

Determine F(x), E(X)
e V(X)

%
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GRAFICOS DE f(x) e F(X) para 1=2; 1=4 e 1=8:

03
08
07

06
Exp(2) —Exp(2)

Exp(4) 04 — Exp(d)

Exp(8) 03 Exp(8)

N .

O Bk N W A U O N B WV

EXEMPLO 2.3.3[1]

Suponha que o tempo (min) das chamadas telefénicas de uma determinada
cidade tenha distribuicdo exponencial com parametro A=0,5. Determine f(X) e
F(x). Calcule a probabilidade de que uma ligagdo dure entre 1 min e 3 min. Calcule
E(X) e V(X).

-0,5x
() = 05e x>0
0 x<0

F(X)=1-e ™ =1-e%>

P(L< X <3) = F(3)-F(1) = (1-6°%% ) (L-e®%*) =g %% ' =
=0,6065 -0,2231 = 0,3834 = 38,34%
E(X)= % = 2min (tempo meédio de conversacd) V(X)= 052 =4min°®

3.1 Relag¢ao Exponencial x Poisson

Se Xt é um Processo de Poisson, ja vimos que a probabilidade de ocorréncia
de X eventos em um intervalo (espac¢o) continuo de tamanho t é dada pela
Distribuicdo de Poisson:

(at)e™

P(X, =x)= .

,X=012,... , onde o é a taxa de ocorréncias por

unidade de t.

Seja T a varidvel aleatdria que da a “distancia” a partir de um ponto
qualquer até a primeira ocorréncia do evento.

Para facilitar o entendimento, vamos considerar que T é o tempo de espera
decorrido até a primeira ocorréncia de um evento a partir de um instante
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gualquer. Assim, podemos denotar a probabilidade de que este tempo de espera
seja superior a t por P(T>t) e a probabilidade de que seja inferior ou igual a t por
P(T<t)=1-P(T>t).

E facil perceber que a afirmacdo de que o tempo de espera até a primeira
ocorréncia do evento é superior a t é equivalente a afirmar que ndo existe
qualquer ocorréncia do evento no intervalo t, ou seja, P(T>t)=P(X=0), ent3do:

(at)e™
o
Distribuicdo Acumulada de uma variavel aleatdria Exponencial com parametro o,

cuja derivada é igual a ge %, sua Funcdo Densidade de Probabilidade.

P(T <t)=1-P(T >t)=1-P(X, =0)=1-

=1-e™ que é a Funcio de

EXEMPLO 2.3.3.1[1]

As mensagens destinadas a um determinado centro de atendimento
chegam a uma taxa de 5 por minuto. Qual a probabilidade de que o tempo de
espera para o recebimento de uma mensagem seja inferior a 3 min ?

1 3

a :% (mensagens por minuto) P(T <3)=1-e 5 =1—e 5 =1-0,5488 = 0,4512

EXEMPLO 2.3.3.1[2]

Uma adutora apresenta vazamentos a uma taxa de 2 por 100 km.
Considerando que a quantidade de vazamentos segue um Processo de Poisson,
qual a probabilidade de percorrermos no minimo 500 Km dessa adutora até
encontrarmos um vazamento ?

a 2 =0,02 (vazamentos por km)

~ 100
P(T >500) = e~2%2%% — ¢"1° — 0,0000454
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1)

2)

3)

4)

5)

Atividades de avaliagao

Uma varidvel aleatdria X tem a seguinte distribuicdo de probabilidade:

X | P(X=x)
1 3/a a) determine o valor de a
b) determine f(x) e F(x)
2 5/a X)
3 7/ ) esboce os graficos de f(x) e F(x)
a d) calcule E(X) e V(X)
4 9/a
5 11/a

Uma urna contém 1 bola marcada com o n2 1, 2 com o n> 2, e assim
sucessivamente até n bolas marcadas com o n2n. Uma bola é retirada dessa
urna. Seja X a variavel aleatoéria que associa a bola retirada ao seu numero.
Determine a fungdo densidade de probabilidade f(x) e a fungdo de distribuicdo
acumulada de probabilidade F(X) e esboce seus gréficos. Determine E(X) e
V(X). Para n=6, calcule P(X=3), P(X<2), P(2<X<4), E(X) e V(X).

Suponha que uma urna contenha n bolas numeradas de 1 a n. Duas bolas sdo
retiradas sucessivamente, com reposi¢do, da urna. Se X=maximo(X,,X,),
determine f(x), F(x), E(X) e V(X).

[XAVIER] Seja (aij) uma matriz real (todos os seus termos sdo numeros reais),
com n linhas e m colunas. Dois jogadores, A e B, participam de um jogo que
consiste no seguinte: o jogador A seleciona uma linha da matriz escolhendo
ao acaso um numero de 1 a n enquanto B seleciona uma coluna escolhendo
ao acaso um numero de 1 a m. Se i e j forem as escolhas de A e B,
respectivamente, B pagard a A uma quantia equivalente a a; se aij>0, caso

aij<0 entdo sera A que pagara a B o equivalente a a,
pagamento. Seja X a variavel aleatdria que da o ganho do jogador A, que sera
negativo se B ganhar. Considerando que as escolhas feitas por A e B sdo
independentes, determine o ganho esperado do jogador A, nos seguintes
Casos:

a) Se n=m=2, p é a probabilidade de A selecionar i=1, p’ a probabilidade

. a 1 -

de B selecionar j=1 e G |
a,, a,, -1 1

b) Se me nsdo quaisquer, sendo p; a probabilidade de A escolher o nimero

se aiJ:O nao havera

ie p’j a probabilidade de B escolher o nimero j
[XAVIER] Considerando a situacdo do item (a) do problema 4, verificar que, no
caso de p’>1/2, tem-se: (a) E(X)=0 para p=1/2; (b) E(X) assume valor maximo
2p’-1, para p=1



6)

7)

8)

9)
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Num jogo que consiste no lancamento de um dado 3 vezes, um apostador paga
R$ 2,00 para entrar no jogo mas ganha R$ 3,00 por cada n® 6 que aparece.
Qual o ganho esperado desse apostador?

[MEYER] Um exame falso-verdadeiro é constituido de 10 questdes. Qual a
probabilidade de se obter 70% ou mais de respostas certas ? Exatamente 70%
? Determine o valor esperado e a variancia da quantidade de questdes certas.
[MEYER] Um exame é constituido de 20 quest&es, cada questdo com 5 itens,
sendo 4 errados e 1 certo. Qual a probabilidade de se acertar 60% ou mais das
questdes ? Determine o valor esperado e a variancia da quantidade de
questdes certas.

Qual a probabilidade de se encontrar 2 ou menos pecas defeituosas em um
pacote de 5 pecas retiradas, sem reposi¢do, de um lote contendo 6 pecas boas
e 4 com defeito ? Determine o valor esperado e a varidncia da quantidade de
pecas defeituosas para pacotes de 5 pecas.

10) [adaptado de MEYER] A probabilidade de um acesso bem sucedido a

determinada pagina na Internet é 0,8. Supondo que tentativas de acesso sejam
feitas até que tenha ocorrido 1 acesso bem sucedido:

a) Qual a probabilidade de que exatamente 6 tentativas sejam necessarias ?
b) Qual a probabilidade de que menos de 6 tentativas sejam necessarias ?

¢) Qual a probabilidade de que mais de 3 tentativas sejam necessarias ?

d) Qual a probabilidade de que mais de 1 tentativa sejam necessarias ?

e) Qual a quantidade esperada de tentativas, e a variancia ?

11) Resolva o problema anterior para que tenham ocorrido 3 acessos bem

sucedidos.

12) [adaptado de MEYER] Seja X uma varidvel aleatéria com fungao densidade de

probabilidade dada por:
a) Determine o valor de a para que f(x)
ax 0<x<1 seja realmente uma fungdo densidade

a 1<x<?2 de probabilidade

f(x)= b) Esboce o grafico de f(X)

-ax+3a 2<x<3 c) Determine F(x) e esboce seu grafico
0 x ¢ [03] d) Calcule P(1/2<X<5/2), P(1/2<X<5/2),
P(1/2<X<5/2) e P(1/2<X<5/2)
e) Calcule E(X) e V(X)

13) Seja X uma variavel aleatéria Binomial, B(4,1/2)

a) Determine f(X) e esboce seu grafico

b) Determine F(x) e esboce o seu grafico

c) Calcule P(1<X<2); P(1<X<2); P(1<X<2) e P(1<X<2)
d) Calcule E(X) e V(X)

14) O tempo de duracdo, em mil horas, de determinado equipamento é uma

variavel aleatdria com funcdo densidade de probabilidade dada por:

]
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k(x-=1) ,1<x<2
f(x)=<k(3-x), 2<x<3
0 , xe[13]

a) Determine o valor de k, F(x), E(X) e V(X). Esboce os graficos de f(x) e
F(x).

b) O lucro liquido (do fabicante) por equipamento é dado por
L=C,—C,X . Qual o lucro liquido esperado do fabricante, por
equipamento ?

c) Determinado comprador ganha, por equipamento, R$5,00 se o mesmo

durar entre 1,5 e 2,5 mil horas e perde R$2,00 caso contrario. Qual o
ganho esperado do comprador, por equipamento ?

15) [MEYER] Na produgdo de petrdleo a temperatura de distribuicdo T (°C) é

decisiva na determinacdo da qualidade do produto final. Suponha que T seja
uma variavel aleatéria uniformemente distribuida em [150,300]. Admita-se
que produzir um galdo de petréleo custa C, ddlares. Se o dleo for destilado a

uma temperatura menor do que 200°C o produto é conhecido como NAFTA e
se vende por C, ddlares por galdo. Se o dleo for destilado a uma temperatura

maior, do que 200°C o produto é denominado OLEO REFINADO DESTILADO e
se vende por C, ddlares por galdo. Determine o lucro liquido esperado por

galdo.

16) [adaptado de XAVIER] A probabilidade de que um pacote de mensagens

enviado a partir de certo dispositivo ndo chegue ao seu destino é p. Suponha
que duas mensagens devem ser enviadas ao custo de C, eC, respectivamente.

Deve-se decidir em enviar as mensagens em um Unico pacote ou em pacotes
separados. Trés critérios de decisdao podem ser adotados: (I) escolher a forma
de envio para a qual o valor esperado da perda seja minimo; (ll) escolher a
forma de envio que tenha maior probabilidade de chegada de ambas as
mensagens e (lll) escolher a forma de envio para a qual a probabilidade de
chegada de pelo menos uma das mensagens é maior. Qual deve ser a decisdo,
para cada um dos critérios?

17) O diametro de um cabo elétrico € normalmente distribuido com média 0,8 e

variancia 0,0004.

a) Qual a probabilidade de que o diametro de um cabo escolhido ao acaso
ultrapasse 0,817?

b) Se o didametro do cabo diferir da média em mais de 0,02 ele é
considerado defeituoso. Qual a probabilidade de se encontrar um cabo
defeituoso?

c) Se o cabo for defeituoso, o fabricante perde R$0,01. Se seu dametro
estiver entre a média e 0,78, o fabricante ganha R$0,05 e se estiver
entre a média e 0,82 ele ganha R$0,10. Qual o ganho esperado por
cabo?
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d) Qual deve ser o diametro de um eletroduto de modo que 95% dos cabos
passem pelo mesmo ?

e) Num lote de 5 cabos, qual a probabilidade de que exatamente 3 sejam
defeituosos ?

18) A altura, em metros, das pessoas que frequentam determinado restaurante
tem distribuicdo normal N(1,60;0,04). Qual deve ser a altura da porta do
restaurante para que 90% das pessoas ndo tenham que se abaixar para
ultrapassa-la?

19) A probabilidade de que um certo tipo de peca seja defeituosa é 0,40. Num lote
de 10 pegas, qual a probabilidade de que no maximo uma tenha defeito ?
(utilize as distribuicdes Binomial e Normal e compare os resultados)

20) A duragdo das chamadas telefonicas de determinada central tem distribuigao
exponencial com parametro A. Se a duracdo média dessas chamadas é de 3
min, qual a probabilidade de que em 5 chamadas pelo menos uma dure menos
del5min?

21) Um numero X é escolhido ao acaso no intervalo [1,4]. Calcular:

a) A probabilidade de que o nimero escolhido esteja entre 2e 3
b) Entre0,5e 2,5

c) seja exatamente o 2

d) Calcule a esperanca e a variancia de X

22) [MEYER] A incidéncia anual de poliomielite, num determinado pais, é de 3
casos por 100.000 pessoas. Supondo esse dado fidedigno, qual a probabilidade
de ocorrerem no maximo 5 casos anuais, numa cidade com 60.000 habitantes?

23) [MEYER] Uma certa liga é formada pela unido da mistura em fusao de dois
metais. A liga resultante contém uma certa porcentagem X de chumbo que
pode ser considerada uma varidvel aleatéria com fungdo densidade de

3 .15

>, . - <x<
probabilidade dada por: f(x)=<5 107 -x(100-x) O_x_lOO. Suponha

0 X ¢ [0100]

que P, o lucro liquido obtido pela venda dessa liga (por libra) seja a seguinte
fungdo da porcentagem contida: P=C +C,X. Calcule o lucro liquido esperado

(por libra).
24) [MEYER] Suponha que um dispositivo eletronico tenha uma duragao de vida X

(em unidades de 1.000 horas), a qual é considerada uma variavel aleatéria
e’ x>0
0 x<0
. Suponha que o custo de fabricacdo de um desses dispositivos seja US$2,00.
O fabricante vende a pega por US$5,00 mas garante o reembolso total se
X<0,9. Qual serd o lucro esperado, por peca fabricada ?

X

continua com fun¢do densidade de probabilidade dada por f(x) = {
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25) [XAVIER] Considere a implanta¢do de uma central telefénica em um escritério
com N telefones individuais e uma certa quantidade de linhas que permitam
ligacOes externas. Se a probabilidade de que cada um desses telefones se
encontre ocupando uma linha externa num momento qualquer for igual a p,
qual o numero minimo de linhas externas que a central deve ter para se ter
uma probabilidade nao inferior a 0,95 de haver, a qualquer momento, linha
externa disponivel para uma pessoa que necessite fazer uma ligacao externa?



Solucao das atividades

1)
a) 242,02, ass
a a a a a
oy 41 0,x<1
X+
—,x=12345 2x. +1
b) f(x)=4 35 Fo=13 =
0,x#12,345 Xi<x
1,x>5
c)
fx) & F) A
11738 o= . o
O/38 |=mrsm e Y
T3S | DYV 1| S —— —
S35 -~~~ 15/35F oo ,_ :
3/35 - e _T_; i E
N 3/350-+— |
1 2 3 4 5x 1 2 3 4 5x

) E(X) =1x— 4 2x = 43— 4+d4x D 45t 12525
35 35 .35 35 35 35 7

E(XZ):12><E+22x£+32xl+42xi+52xg=%=m—l
35 35 35 35 35 35 7
2
\“x):gﬁ_.3§ _107-625_82
7 7 49 49
2)
nS)=1+2+3+...+n= n(n2+1)
X 2X i,x=1,2,...,n
P(X=x)=n(n+1)= T = f(x)=<n(n+1)
nnrs) n(n+D) 0,X#12,...n

2

1<x<5,%x,=12345

Estatistica e Probabilidade
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0,x<1
F(x) = Z 2X;

w=xn(n+1)

l<x<n,x =12..,n

1L x>n

OS GRAFICOS FICAM A CARGO DO ALUNO

2X 2 s 2 2 : 2
E(X) = ZXP(X_X) Z[ n(n+1)j n(nJrl)in_n(nJrl)Zk

=1 i=1 k=1

2 y n(n+1)(2n+1) 2n+1

:n(n+l) 6 3
2X; 0,
E(X?) = Zx P(X=x)= Zl( n(n+1)j n(n+1).1x' n(n+1kz
_ 2 X(Mn+nj _n(n+Y)
n(n +1) 2 2
V(X):n(n+l)_(2n+1j n(n+1) (2n+1)° _9n(n+1)—2(2n+1)°*
2 3 2 9 18
X
N6 ()= | 21X ~b23456
0,x#12345,6
3 1
P(X=3)=_==
1 2 3 1
P(X<2)=P(X =D +P(X=2)=—+—=_ =2
PQSXS@:HX:@+WX=$+HX=®=%+%+%=%fg

2n+1 _ 2x6+1 13

3 3 3
In(n+1)-2(2n+1)* 9x6x(6+1)-2x(2x6+1)°* 40 20
18 18 18 9

E(X) =

V(X)=
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3)

n(S) = A’ = n(S) =n’
A={(Lx);(2,X);...;(x=1x); (X,0); (X,2);...; (X, x=1); (X, X)} = n(A) = 2(x -1) +1

—2x—1= P(A) = P(X =x) = X1
n

2x-1 1 0,x<1
X —
x=123,..
f(x)= F(x) = szn 11<x<nx_12 ..... n
0, x¢12,3,...,n X=X
1Lx>n
n(n+1)

o Slar ) 58 -2

z _n+1 2 n(n+D(2n+1) n+1:: (n+1)(2n+1)_n+1:

" n? 6 2n 3n 2n
3 2(n +1)(2n +1) 3(n+1) (n+1)(4n+2-3) (n+1)(4n-1)
B 6N - 6N B 6N

E(X?) = z( j (ZZX —ij
=i{zx(n(n+l)j _n(n+1)(2n+1)}=i[n (n+1)? _n(n+1)(2n+1)}=
2

2

n 6 n’ 2 6
_(n+)®  (n+D)(2n+1) _ 6n(n+1)* —2(n+1)(2n+1)
2 6n 12n

V(X)= 6n(n+1)* -2(n+1)(2n+1) _[(n +1)(4n_1)j2

12n 6n
_3nfen(n+1)? —2(n+1)(2n +1)]- (n+1)? (4n—1)?
- 36n° -
_18n*(n+1)%-6n(n+1)(2n+1)—(n+1)*(4n-1)* _
- 36n° -

_ (n+1)%[18n* - (4n-1)°]-6n(n+1)(2n +1)
- 36n°
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4)

a) P(Aescolherl) = p = P(Aescolher2)=1-p
P(Bescolherl) = p'= P(Bescolher2) =1- p'
P(X =1) = pp+(1- p){1-p)
P(X =-1)=(@1-p)p+pl-p)
E(X)=1xP(X =1)+ (-1 xP(X =-1) =[pp+(1- p)1 - p’)] -
-[A-p)p+pd-p)l=4pp—2(p+p)+1

b) P(Aescolheri) = P
P(Bescolher j) = p'j
m n
EX)= £ X pi p'j aij
i=1j=1
5)

E(X)=p(4p—-2)+(1-2p’)
E(X)=ap+b,a=4p-2>0eb=1-2p'<0,pois p'> % por hipotese

- b 1-2p' 1

i) E(X)=0parap=——-=—"—"—""—-==

) E(X)=0parap === =2

i) a>0= E(X)crescecom p e atinge seu maximo em p =1 (valor maximo de p) =
= max(E(X)) = (4p'-2) + (L- 2p') = 2p™-1

6)

X = quantidade de nimeros 6 no langamento do dado 3 vezes
X ~ B[S,EJ: E(X)=3x1=1

6 6 2
G =ganho do jogador=G =3X -2=E@BX)-E(2)=E(G)=3E(X)-2=

_3xi_2-_05
2
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7)

DISTRIBUICAO BINOMIAL COM PARAMETROS n=10 E p=1/2
x~B@mﬂ
2

10Y 1 X 1 10—-x
F(X)=P(X =X) = (xj{ij (Ej X=012,...10

0 ,Xx#012,...10

—_— x=012,.10
X =
f(x)=49 x 210 ' Y

0 ,Xx#012,...10

10 1 10\ (10) (10) (10
X=7 2
~120+45+10+1 176
210 1024

~ 01719

1 1
E(X):npzloxE:S V(X):npq:5><5:2,5
8)

DISTRIBUICAO BINOMIAL COM PARAMETROS n=20 E p=0,2=1/5

20\ 1 X 4 20—x
X ~ B(ZO,%) f(X)=P(X =x) = [Xj(gj (g] ,x=012,...,20

0,x=012,...,20
20 20 (20 1\X/ 420X
P(X>12)= YPX=x)= 3 [—j (—j ~ 0,000102
X =12 x=12\ X A\5J {5

E(X)znp:ZOx%=4 V(X):npq=4x§=3,2
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9)

DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA COM PARAMETROS N=10 E R=4

e
S =X) 012345

5  f(x)=1 (10
2}

0 x#012345

IR () R M
S

N=10 R=4 n

_1x6+4x15+6x20 186 31

252 T 252 42
4 6
n:5 = — = —
P=0 9710

4
EX)=np=5x—=2
(X)=np 10

N —n 4 6 105
V(X)= npg- _5x O
(X)=npPa- T3 =93> 00

10-5_6
9

2
3

10)

DISTRIBUICAO GEOMETRICA COM PARAMETRO p=0,8

x-1 _
x) = 0,8x0,2 x=123,...
0 x#12.3,...
a) P(X =6)= f(6) =0,8x0,2°> = 0,8x0,0032 = 0,000256

b) P(X <6)=f(1)+ f(2)+ f(3)+f(4)+f(5)=
=0,8x[0,2° +0,2 +0,22 +0,2° +0,2* | = 0,8 x1,2486 = 0,99968

c) P(X >3)=1-P(X <3)=1-[f@)+ f(2)+ T(3)]=
~1-08x[0,2° +0,2'40,2°]=1-0,8x1,24 =1-0,992 = 0,008
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d) P(X>1)=1-P(X =1)=1-f(1)=1-0,8x0,2°=1-0,8=0,2

& EM)=t=t-125  vx)=3-92_02 445
p 08 p? 082 0,64

11)

DISTRIBUICAO DE PASCAL COM PARAMETROS p=0,8 E R=3

x-1 3n 9X-3
0,8°0,2 , Xx=345...
f(x)=1 2

0 , X#345,...

5
a) P(X =6) = f(6) = (2J0,83 x 0,2° =10x 0,512 x 0,008 = 0,04096

2 3 4
b) P(X <6)=f(3)+ f(4)+ f(5) =08 {@o,z‘) +(2]o,21 +(2j0,22}
= 0,512 x (1+ 0,6 +0,24) = 0,512 x 1,84 = 0,94208
2
) P(X >3)=1-(3) = 1—(2j0,830,2° =1-0,8° =1-0,512 = 0,488

d) P(X >1) =1

&) EX)=n=3 2375 v(X)=Rx L =3x22_ 9% _4g375
p 08 D 08 064
12)
1 2 3 le X2 :

a) jaxdx+j adx+j (—ax+3a)dx=1=>ax— +a><x|2—a><— +3a><x|3 =
0 1 2 2 . 1 2 , 2
~152a- 3021041

2 2 2
b)
X 0<x<1
2 %)
1 1<x<?2 1/2
f(x)=42 B
X3 pcx<s
2 2
0 x #[03] 0 1 2 3
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¢) x<0=F(x)=[ f(t)dt=] 0dt=0
0 X 0 x t X2 X2
0<x<1=F()=]_ f(t)o|t+j0 f(t)dt:.[_det+_[0Edt:0+7:7

1<x<2= F() =] fOdt+[ Ot [ f(t)dt:fgdt+ﬂ%dt+f%dt

=O+l jzi_l
47 2 2 4
2<x<3=F(x)= j f(t)dt+J.f(t)dt+J. f(t)dt+j f (t)dt

11 2 3
_j Odt + j dt+j Zdt+ j(—— jdt_0+Z §+(—% ?X—ZJ

x23= F(x)= [ f@dt+ [ f@dt+ [ fOdt+ [ f@dt+ [ f et

=[* f@dt+ [ t@Odt+ [ f@O)dt=0+1+0=1

0 x<0
X 0<x<1
4
F(x)= x_1 1<x<2
2 4
2
_ X x5 2<x<3
4 2 4
1 X>3




400 1 X 2 1 3 X 3
&) E(X) =[x (0dx= [[x-Zdx+ [ X'gdx+fzx'[—§+§jdx

J' dx+J' —dx— I—dx J.—dx_

21,3 19 15_3

6 4 6 4 2

1 3

2
2 3
X

6

X3

6

X
+_
4

0 1 2

4+ —

3x2 [’
2

2

2y [T°,2 oo X 2 , 1 3, X 3 B
E(X )__Lox f(x)dx_jox -de+j1x -de+Lx -(—§+Ejdx_

=L1X? x+j—dx I—d j—dx——

1,765 57 128 8
"8 6 8 6 48 3
_8.9_5
3 4 12
13)
a)

4@*(1}“ X=01234
f)=qx\2)l2) "7 7
0 , X # 012,34

N1
=, x=012,34
f(x) = (x}lG
0 , X #01,2,34
4
f(0) = 1.1
0)16 16
4
f(1) = 1_4
1)16 16
4
f(2) = 1_86
2)16 16
4
f@=| | =2
3)16 16
4
f(4) = 11
4)16 16

fx)
6/16

4/16 ---

X3

+
6

1
0

2

1

=V (X)=E(X*)-[E(X)] =7

413

X

8

2

8
3

33|

4+
6

2

2

Estatistica e Probabilidade
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b)
0 ,X<0

F(x) = 2[4]% ,0<x<4,

X

1 , X>4
1
F(0)=—
(0) 6
fyl A5
16 16 16
fp- 1.t 8.1
16 16 16 16
col, 4,6, 4 15
16 16 16 16 16
F(4)—i i+£+i+i_
16 16 16 16 16

¢) Pl<X <2)= f(2)=%

Pl<X<2)=0

d) E(X):np:4x%:2

14)

fx) &

16

X, =01234
Fix) &
1 .
15/16——— &—
11/16
5/16—@—
1/16 N
0 1 2 3 4 x
E:
6 10
PA<X<2)=f1)+ f(2)=—+—
( )=1(1)+ f(2) 16 METSETY
6
P(l< X<2)=1f(2)=—
( )=1(2) 16

1 1
V(X)=npg=4x=—x=-=1
(X)=npq x5x5

i 2 3 =
2 3
a) jlk(x—1)dx+j2k(3—x)dx=1:k=1
x-=1 , 1<x<?2
= f(x)=493-1 , 2<x<3
0

, x&[13]
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X<1l= F((x)=0
1<x<2=F(x) = (t-dt= F(x):x—z—x+1
! 2 2

2<X<3= F(x)=f(t-1)dt+j:(3—t)dt:> F(x):%+£—§+3x—4j=

2
X
LS S
2 2
Xx23=F(x)=1
F'.
0 , Xx<1 (\»)1A
2
X?—x+% , 1<x<?2
F(x) = ) 7 1/2
X i3kl 2<x<3
2 2
1 , X=3

E(X) = [ x(x~Dex+ [ x(3-x)dx =2

o[22 3, B B 2_1
E(X?) = [ ¥*(x=Ddx+ [ x (B-x)dx=27 =V (X)= 72 =

50 50

b) E(L) =E[C, -C,X]=E(C,))-E(C,X)=C, C,E(X)=
— E(L)=C,-2C,
j_z
8

o #(2ex<E)-r{3)-¢
2 2 2
P(X =-2) =1- p(X :5):%

P(G=5)=P(ggxggj=

N w

oo |~

7 1
E(G)=5x——-2x==R%$4,00
(G) 3 3

13
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15)

T=Temperatura

1 1
1 tc@a50300 L e 150,300
£(t) = 1300 150"t € )ty =41m0't € )
0,t ¢ (150,300) 0,t ¢ (150,300)
0.t <150
{150

= F(0) =10t < (150300)
1,t>300

L=Lucro liquido:

T<200=L=C,-C,= P (L=C,—C,) =P, (T <200) =P, (T <200) = F, (200)
T>200=L=C,—C,= P (L=C,-C,) =P (T >200) =1- P. (T < 200)

=1-P. (T <200) =1-F, (200)

300-200 100 50

—1-F, (200) = —
150 150 150

E(L)=(C,-C)R(L=C,-C))+(C,-C))P (L=C;-C))=

0 100 C,+2C
:(CZ_Cl)X_0+(C3_C1)X150: 2 3 -

F. (200) =

5

C
15 !
16)

C,=nenhuma mensagem se extravia
C,=apenas a mensagem de custo C, se extravia
C,=apenas a mensagem de custo C, se extravia
C,=ambas as mensagens se extraviam

C,=pelo menos uma mensagem ndo se extravia

METODO 1 (apenas 1 pacote) — X,

P,(C,)=1-p > perda=0  P,(C,)=0 -> perda=c,
P,(C,)=0 - perda=c, P,(C,)=p - perda=c,+c,
P,(C)=1-P (C,)=1-p

E(Xl)ZO(l-p)+p(Cl+C2): p(C1+C2)
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METODO 2 (2 pacotes) — X,

P,(Co)=(1-p)(1-p)=(1-p)* > perda=0
P,(C,)=(1-p)p - perda=c,
P,(C,)=p(1-p) - perda=c,
P,(C,)=pp=p* -> perda=c, +c,
P,(C,)=1-P,(C,)=1-p?

E(X,)=0(1-p)*+(1-p)pc,+p(1-p)c,+p*(c,+Cc,)=p(1-p)(c, +C,)+p*(c, +c,)=(c, +¢,) [p(1-
p)+p°l=p(c,+c,)

CRITERIO | (menor valor esperado):

Como E(X,)=E(X,) é indiferente a escolha do método de envio

CRITERIO Il (maior probabilidade de ambas as mensagens nio se extraviarem):

Como P,(C,)>P,(C,) deve-se escolher o método 1

CRITERIO 1Il (maior probabilidade de pelo menos uma mensagem n3o se
extraviar):

Como P,(C,)>P,(C,) deve-se escolher o método 2
17)

1=08

, = X ~ N(0,8;0,0004)
o =0,0004 = o =0,02

75 0,81-08

a) P(X >081) = P( ] =1-P(Z<05)=1-d(05) =

=1-0,6915 = 0,3085

b) P(X -0,8/>0,02)=P(X ~08<-0,20uX —08>0,2)= P(z < Mj .

0,02

0,02
= 2(1—0,8413) = 2x 0,1587 = 0,3174

+ P[Z > Mj = d(-1)+[1-2(1))= - o1)]+ 1- (1)) = 2[1- D(1)] =

115
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¢) G = ganho dofabricante
P(G =-0,01) =0,3174
(1-0,3174) 0,6826
2 2
P(G =010)=P(0,8< X <0,82) =0,3413
E(G) =-0,01x0,3174 + 0,05x 0,3413 + 0,10 x 0,3413 = R$0,04821

P(G =0,05) = P(0,78 < X <0,8) = =0,3413

d) P(X <x)=095= P 2 < *=%8 1 _g 95— ¢ X=08|_ g5, X~08
0,02 2 0,02

=164 = x=0,8328 cm

e) Y = quantidade de cabosdefeituosos no lote
Y ~B(n,p) n=5 p=0,3174

5
P(Y =3)= (3}0,31743 x0,6826% = 0,148989
18)

X ~ N(L60;0,04)
1£=160 0?=004=0=0,2

P(X <x)=090 = P(Z <X Blfoj =0,90 = CD( X ;1560] =0,90 =

i) H

X —1,60
=

=128 = x=1856 m

)

19)

BINOMIAL

X ~B(10;,04) n=10 p=04

P(X <1)=P(X =0)+P(X =1) = (18j0,400,610 + (1;)]0,410,69
= 0,0060466176 +0,0403107840 = 0,0464

NORMAL

4=np=10x0,4=4 &°=npq=4x0,6=2,4=> X ~ N(4:2,4)
o =1,5491933384 8297
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P(X<1)=P|Z< 1-4 = P(Z <-1,936491673) =
1,5491933384 8297

= O(-1,94) =1— D(1L,94) = 10,9738 = 0,0262

20)

X =tempo
1 1
X ~ Exp(4) E(X):zzgzﬁ;§

X

“p 3 X
f0=13% *20  E=1-e3.x>0

0,x<0
1,5

P(X <15)=P(X <15)= F(L5)=1—e 3 =1-0,60653066 = 0,39346934

21)

X ~ Uniforme (1,4)

1 0,x<1
Fro=13 A o XT_]-,XE[].A]
0, ¢ [L4] L
31 2-1 2 1 1
a) PRQ<X <3)=F@)-F(@)=2"_c"2__2_=
) P( )=F(@3)-F(2) 3 3 37373
b) P(05< X <2,5) = P(X < 25)— P(X <05) = F(2) - F(0,5) =
3
25-1 ,_2_3_1
3 3 6 2
¢) P(X =2)=0

d)E(X):¥:2,5 V(X) = _ zg
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22)
n = 60000 60000 x 3
3 =>A=np=———--=18
D= 100000
100000
X ~A—1,8
P(X=x) =228 " x_012..

P(X <5)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3) + P(X = 4) =

0 1 2 3 4 5
_ em(l,s L1818 18 18° 18 J _ 0.989622
o 1 2 3 4 5
23)
0 - g-los-x(loo—x) 0< X <100
0 X £[0,100]

_[too 3 5 _3 5 100 100 4 B
E(X)_j0 x-g-lO -x(lOO—x)_g-lo (100-[0 xdx—_|.0 xdxj_

3
310 100. X
5 3

100 4

) 3 100°  100°
= 2109100 - -
5 3

4|, 4

0

8 8 _ 3
:§.1O5(£_£J:§.1O3(1_1j_§.m3.4 8 :10 =50

5 3 4) 5 3 4) 5 12 20

E(P)=E(C,+C,X)=E(C,)+E(C,X)=C, +C,E(X)=C, +50C,
24)

e* x>0
f(x) = = X ~Exp(l) = F(x)=1-¢7"
@ {0 o PO = F()

P(X <0,9) = F(0,9) =1-e° =0,59343034 = P(X >0,9) =
=1-0,59343034 = 0,40656966

X<09=>L=-2 X>09=L=5-2=3

E(L) = —2x0,59343034 + 3x 0,40656966 =US$0,0328
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25)

Dada uma pessoa que necessite fazer uma ligacdo externa, designemos por X a
variavel aleatéria igual a quantidade de outras pessoas ocupando linha externa,
assim, X tem distribuigdo Binomial B(n-1 ,p):

P(X =x) :[anX(l— p)"*,x=0123,...,n-1
X

Se X, € a quantidade de linhas externas existentes, a probabilidade de que, a
determinado instante, se tenha uma linha externa desocupada é dada por:

P(X <%, —1)=°Z_[2Jpxa— o)™

Como F(X)=P(X<x) é crescente com lim F(x)=1 existird um X, tal que

X—>+00

F(X,-1)=0,95, que é o nimero minimo de linhas procurado.

Obs: dependendo dos valores de n-1 e p, pode-se utilizar a aproximagao pela
Distribuicdo de Poisson ou Normal.

Para n=51 e p=0,10 temos:

P(X<x) X P(X=x)
0,00515 7 0,87785
0,03379 8 0,94213
0,11173 9 0,97546

0,25029 10 0,99065
0,43120 11 0,99678
0,61612 12 0,99900
0,77023 13 =1

OO IWIN|IFPL|O|X

Veja que se tem P(X<x)>0,95 em x=9, ou seja, X,-1=9, entdo a quantidade
(minima) de linhas externas desejada é x,=10
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Capitulo

Medidas Descritivas

Introducao

A INFERENCIA ESTATISTICA cuida da estimac3o e testes de hipdteses feitas
a respeito de parametros populacionais. Os parametros populacionais sdo
medidas que caracterizam a populacdo, como a média a variancia e a propor¢ao.
Por exemplo, o provedor de determinada pdagina da Internet, para melhor
dimensionar seu sistema de atendimento e aprimorar a qualidade do mesmo,
pode estar interessado em determinar (estimar) o tempo médio (média) de acesso
de seus usuarios bem como a variabilidade (variancia) desse tempo, ou mesmo a
incidéncia (proporgao) de acessos mal sucedidos. Aqui esta caracterizado um caso
de ESTIMACAO.

Por outro lado, esse mesmo provedor necessita comprar certo tipo de
componente para seus equipamentos, que devem atender a determinadas
condigdes, como o tempo médio de vida, que ndo deve ser inferior a um valor
especifico. Certo fornecedor afirma que seu produto atende a essa especificagao.
O provedor deve, entao, verificar (testar) a validade dessa afirmacao (hipdtese), a
fim de decidir se compra ou ndo o componente desse fornecedor. Aqui esta
caracterizado um caso de TESTE DE HIPOTESES.

Em ambos os casos, para fazermos inferéncias a respeito de um parametro
populacional, genericamente denotado por &, o procedimento consiste em
retirar uma amostra da populagdao e, a partir dessa amostra, utilizarmos um
estimador, genericamente denotado por ¢, para estimar o valor de @.
Denotaremos a quantidade de elementos (tamanho) da populacdo por N e da
amostra por n. A figura abaixo ilustra este procedimento.

POPULACAO TECHICAS DE

N elementos AMOSTRAGEM

AMOSTRA
n elementos

ESTIMAGAD

INFERENCIA
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As medidas descritivas tém o objetivo de descrever o comportamento das
populacbes em relacdo as suas diversas caracteristicas (variaveis), como, por
exemplo, o tempo de duracdo da utilizacdo do computador pelos alunos de uma
escola, bem como se este tempo varia muito, de aluno para aluno. Outra variavel
gue pode ser citada, de grande interesse, é a quantidade de alunos que utilizam o
computador. As medidas descritivas podem ser classificadas em duas categorias
basicas: medidas de posicdo e de variacao.

As medidas de posicdo, como a termo sugere, ocupa uma posi¢cdo entre os
valores minimo e maximo da variavel. Além disso, esse tipo de medida, ao ser
comparada entre duas populagdes, indica qual delas estda em uma posicao superior
(ou inferior) em relagdo a outra. Veja que, para um grupo de alunos cujos valores
minimo e maximo do tempo de utilizagio do computador sdo 2h e 5h,
respectivamente, a média aritmética, que sera definida posteriormente, é uma
medida que esta posicionada entre esses valores como, por exemplo, 4h.

As medidas de variacdo indicam o grau de variabilidade dos valores da
variavel. Observe que os valores minimo e maximo da variavel ja fornece uma
primeira informacdo sobre a variabilidade da mesma. A diferenca entre estes dois
valores é chamada de amplitude total. Se outro grupo de alunos tem um minimo
de 3h e maximo de 5h com média de 4h de utilizacdo, percebemos que ele esta na
mesma posicao (médias iguais) do primeiro grupo, mas tem uma variabilidade
menor, analisando a amplitude total.

Importante

Uma unica medida descritiva ndo é suficiente para a analise do comportamento
das populagGes. Pelo menos deve-se utilizar uma medida de posicdo associada a
uma de variagao.

Nos trabalhos estatisticos, as medidas descritivas tém papel fundamental
na inferéncia sobre as varidveis das populagdes. A Inferéncia Estatistica é um dos
seus ramos, que cuida da estimacdo e testes de hipdteses sobre parametros
populacionais, esta inferéncia é realizada a partir de amostras, ou seja, a partir de
uma parte da populagdo (amostra) tiramos conclusGes sobre a mesma. Assim, as
medidas descritivas sdo calculadas a partir de amostras e, de acordo com
condicbes previamente impostas no planejamento do trabalho, sdo consideradas
como estimativas validas dos respectivos parametros populacionais.
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Observagao

No contexto deste livro serdo vistas apenas a média aritmética e a proporgao (medidas
de posi¢do), e a varidancia (medida de variagdo). Outras medidas podem ser
encontradas na bibliografia indicada.

A média aritmética de um conjunto de dados é determinada pelo
guociente entre a soma dos elementos desse conjunto e a quantidade desses
elementos. Para uma amostra com n elementos, X X,X,....X,, sua média
aritmética, denominada média amostral, pode ser expressada pela seguinte
formula:

EXEMPLO 3.1.3[1]

Uma escola gastou nos 5 primeiros meses do ano 300,400,200,300 e 500
reais, respectivamente, na manutengao de seu laboratério de informatica. O gasto
médio com esse servigo pode ser calculado através da média aritmética:

5
X
- ‘< ' 300+400+200+300+500 1700

g — R$340,00
5 5

Veja que a média corresponde a um valor unitario, ou seja, o que se fez foi
determinar um valor igual (unitario) para cada manutencdao mensal realizada, nao
alterando o total gasto:

X X, X, X, Xg TOTAL

300 | 400 | 200 | 300 [ 500 [ 1700
340 | 340 | 340 [ 340 [ 340 [ 1700

Este fato permite uma aplicacdo importante que é calcular (estimar) totais
baseados na média aritmética.

Supondo que as condi¢des do laboratério da escola ndo mudem durante o
ano, os cinco meses utilizados sao uma amostra daquilo que ocorrera durante to-

&
&
DESAFIO =1

Mostre que

> -X)=0

i=1
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do o ano, entdo, podemos inferir que durante o ano (12 meses), a escola devera
gastar ao todo R$4.080,00:

TOTAL GASTO = 12 x 340 = R$4.080,00

Esse resultado foi obtido através de uma variacdo da férmula da média:

zn:xi =nx X
i=1

Outra variacdo bastante utilizada, para se encontrar a quantidade de
elementos do grupo, é:

A proporcdo da a relacdo entre a quantidade de elementos de um grupo
gue pertencem a certa categoria, atendendo a determinada caracteristica, e a
guantidade total de elementos deste grupo. A proporgdo amostral é dada pela
seguinte expressao:

n

A A
p=—
n

Onde n, é a quantidade de elementos da amostra que pertencem a categoria A e
n é a quantidade total de elementos da amostra.

EXEMPLO 3.1.4[1]

Uma escola gastou nos 5 primeiros meses do ano 300,400,200,300 e 500
reais, respectivamente, na manutencdo de seu laboratério de informatica. A

propor¢do de meses com gastos acima de R$300,00 é dada por:

2
p=2<=0,40
P=5

Multiplicando-se a proporgao por 100, temos o percentual de meses com
gasto superior a R$300,00:
0,40x100 = 40%
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A proporgdo amostral permite estimar a quantidade de elementos da
populacdo que atende a determinada caracteristica. Para um determinado ano, a
quantidade de meses com gasto superior a R$300, 00 é:

0,40x12=4,8=5 meses

Para efeitos de inferéncia, a varidancia de uma amostra com n elementos,
Xy X5, Xg,-,X,, SUA variancia € determinada pelo quociente entre a soma dos
guadrados das diferencas entre seus elementos e a média da amostra e a
guantidade desses elementos menos um, denominada variancia amostral, e é

expressada pela seguinte férmula:

n n n 2

Sh-xF S (S

SZ — i=1 ou SZ — i=1 _ i=1
n-1 n-1 n(n-1)

O desvio padrdo amostral é dado pela raiz quadrada da variancia amostral:

5 =452

Observagoes

e Arigor, o denominador da formula da variancia é a quantidade n de elementos.
Para a variancia amostral, que é utilizada na inferéncia, usa-se n-1 para torna-la
um estimador ndo viciado da varidancia populacional, como serd visto
posteriormente;

e Observe que a variancia mede, em média, o quanto os elementos do conjunto
de dados se afastam da média do conjunto, ou seja, quanto mais esses
elementos se afastarem da média maior sera a variancia ou, em outras palavras,
mais heterogéneo é o grupo;

e A unidade da variancia é a unidade da varidvel ao quadrado, enquanto que a
unidade do desvio padrdo é a propria unidade da variavel.

EXEMPLO 3.1.5[1]

e
§
Desafio |

Mostre que
Z(Xi - a‘)2
i=1
é minima
quando
a=X

12
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Uma escola gastou nos 5 primeiros meses do ano 300,400,200,300 e 500
reais, respectivamente, na manutencdo de seu laboratério de informatica. A
variancia e desvio padrdao amostrais dos gastos com esse servico sdo dados por:

X =340

(300 — 340)2 + (400 — 340)2 + ...+ (500 — 340)?
B 5_1
S = /13.000 = R$114,02

S? =13.000 R$?




Capitulo

DistribuicOes Amostrais de
Probabilidade

1 Conceitos iniciais de Estimadores e Estimativas

Para as discussdes seguintes, vamos adiantar as definicdes de ESTIMADOR
e ESTIMATIVA, que serdo detalhadas posteriormente no Capitulo 3.

e ESTIMADOR (¢) — é uma funcao dos elementos da amostra, que tem o
objetivo de estimar o valor do parametro populacional @
e ESTIMATIVA —é o valor numérico do estimador

Por exemplo, para estimarmos o valor da média populacional, denotada
por £<L , podemos utilizar a média aritmética da amostra, denotada por X,
entao:

PARAMETRO POPULACIONAL - & = ££y

n
2%
i=1
n

ESTIMADOR - 0= X =

Se a amostra for 2,3,4,1,2,3,2,5,5,3

10

X.

- izzl:' 2+3+4+1+2+3+2+5+5+3 30
ESTIMATIVA: X = = =—=
10 10 10

3

E importante observar que a inferéncia envolve um EXPERIMENTO
ALEATORIO, que é a retirada de uma amostra da popula¢do. Desta forma, a
varidvel populacional de interesse é uma VARIAVEL ALEATORIA, geralmente
denotada por X, com determinada distribuicio de probabilidade (modelo
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probabilistico), ndo necessariamente conhecida, com esperanca (média)
E(X) = u, evariancia V(X) =0 . J4 o estimador, que também é uma variavel
aleatdria, pois seu valor varia dependendo da amostra retirada, deve,
necessariamente, ter sua distribuicdo de probabilidade conhecida, com
esperanga(média) E(é) = p, e variancia V(é) = a;. A necessidade de se conhecer

a distribuicdo de probabilidade do estimador deve-se ao fato de que, ao
realizarmos uma estimativa a partir de uma amostra, estamos sujeitos a um ERRO
DE ESTIMATIVA, que é a diferenca (para mais ou para menos) entre o valor real do
parametro (desconhecido) e sua estimativa: e = 8 — @ . Assim, todo o processo de
inferéncia é baseado na probabilidade, chamada de NIVEL DE CONFIANCA,
denotado por 1-¢, de que o erro de estimativa esteja dentro de uma margem
aceitavel d:

P(o-0l<d)=1-«

Como vimos acima, os estimadores sdo varidveis aleatdérias e suas
distribuicdes de probabilidade s3o chamadas de DISTRIBUICOES AMOSTRAIS.

Para amostras retiradas de populacdes com distribuicao de probabilidade
Normal a distribuicdo de probabilidade de X ¢ normal, independentemente do
tamanho da amostra (n). Caso a populagdao nao seja Normal ou seja desconhecida,
a distribuicdo de X serd normal para grandes amostras. Ou seja:

X = N(uy,0%)

X > N(yi,a)%) se sou

n grande
Com
O_2
TX (populacdo infinita)
Hg=Hx e o2=4ou

2

ox N=n (populacao finita)
n N-1

2 . . .- A L
Onde Ky e Oy sao, respectivamente, a média e variancia populacionais.
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Observagoes

—nN
,paran

e Veja que na expressao de O')( para populagdes finitas, o fator

fixo, tende a 1 quando N tende a infinito, resultando na expresséo de O 5 para
populagdo infinita
e Na pratica, a amostra pode ser considerada grande se n>30

e Em decorréncia da primeira observagdo, também na pratica, pode-se considerar a

populag¢do infinita se % <0,05 (5%)

EXEMPLO 3.2.2[1]

O tempo de acesso dos usuarios de determinada pagina na Internet tem
média 170 min e variancia 400 min2. Observada uma amostra de 100 usudrios: (a)
gual a probabilidade de que a média amostral seja superior a 175, considerando a
populacdo infinita ? (b) Considerando que a populacgdo é finita, com 500 usuarios,
qual sera essa probabilidade ? (c) E se a populagdo for de 10.000 usuarios ?

Como a distribuicdo do tempo de acesso é desconhecida mas a amostra é
grande (n>30), pode-se considerar que a média amostral, X, tem distribuicdo
Normal:

item (a): P()? >175)para populagdo infinita
iy, =170 o =400 = o, =+/400 =20 n=100

oL 400
Hyg = Hyx =170 0)2? =Tx=m=4:>(fi =2
X — N(170,4)
P(X >175)= P(Z >@j =P(z>25)=1-P(Z2<25)

=1-®d(2,5) =1-0,9938 = 0,0062
item (b): P()? >175) para populacgdo finita (N=500)
N =500 u, =170 o, =400=0, =+/400=20 n=100

o N-n_ 400 500-100
N-1 100 500-1

Uy =ty =170 0)%: =4x08=32=0y =179

131
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175-170
> —

X - N(17033,2) P(X >175)= P(Z 5

] =P(Z >2,79)=1-P(Z <2,79)

—1-®(2,79) =1-0,9974 = 0,0026
item (c): P()? >175) para populacdo finita (N=10.000)

N =10.000 u, =170 o% =400= o, =+/400 =20 n=100

2 Ja— —
= py =170 o2 =2X. N-n_ 400 10.000-100 =4x099=396= 0, =199
n N-1 100 10.000-1

175-170
> S —

X — N(170;396) P(X >175)= P(Z 195

j: P(Z >2,51)=1-P(Z <2,51)
=1-®(2,51) =1-0,9940 = 0,0060

Veja que para a populacdo finita igual a 10.000 tem-se
n :ﬂ =0,01< 5%, podendo entdo ser considerada infinita. Compare os
N 10000

resultados dos itens (a) e (c).

2.1 Calculo do tamanho da amostra para estimar a média
populacional

Em geral, ao se planejar uma pesquisa por amosragem, inicialmente
define-se um um erro de estimativa d, considerado aceitavel, associado a um
determinado nivel de confianga 1-« (probabilidade de se cometer no maximo o

erro d): P(| 0—0I< d)zl—a.

Fazendo & = X e 6 = u, , e considerando-se populagdo infinita, tem-

d d d o
:P(——SZS—}:l—a:—:za,zjd:za,2~ax:>d :za,z-T:]

Entdo: n=
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X Z
X- Hx
Ox
l-a 1-a
a/2 a/2 al2 /2
Px-d By Hxtd Aa_, d_, n
[54 o2 54 w2

Para populag¢des finitas, no desenvolvimento acima substitui-se O 3 por

n
, obtendo-se:

St

2 2
N-z,, 0

n=
22 o7 +(N-1)-d°

s . o . 2
Dividindo-se o numerador e denominador da expressdo acima por Nd,

passaremos a ter:
2 2 2 2
N-2;,, 0k Zo12 " Ox
_ N-d? _ d?
n= 2 2 N—1)-d2 ) 2
Z,,°0x  (N=-1)- Z,/2 Oy

N-d? N-d? d?  (N-T)
N N

2 2
Z0(/2 .GX _

Fazendo —d2 =My, que é o tamanho da amostra para populacdo

i d n o L
infinita, podemos escrever = =
g (N-1) n, Ny
—+— 1+

N N N
Assim, na pratica, mesmo a populacdo sendo conhecidamente finita, com

N elementos, primeiramente se calcula o tamanho da amostra considerando-a
infinita, ou seja, calcula-se n, e, em seguida, verifica-se a relagdo de n, com N e

corrige-se o tamanho da amostra, se necessario, da seguinte forma:

n, ,sen—0 <0,05
N

, caso contrario

18
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EXEMPLO 3.2.2.1[1]

Qual o tamanho da amostra para se estimar a média do tempo de acesso
dos usudrios de determinada pagina na Internet, que tem variancia de 400 min?,
com erro de estimativa maximo de 2 min, com 90% de confianca: (a) considerando
a populacdo infinita? (b) se a populacdo for finita, com 500 usudrios? (c) se a
populagdo for finita, com 10.000 usuarios? (d) Para populagdo infinita, qual o erro
de estimativa se a amostra for de 100 usuarios ?

item (a): tamanho da amostra para populacao infinita

=400
2 1-a=090=1z,,=164
2%, 0% 1647400

q
X N

d

= 269

item (b): tamanho da amostra para populagdo finita (N=500)

como No _ @ = 0,54 > 0,05 a populacdo é considerada, realmente, finita
N =500
n, = 269
n= nOn _ 262%9 ~175
1+- 2% 1+—
N 500

item (c): tamanho da amostra para populagado finita (N=10.000)

n, 269

N 10.000
entdo n=n, =269

como = 0,03 < 0,05 a populagdo pode ser considerada infinita

item (d): erro se a amostra for de 100 usudrios, para populacdo infinita

2 2
1oozwz>d _ /M ~328
d 100



Estatistica e Probabilidade

Para amostras grandes (n>30), a distribuicdo de probabilidade de P é

JORT] . n . 2
normal, com média /, e variancia 0;:

p— N(/uﬁ’o-?))
Com

Pa (populacéo infinita)
n

P N-n (populaco finita)
=T (empla

Onde p é a propor¢do populacionale q=1—p

Observagao

No caso da proporgao amostral, se um elemento pertence a categoria A, atribui-se a
ele o valor 1, caso contrario o valor 0, assim, a propor¢do amostral também pode ser

n
DX
il

calculada por f) == (média amostral)
n

EXEMPLO 3.2.3[1]

O percentual de acessos mal sucedidos a determinada pagina da Internet
é de 5%. Se forem observados 100 acessos: (a) qual probabilidade de que no
maximo 3% deles sejam mal sucedidos? (b) qual serd essa probabilidade se a
populagao for finita, com 500 acessos? (c) e se for de 10.000 acessos?

Como a amostra é grande (n>30), pode-se considerar que a propor¢dao amostral,
P , tem distribuicdo Normal:

item (a): P(f) < 0,03) para populacdo infinita

p=005 n=100 u,=p=005
o _Pg_005x095

) =0,00475 = 0, =0,022 p — N(0,05;0,00475)
n 100

135
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0,03-0,05
0,022
=1-®(0,91) =1-0,8186 = 0,1814

P(p<0,03)= P(Z < j =P(z2<-091)=1-P(Z <0,91)

item (b): P(p <0,03) para populagio finita (N=500)

N=500 p=005 n=100 u,=p=005

ag _Pa. 500 -100 _ 0,05x0,95 400 - 0,000381 = &, = 0,0195
n 500-1 100 9

0,03-0,05)
0,0195
= P(Z <-1,03)=1-P(Z <1,03) =1—d(1,03) =1-0,8485 = 0,1515

b — N(0,05:0,000381) P(p <0,03)= p(z .

item (c): P(f) < 0,03) para populacdo finita (N=10.000)

N =10.000 p=0,05 n=100 wx,=p=0,05

o? = Ppg 10.000—100 _ 0,05x0,95 9.900 = 0,00047 = &, =0,0217

" 'n  10.000-1 100 9.999

0,03-0,05)
0,0217
P(Z <-0,92)=1-P(Z <0,92) ==1—-®(0,92) =1-0,8212 = 0,1788

p — N(0,05,0,00047) P(f<0,03)= P(z <

Veja que para a populagdo finita igual a 10.000 tem-se
n 100
N 10000
resultados dos itens (a) e (c).

=0,01< 5%, podendo entdo ser considerada infinita. Compare os

3.1 Cilculo do tamanho da amostra para estimar a
propor¢ao populacional

Procedendo-se de forma andloga ao caso da média, tem-se:

P(p-p|<d)=1-a=P(-d<p-p<d)=1-a

O—ﬁ O_ﬁ O-f)

= P(-d<p-p, sd):l—a:P(—ismsile—a
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2
., .72 .
Entao n =‘”2—2pq para populacg@es infinitase n= - N-2,,-Pq .
d 22, Pa+(N-1)-d
para populacodes finitas.
O procedimento pratico para determinacdo do tamanho da amostra %31
permanece 0 mesmo: §E
Desafio |
Mostre que n é
- maximo quando
N, ,se—><0,05 p=0,5 (encontre o
N 22/ - pq maximo de
_ “al2
n={ n, . onde Ny=—-7>— 2%, pq
, Caso contrario d f(p) =2z P4
1+n—0 d?
N , lembre que g=1-p)
A
P Z
1-a
a/2 a/2 o/2
p-d p p+d _d_, il
0'13_ o2 05— ‘o2
Observagoes

e como ndo se conhece o valor de p, que é o objeto da estimativa, ele deve ser
substituido por uma estimativa inicial;

e caso se deseje obter o tamanho maximo de amostra possivel deve-se substitui-
lo por 0,5.

EXEMPLO 3.2.3.1[1]

Qual o tamanho da amostra para se estimar a propor¢ao de acessos mal
sucedidos a determinada pdagina na Internet, com erro maximo de estimativa de
0,02 e 95% de confianga, tendo-se a informagao de que a proporgao poulacional
esta em torno de 10%: (a) considerando a populagdo infinita? (b) se a populagdo
for finita, com 10.000 acessos ? (c) se a populacdo for finita, com 20.000 acessos ?
(d) Para populacdo infinita, qual o erro de estimativa se a amostra for do 100
acessos ? (e) para a populagdo infinita, qual é o tamanho mdaximo da amostra ?
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item (a): tamanho da amostra para populacdo infinita

p=0,10
d=002 1-a¢=09%5=12z,,=19
22,,-p-q B 1,96 -0,10- 0,90

n= =~ 864
d? 0,022
item (b)
N =10.000
n, = 864
Do _ 864 = 0,086 > 0,05 = populacéofinita
N 10.000
1+-9% 1+
N 10.000

item (c): tamanho da amostra para populacdo finita (N=20.000)

n, 864
N  20.000
entdo n=n, =864

como = 0,04 < 0,05 a populagao pode ser considerada infinita

item (d): erro de estimativa se a amostra for de 100 acessos, para populagdo
infinita

100 = = 0,06

L%Znﬂlawzjd_JL%ZOMlQ%
d? 100

item (e): amostra mdxima, para populagdo infinita

o _23,°05-05_196°-05-05

=~ 2.401
d? 0,022



Capitulo

Estimacao

1 O que é Estimacao

Estimacdo é o processo de se ESTIMAR, a partir de uma amostra, o valor
de um determinado parametro populacional, genericamente denotado por & . Os
parametros populacionais sdo medidas que caracterizam a popula¢cdo, como a
média, a proporc¢ao e a variancia. No Capitulo 1 vimos que as medidas descritivas
calculadas a partir de amostras sao utilizadas para realizar estas estimativas. Mas
apenas o calculo dessas medidas ndo sdo suficientes para se ter uma estimativa
“confidvel”. Como visto no Capitulo 2, elas sdo obtidas por um processo aleatério
(amostra), portanto sujeitas a erro, sendo necessario que as associemos a uma
margem de erro toleravel e a probabilidade de que elas estejam dentro desta
margem.

2 Estimador

A

Um estimador, genericamente denotado por 6, é uma fungdo dos
elementos da amostra, que tem o objetivo de estimar o valor do parametro
populacional &.

Para uma amostra de tamanho n, X;,X,,X;,....X, temos os seguintes
estimadores:

o X= (média amostral) é um estimador de (££y (média

populacional)

~ N
. p=?A (propor¢do amostral) é um estimador de p (propor¢do

populacional), onde N, é a quantidade de elementos, na amostra,
pertencentes a categoria A, para a qual se deseja estimar a proporc¢ao p
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&

Mostre que X e

Desafio

ﬁ sdo ndo
viciados (use a
propriedade de

E(X) para a soma
de variadveis
aleatdrias
independentes)

S

i(xi - >?)2

N . . 2 A
1 (variancia amostral) é um estimador de Oy (variancia
n_

populacional)

Para um mesmo parametro podem ser definidos diferentes estimadores.
n
PR
i1

n

Por exemplo, para se estimar a média populacional, podemos utilizar X =

. X + X . ~ , .
, como mostrado acima, ou VM = Zmax T Zmin 3 questdo é determinar qual deles

é 0 “melhor”. Existem algumas propriedades dos estimadores que permitem esta
determinacdo, aqui veremos apenas uma delas, que é o conceito de ESTIMADOR

NAO VICIADO: 8 é um estimador nio viciado de & se E(0) =6.

Observagao
E(é) =@ Significa que, se retirarmos vdrias amostras de mesmo tamanho, a

média das estimativas feitas com 6 éo préprio valor de &

No Capitulo 2 (Distribuicdes Amostrais) ja vimos que X e f) sdo ndo

viciados, ou seja:

o E(X)=puy
« E(P)=p

E o valor numérico do estimador.

EXEMPLO 3.3.3.1[1]

Uma amostra de 36 ligacdes telefbnicas apresentou os seguintes

resultados em relagdo ao tempo de duragao (T) em minutos e presenca de ruidos
(R; 1=sim,0=n3do0). Quais as estimativas por ponto do tempo médio de duracdo e

d

a propor¢ao de ligacdes com ruido ?

T

2 |4 12 3|3 |3 ]5]5

(0]
N
N
w
w
w
(0]
(6]
N
]

R

ojofrj1j0(1/0J0 0|0 |0 |2 |2 |0 |0 |0 |0 |1
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N
N
ol
(6]
»
»

T3 |3 [32
R [0 [0 [1/0o [0 [0 |0 [1 [1 1[0 [0 00
)?:2+4+2+3+...+7+7+5:169:4,7min
36 36
I@=0+O+1+1+m+1+1+02220,33:33%
36 36

A estimativa por intervalo é feita atribuindo-se uma margem de erro a
estimativa por ponto. Denotando-se a estimativa por intervalo por IC (intervalo

de confiancga), ela serd dada por:

iIc =(6-d,.6+d,)

Na expressao acima, d1 e d2 sdo as margens de erro atribuidas a estimativa
por ponto, elas serdo iguais quando a distribuicdo de probabilidade de 0 for

simétrica, neste caso a expressado passa a ser:

IC E(é—d,é-l—d)

No exemplo acima, se for atribuida uma margem de erro de 0,5 unidades
para a estimativa da média e de 0,02 (2 pontos percentuais) para a estimativa da

proporgao, os intervalos de confianga serdo:

Paraa média: IC =(4,7-0,5;4,7 +0,5) = (4,2;5,2)

Para a proporgao:

IC =(0,33-0,02;0,33 + 0,02) = (0,31;0,35)

Observagdo
As margens de erro para média e propor¢do sdo iguais em ambos os lados porque,

como visto anteriormente, X e [0 tém Distribuigdo Normal, que é simétrica.

Na construcdo de intervalos de confianca a determinacdo da margem de
erro é feita a partir da probabilidade (nivel de confianga), denotada por 1-«, de

14
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qgue o erro de estimativa esteja dentro desta margem, no caso de distribui¢des
simétricas, considerando-se um erro maximo de estimativa igual a d, teremos:

P(6-0l<d)=1-«

Ja vimos que para populacdes Normais ou amostras grandes (n>30), a

distribuicdo de probabilidade de X é normal, com média 4y e variancia O')%:

2
GTX (populacéo infinita)

X—)N(yi,a)%),com Hy =Hx e o =4 "
ox N=n (populag&o finita)
n N-1

Ox

Entdo Z =

— N(03).

Como Uy = My podemos escrever

X

X —
P{—za,2 S—%‘Szm]:l—a,
o

Isolando tty chegamos a
P()?—ZO!,2 oy Sy <X +12,, -G)?)Zl—a.

Entdo, o Intervalo de Confianga para a média populacional, com 1-« de
confiancga sera dado por:

()T— 2,/ -%, X+2,, GT:J (populagdo infinita)

#x=
= o N-n — o N—-n ..
XE—iZ e e 7 e e opulacéo finita
[ w2 N L al? \/ﬁ,/N_lJ(pp ¢ )

/2 af2

/2
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Observagao

Para determinagdo de Za/2 procuramos no corpo da tabela (anexo I) o valor mais

proximo de 1—¢ /2 , em seguida encontramos o valor de Z correspondente:

EXEMPLO 3.3.4[1]

A variancia do tempo de acesso dos usudrios de determinada pagina na
Internet é de 400 min®. Para estimar o tempo médio de acesso, foram observados
100 usudrios, cujo tempo médio amostral foi de 175 min. Qual a estimativa por
intervalo para a média, com 90% de confianca ?

oy =400 = o, =+/400 =
n=100 X =175 1-a=090=1z,,, =164
20 20
IC =|175-164-——:175+1,64-
o ( \/100 \/1ooj

IC, = (175 -164 - — 710 175+1,64-Aj

~100

)
I

(175-3,38;175 +3,38)
IC, =(71,62;178,38)

Conclusoes:

e A margemdeerrod é de £3,38 min

e A probabilidade (confianca) de que a média da populacdo esteja entre
171,62 min e 178,38min ou seja, dentro da margem de erro, é de 90%
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Observe que no intervalo de confianca para a média visto acima, é necessario o

. N . 2 . .
conhecimento da variancia populacional Oy . Caso ela seja desconhecida, deve
ser substituida por sua estimativa, que é a variancia amostral, dada por

n

Z(Xi _X)Z Zn:Xiz (ZX j
S22 ou s2=dit 1=t/ pemostra-se que S? é um estimador
n-1 n-1 n(n-1)

. 2
nao viciado de Oy .

Com isto, a expressdo no desenvolvimento de

PQX—yX|£d):1—a passa a ser ———*, onde S:\/?, gue ndo tem

distribuicdo Normal (Z) e sim distribuicdo t-Student que também é simétrica e
tem, como a Normal, a forma de sino. Os valores da distribuicdo t (veja Anexo 2),
para um mesmo nivel de confianca, dependem do tamanho da amostra (n) e sdo

X — ity

S
/n

denotados por t_, onde n-1 &€ chamado de graus de liberdade. Assim,

é dita ter distribuicdo t-Student com n-1 graus de liberdade.
Neste caso, o intervalo de confianga para a média passa a ser:

()T a2 T )T+tnl‘a,2-%} (populagio infinita)
IC, =

ax
()? nlal2 T 1’ N - X+ t a2 j— A J (populagéo finita)

1-a

a/2 /2

n1.a2 rn-l,a/l
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Veja como utilizar a tabela (Anexo 2) da distribuicdo t-Student:

e No corpo da tabela estdo os valores de t
e Na coluna indicadora estdo os valores dos graus de liberdade GL=n-1
e No cabecalho estdo os valores de o
= Quando a situacdo envolve os dois lados da distribuicdo, caso dos
intervalos de confianca e testes de hipdteses bilaterais, procura-se
ana linha BICAUDAL
= Quando o problema envolve apenas um dos lados da distribuicdo,

caso dos testes de hipdteses unilaterais, procura-se « na linha
UNICAUDAL

BICAUDAL @

UNICAUDAL @
@-1-{me |
l-a

n-l.a ’T”_La

EXEMPLO 3.3.4.1[1]

Para estimar o tempo médio de acesso a determida pagina da Internet,
foram observados 49 usudrios, cujo tempo médio amostral foi de 175 min e
variancia amostral de 400 min?. Qual a estimativa por intervalo para a média, com

90% de confianga ?
n=49—=GL=48

X =175 S?=400= S =/400 =20
1-a=090 = a =010 =t =1677

-1.677 1.677
20 20
IC, =|175-1677 -——;175+1677 —— scavonL
1y ( \/E \/Ej 0.:10
IC, =(175-4,79;175+4,79) J :
48 ——4——

. . 1,677
IC, =(166,83;179,79) ‘
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Conclusoes:

e Amargemdeerrodéde+4,79 min
e A probabilidade (confianca) de que a média da populacdo esteja entre 166,33
min e 179,79 min ou seja, dentro da margem de erro, é de 90%

EXEMPLO 3.3.4.1[2]

Considerando os dados do exemplo 3.3.3.1[1], qual a estimativa por
intervalo do tempo médio de duracdao com 95% de confianca ?

n=36=GL=35
)?:2+4+2+3+...+7+7+5:169:4’7
36 36
2
Zx:169;2x2=927:>s2:ﬁ— 109
35 36x35 /
—=52=382=5=./382=195 S0 030
1-a=0,95= o =0,05=>ty s = 2,030 ST 6t
195 195 i
IC =|47-2,030-==:47+2,030.- 2= '
" ( V36 \/%] 35---=| 2,030 |
IC, =(4,7-0,66;4,7+0,66)
IC, =(4,04;536)
Conclusoes:

e A margemdeerrod é de +0,66 min
e A probabilidade (confianca) de que a média da populacdo esteja entre 4,04
min e 5,36 min ou seja, dentro da margem de erro, é de 95%

5 Intervalo de Confianga para a Proporgao

Também ja foi visto que para amostras grandes (n>30), a distribuicdo de

ey 2
probabilidade de P ¢é normal, com média ,Uf) e variancia O'p:

P (populacéo infinita)
ﬁ_)N(ﬂﬁiag),com luf):p e O')%Z n 'onde

pqg N-n . e

- N-1 (populacéo finita)

p € aproporgdo populacionale g=1—p
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Também foi visto que d = Z,12"0p,assim, o Intervalo de Confianca para a
proporcao populacional, com 1-«a de confianca é dado por:

( /p P+z,, . |®d J (populagao infinita)

p
54 N—n
( — 252" T-m,w al2 " pq J(populagaoﬂmta)

Importante

Como a proporgdo populacional ndo é conhecida, pois é o objeto da

N ~ 2 ~ -
estimativa, nas expressdes de 0; p e  sdo substituidos por suas

estimativas [5 e d , respectivamente, onde §=1—p .

EXEMPLO 3.3.3.5[1]

Uma amostra de 100 componentes apresentou 10% de defeituosos, qual a
estimativa por intervalo para a proporc¢do populacional, com 95% de confianga?

n=100 p=010 4§=1-010=090 1-o=095=17z,,=196

c, [010 196 /010><090 0104196 /010><o9oJ

IC, =(010-1,96-0,03;010+196-0,03) IC, =(0,10-0,06;0,10+0,06)
IC, =(0,04;0,16)
Conclusdes:

e A margem de errod é de £0,06 (seis pontos percentuais)

e A probabilidade (confianca) de que a proporcao na populacdo esteja entre
0,04 e 0,16 ou seja, dentro da margem de erro, é de 95%

EXEMPLO 3.3.3.5[2]

Considerando os dados do exemplo 3.3.3.1[1], qual a estimativa por
intervalo da propor¢ao de chamadas com ruido, com 90% de confianga ?
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b= 0+0+1+1+..+1+1+40 :% ~033=33% §=1-033=0,67
1—

36
a=090= a=010=> 7., =164

iIc, =|033-164. [ 237007 33,1 gq. 933%067
36 36

IC, =(0,33-0.13;0,33+013) IC, =(0,20;0,46)
Conclusoes:

e Amargemde errod é de 0,13 pontos percentuais
e A probabilidade (confianca) de que a proporc¢do de chamadas com ruido, na

populacdo, esteja entre 0,20 e 0,46, ou seja, dentro da margem de erro, é de
90%



Capitulo

Testes de Hipoteses

1 O que sao Testes de Hipoteses

Os testes de hipdteses sdo procedimentos que tém por objetivo verificar
(testar) a veracidade de afirmativas (hipdteses) feitas a respeito de parametros
populacionais. Assim, uma hipdtese H,, chamada de HIPOTESE NULA, de que

determinado parametro populacional & tem valor 6, (Ho: o= 90), pode ser testada

a partir de sua estimativa, através de um estimador & . Retirando-se uma amostra
da populagdo, a estimativa de & (valor de é) é calculada e comparada com seu
valor hipotético 6,, dependendo da proximidade entre Oe 0,, decide-se em

aceitar ou rejeitar a hipétese nula, com uma certa probabilidade de erro. Note que
aqui também se esta trabalhando com experimentos aleatérios (amostras), de tal
forma que o mecanismo de construgdo/aplicacdo dos testes de hipdteses é
semelhante a construgdo de intervalos de confianga.

2 Tipos de erros

Os possivei erros que podem ser cometidos no teste de uma hipétese estao
descritos no quadro abaixo.

N CONDIGAO (desconhecida) DE H,
DECISAO TOMADA
VERDADEIRA FALSA
ACEITA-SE HO decisdo correta ERRO TIPO II
REJEITA-SE HO ERROTIPO | decisdo correta

A probabilidade de se cometer um erro TIPO | é denotada por e chamada
de NiVEL DE SIGNIFICANCIA do teste. Todo o processo de construcdo/aplicagdo do
teste é baseado nesta probabilidade:

P(ERROTIPO I) = P(REJEITAR H, | H, E VERDADEIRA)
= P(REJEITAR H, |0=6,) =«
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3 Tipos de testes

Para o teste de parametros populacionais podem ser consideradas as
seguintes situagoes:

H,:0=6, H,:0=6, H,:0=6,

H,:0+6, H,:0<6, H,:6>0,

(teste bilateral) (teste unilateral ) (teste unilateral )
Observagoes

e Para os testes unilaterais, as hipdteses nulas podem ser substituidas, quando
necessario, por desigualdades, 2 e <, respectivamente

e [sto acontece quando se afirma que o parametro populacional deve ser no minimo
(mdéximo) igual a um determinado valor como, por exemplo, o percentual de
determinada vitamina em um medicamento

3.1 Mecanismo do teste

Como foi dito inicialmente, a partir de uma amostra de tamanho n
calcula-se a estimativa de ¢ (valor de ¢) e compara-se com 6., se 6 estiver

A

proximo de 6, entdo aceita-se a hiptese nula. Para verificar a proximidade de ¢
com 6, sdo determinados valores de referéncia, denominados VALORES CRITICOS,

desta forma, dependendo da posicao do valor da estimativa em relagdo aos
valores criticos, aceita-se ou ndo H,. Os procedimentos estdo descritos nas figuras

abaixo.

REGIAO | REGIAO DE | REGIAO H,:0=0,
CRITICA | ACEITAGAO! CRITICA H,:0+6 TESTE BILATERAL
: ] 2

(RQ) | (RA) | (RC)
S g <VC, 0u § > VC, REIEITA-SE
ve, 6, Ve, B S¥Gou =V H,
REglf\o : REGIAO DE H,:0=6,
CRITICA ACEITAGAO H:60<0 TESTE UNILATERAL
! 0
(RC) ! (RA)
i ! § < VC REIEITA-SE
vc 90 4 H,
REGIAO DE REGIAO H,:0=6,
ACEITAGAO | CRITICA H;:05>0 TESTE UNILATERAL
! 0
(RA) i (RC)

| ] d > VC REJEITA-SE H,
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Os valores criticos sdo determinados a partir do nivel de significancia (a) do teste,
ou seja, a partir do desenvolvimento de P(rejeitar H,, | H, é verdade) = « :

P(rejeitar H, | H, é verdade) = P(rejeitar H, |0 =6,)=P(@cRC|0=6,)=«a

4 Testes de Hipoteses para a Média
4.1 Teste Bilateral

{Ho:ﬂx = Ho
Hy s o # o

P(rejeitar H, | H, é verdade)= P(rejeitar H, | &, = 1,)= P()T eRC|uy = yo):
= P(X <VC, 0u X 2VC,)=1-P(VC, < X <VC,)=a = P(VC, < X <VC,)=1-«

VC, — —_7
— - al?
PVCl—,uO<X—,uO<VC2—,u0 g Og - VC =py—2,, 04
Ox Ox Ox VC, -y VC, =uy+2,, 0og
— %al2
07

X

Assim, se X < Hy—Z,, 05y oOUu X > Uy t+Z,, 0y rejeita-se H,.
L o . e o N-—-n

Onde, como ja visto, Oy = —% para populacdes infinitas e oy =—~-
Jn Jn VN-1
para populagoes finitas. Observe que rejeitar H, para X<y —-1,, Oy ou

X 2 [y +12,, 0y € equivalente a rejeitar H, para Xty <-z,, ou
Ox
- = , ,
X =ty >12,,-Aexpressiao Z = #o & chamada de ESTATISTICA DE PROVA
Ox Ox

e Z,, , chamado de z tabelado, é o VALOR CRITICO de Z_. Assim, se |ZC| 217,
rejeita-se H,,.

X

—
|
Q
—

RC RC RC RC
/2 /2 /2 /2

Ve, Uy Ve, Zyn z

EXEMPLO 3.4.4.1[1]
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A variancia do tempo de acesso dos usuarios de determinada pdgina na
Internet é de 400 min?. Para testar a hipStese de que o tempo médio de acesso
é de 179 min, contra a alternativa de que é diferente, foram observados 100
usuarios, cujo tempo médio foi de 175 min. Teste a hipdtese aos niveis de
significancia de 10% e 2%.

Hy:py =179
H, tp #179

a=010=7,, =164

z RA
o =400 = o, =+/400 =20
20 —
N=100=>0c, =——=2 X =175
X 100 .56
ZCZM:_2:>|ZC|>Za/2:> RC RC
2 0,05 0,05
= rejeita -se H, f -1,64 1,64

-2,00

a=002=12,,=233
o2 =400 = o, =+/400 =20

RA

. 20 _
nN=10=>¢. =——— =2 X =175
X J100
175-179 RC
Z, :T:—2:|zc|<za,2 = i

= aceita -seH,
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12 caso
{Ho FHyx = Ho
Hy o <

P(rejeitar H, | H, é verdade) = P(rejeitar H | 1z, = 1,)=P(X € RC | 1y = 11,

_P(X<VC)=a= p| X Ho VO He |, VOt
Ox Ox Ox

=—7 =

a

=>VC=uy,-2,-04

Assim, se X<pu,—-1,-0y caso contrario, se

e rejeita-se H

OI
)?>y0—za Oy aceita-se H;. E o procedimento equivalente, utilizando a
ESTATISTICA DE PROVA Z, sera:

X — . .
7 — Ho se ZC <-Z,,,,0useja,se |ZC| 212, ,rejeita-se H.

C
-0 1-a
RC
o
Ho "2y

A variancia do tempo de acesso dos usudrios de determinada pagina na
Internet é de 400 min?. Para testar a hipétese de que o tempo médio de acesso é
de 179 min, contra a alternativa de que é menor, foram observados 100 usuarios,
cujo tempo médio foi de 175 min. Teste a hipdtese aos niveis de significancia de
10% e 2%.

Ox

EXEMPLO 3.4.4.2[1]

H, : uy =179
H,:u, <179

153



154

Francisco de Assis Amaral Bastos

a=010= 7z, =128

o2 =400 = o, =~/400 =20
20

n=100=0. =—=2 X =175
X100
Z. =@=—2:>|ZC|>ZDI =

= rejeita -se H,,

a=002= 2z, =205
o2 =400 = o, =~/400 =20

20
nN=100=>0. =—=2 X =175
X V100
Z, :@:—2:|Zc|<za =

= aceita -seH,

29 caso
{Ho sy = Ho
Hy tuy > g

RA

0,02

2,05 1

P(rejeitar H, | H,, é verdade) = P(rejeitar H, | uy = 1,)=P(X € RC| 1y = 11,)

X = g >VC_,U0

Oy O

:P(%zvc)zajp( >
=>VC=py,+12,-04
Assim, se

X<py+2, 0y
ESTATISTICA DE PROVA Z, sera:

X — . -
z =2"th ,se L, 2 Z,5,0Useja, se |ZC| 212, ,rejeita-se H,.

Ox

c

XZ,UO-FZ“'O')?

(24
Ox

VC -
jza:_ﬂo:z .

rejeita-se H_, contrario, se

0 caso

aceita-se H,. E o procedimento equivalente, utilizando a

RC

Ve
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EXEMPLO 3.4.4.2[2]

A variancia do tempo de acesso dos usudrios de determinada pagina na
Internet é de 400 min?. Para testar a hipStese de que o tempo médio de acesso é
de 179 min, contra a alternativa de que é maior, foram observados 100 usudrios,
cujo tempo médio foi de 183 min. Teste a hipdtese aos niveis de significancia de
10% e 2%.

Hy oy, =179
H, @y >179
a=010=12z,=128 Z
=400 = o, =+/400 =20 R4
20 -
n=100:>ax=m=2 X =183 5
ZC=@=2:|ZC|>20(: 0,10RC
- 128 1
= rejeita -seH, »
a=002=1z,=205
2 =400 = o, =400 =
n=100 = o - D 5 x-183
Tioo
z. - 183 -179 _2oz <z, = e
2 0,02
= aceita -se H, * 208

2

5 Testes de Hip6teses para a Média quando 62 é desconhecida

Como visto na parte sobre intervalos de confianca, quando nao se conhece

I . 2 . o 2
a variancia populacional, Oy, ela deve ser substituida por sua estimativa S e a

distribuicdo de probabilidade a ser utilizada é a t-Student. Assim, as estatisticas de
prova passam a ser as seguintes.

15
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{Ho CHx = H
Hy fuy # 1
As estatisticas de prova sdo T, = ;u" para populacdes infinitas e
Jn
T = __ X =H __ para populagdes finitas, se To| >t 1.2, rejeita-se H,.
s [N-n
Jn VN-1
EXEMPLO 3.4.5.1[1]

Para testar a hipotese de que o tempo médio de acesso é de 179 min,
contra a alternativa de que é diferente, foram observados 81 usuarios, cujo tempo
médio foi de 175 min e varidncia 400 min2 Teste a hipdtese aos niveis de
significancia de 10% e 2%.

Hy i py =179
H, tp #179

GL=81-1-80 =010=t,,,, =1664

S? =400 =S =+/400 = 20
20 -
n=3=o0,=—— X =175
X \/ﬁ
T, =M=—1,8:>|TC|>tH = RC
20 “ 0,05
9 1,664
= rejeita -seH,
GL=81-1=80 a=002=t_,,=2374
S%=400= S =+/400 =20
20 =
n=8l=oo,=—= X=175
* a1
T, zwz_l,gj"rcktnila/z = RC
@ ' 0,01
9 2,374 1 2,374

= aceita -se H, <
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12 caso
{Ho s Hx = Ho
Hy tuy < g
- . X — o e
As estatisticas de prova sdo T, = S para populacdes infinitas e
Jn
T, = _ Xt para populagdes finitas, se |Tc| 214,02, rejeita-se H,.
s [N-n
Jn VYN-1

EXEMPLO 3.4.5.2[1]

Para testar a hipdtese de que o tempo médio de acesso é de 179 min,
contra a alternativa de que é menor, foram observados 81 usuarios, cujo tempo
médio foi de 175 min e varidncia 400 min2 Teste a hipdtese aos niveis de
significancia de 10% e 2%.

H, @ gy =179
H, @, <179

GL=81-1=80 @=010=t,, =1292

t
S? =400 = S =+/400 = 20 .
n=8l=oy -2 x-17s
V81 0,90
Tc = % = _1’8 = |Tc| > tr1—1,0¢ = RCO,IO

\/a T-l,i92

= rejeita -seH,
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GL=81-1=80 «=002=t, 6 =2,088 t
' RA
S%=400=S =+/400 =20
n=8l= oy S Y
\/Q 0,98
T, - % — 18T <t,,, = »
E 2,088 t
1,8
= aceita -seH,
22 caso
{Ho sy = Ho
Hy tuy > g
As estatisticas de prova sdo T, = A ;ﬂo para populacbes infinitas e
Jn
T, = Ty para populagdes finitas, se |TC| 2t,4,/2, rejeita-se H,.
S N —n
Jn UN-1
EXEMPLO 3.4.5.2[2]

Para testar a hipdtese de que o tempo médio de acesso é de 179 min,
contra a alternativa de que é maior, foram observados 81 usuarios, cujo tempo
médio foi de 183 min e varidncia 400 min2. Teste a hipdtese aos niveis de
significancia de 10% e 2%.

H, @ gy =179
H, 1y >179
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GL=81-1=80 «=010=t,, =1292

S? =400 = S =/400 = 20 y
RA
n=8l= oy =% X =183
183 -179 00
Tc _T_118:>|Tc|>tn—l,a = ..
T 0,10
.. Vel 1292 1
= rejeita -se H, 1.8
GL=81-1=80 a=002=t 6 =2,088
S?=400=S =+/400 =20
20 -
n=8l=2o0,=—= X =183
V81
183-179
Tc :2—0=1l8:>|Tc|<tn—1,a = RC
_— 0,02
V81 T 2,088
= aceita -seH, 18

6 Testes de Hipoteses para a Proporg¢ao
6.1 Teste Bilateral

{Horp=po
H, :p=p,

P(rejeitar H, | H, é verdade) = P(rejeitar H, | p=p,)=P(peRC|p=p,)=
=P(p<VC,oup>VC,|p=p,)=1-PVC, < p<VC,|p=p,)=a=
= P(VC, < p<VC,)=1-a

VCl_pO _
- al?2
_ B — — o
:>Pvcl po<p ,uo<VC2 Po g P —
o, o, o, VC, - p, _
P — “al2

p
VC, =p,—2,, 0,
VC, =p, +2,, "0y
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Assim, se P<p,—Z,, "0, ou P>p,+2,, "0 rejeita-se Hy. Onde, como ja

N —n
visto, o, = P para populacgdes infinitase o, = Pg =N para populacoes
b n b n N-1

finitas. Como p e ( sdo desconhecidos eles s3ao substituidos por seus valores da
hipétese nula p, e q,, respectivamente. Assim teremos as seguintes expressdes

. « A Pod N-n

para o desvio padrdode P : 0, = 00 e o, = Polo . . Observe que
n n N-1

rejeitar H, para P<p,—-2,, "0 ou P=>p,+2,, 'O, € equivalente a rejeitar H;

para P~ R <-Z,,, OuU P~ R >7,,,- Aexpressio Z = P- é chamada
o, o (o

de ESTATISTICA DE PROVA e Z,;; ¢ o VALOR CRITICO de Z_, chamado de z

tabelado. Assim, se |ZC| >, rejeita-se H,,.

A
P RA Z RA
- 1-a
RC RC RC RC
/2 o2 o2 /2
¢ y ) Zan

¥C, Ve, “Zan

Q

BN

EXEMPLO 3.4.6.1[1]

Para testar a hipotese de que o percentual de acessos mal sucedidos a
determinada pagina da Internet é 10%, contra a alternativa de que é diferente,
foram observados 100 acessos, dos quais 15 foram mal sucedidos. Teste a
hipdtese aos niveis de significancia de 10% e 2%.

H,:p=010
H,:p=010
a=010=12,,=164 R4
n=100= o, :JM =0,03 p=015
100
.= 015-010 =167=|2.|>z,, =
0,03 RC
= rejeita -seH, 7 -6(;’05 T



Estatistica e Probabilidade

a=002=12,, =233

n=100= o, :‘/M =0,03 p=015
100

7 - 015-0,10
¢ 0,03
= aceita -seH,

=167=Z.|<z,, =

6.2 Testes Unilaterais

19 caso
{Ho:p=po
H,:p<p,

P(rejeitar H, | p=p,)=P(peRC|p=p,)=

_P(p<VC|p=p,)=a=p| PP VETR |_, VCZR __,
O-ﬁ Gf) O-f)

P(rejeitar H, | H, é verdade)

=>VC=p,-2, 0,

Assim, se P=<pP,—Z,-0, rejeita-se H, caso contrdrio, se

p> Po—Z,°0, aceita-se H,. E o procedimento equivalente, utilizando a
ESTATISTICA DE PROVA Z, sera:

Z, = % ,se ZC <-Z,,o0u seja, se |Zc| 217, ,rejeita-se H,,.
p

RA Z RA
1-a 1-a
RC RC
o o
: 2y

vc b

>
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EXEMPLO 3.4.6.2[1]

Para testar a hipdétese de que o percentual de acessos mal sucedidos a
determinada pagina da Internet é de 10%, contra a alternativa de que é menor,
foram observados 100 acessos, dos quais 5 foram mal sucedidos. Teste a
hipotese aos niveis de significancia de 10% e 2%.

H,:p=010
H,:p<010
a=010=7,6 =128
RA
n=100 = o /010><090_003 — 0,05
0,90
Z, = M =-167=|Z,|>z, =
0,03 010
= rejeita -se H, 1,28
VA
a=002= 2, =205 R4
n=100 = o /010><090 — 0,05
_ 0,05-040 T
= =-167T=|Z/|<z, = RC
0,03 0,02
= aceita -seH, 2,05 1
1,67
29 caso

{Ho P=P
H,:p>p,
P(rejeitar H, | H, € verdade) = P(rejeitar H, | p=p,)=P(peRC|p=p,)

=P(f)2VC|p=p0)=a:P[p_p° ZVC‘pO]Za:MZZa:

O O O

=>VC=p,+2,-0
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Assim, se f)Z Py +2, ‘O rejeita-se HO, caso contrario, se

p<p,+2, 0, aceita-se H;. O procedimento equivalente, utilizando a
ESTATISTICA DE PROVA Z_, sera:

p-p

Z = L

Op

,se Z. 27, 0useja, se |Z,>12, ,rejeita-se H,.

>

R4

EXEMPLO 3.4.6.2[2]

Para testar a hipdtese de que o percentual de acessos mal sucedidos a
determinada pagina da Internet é de 10%, contra a alternativa de que é maior,
foram observados 100 acessos, dos quais 15 foram mal sucedidos. Teste a hipotese
aos niveis de significancia de 10% e 2%.

H,:p=010
H,:p>010

a=010= 17, =128

n=100 = o, =1/M =0,03 p=015
100

. =M=1,67:>|ZC| >z, =
0,03 RC
= rejeita -seH, 1919
1,28
1,67
a=002=1z,=2,05 z
RA
121005 o, = [00500 o o015
100
— 0,98
. :M:LW =|Z|<z, =
0,03 o e

= aceita -se H, T 3.05
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1)

2)

3)

4)

5)

Atividades de avaliagao

Para avaliar o tempo (horas) mensal gasto na Internet e o principal uso da
mesma, foi realizada uma pesquisa com uma amostra de 50 alunos de uma
escola que tem um total de 800 alunos. O quadro abaixo mostra o resultado
obtido. (a) calcule a média, a variancia e o desvio padrdo do tempo gasto com
a Internet (b) qual o tempo total gasto na utilizacdo da Internet pelos alunos
da escola ? (c) qual o percentual de alunos que utilizam a Internet para
pesquisa escolar ? (d) quantos alunos na escola utilizam a Internet para
pesquisa escolar ?

TEM TEM TEM TEM TEM
PO uso PO uso PO uso PO uso PO uso

120 | PE 11| 140|PE 21| 140|PE 31| 120|PE 41| 120|PE

100 | PE 12| 160|OUT | 22| 100 |PE 32| 110|PE 42| 110|PE

250|OUT | 13| 160 |O0UT | 23| 130|OUT | 33| 110|PE 43| 130|O0UT

180|OUT | 14| 170|0OUT | 24| 160|OUT [ 34| 120|OUT | 44| 120|0UT

100 | OUT | 15| 120|PE 25| 170|PE 35| 130|PE 45| 150|PE

100 | PE 16| 100|OUT | 26| 130|PE 36| 170|PE 46| 120|PE

130 | PE 17| 100 |PE 27| 130|OUT | 37| 180|OUT | 47| 130|PE

180 | PE 18| 160 |PE 28| 140|OUT | 38| 160|PE 48| 120|O0UT

O |0 |IN ||| W(N (-

100 | OUT | 19| 140|PE 29| 110|OUT | 39| 160|OUT | 49| 110|PE

10| 110|PE 20| 130|OUT | 30| 120|PE 40| 110|PE 50| 110|PE

PE = PESQUISA ESCOLAR  OUT=0OUTROS

[STEVENSON] Se se extrai uma amostra de uma distribuicdo normal, qual a
probabilidade de que a média amostral esteja compreendida em cada um dos
intervalos abaixo?

[adaptado de STEVENSON] A espessura média das baterias fabricadas por
determinado processo é 0,2 cm e o desvio padrao 0,01 cm. Para uma amostra
de 36 bateiras, responda: (a) Que percentagem de médias amostrais estard no
intervalo 0,2+0,004 cm? (b) Qual a probabilidade de se obter uma média
amostral que se afaste por mais de 0,005 cm da média do processo?

Se o tempo médio (por usudrio) de utilizacdo de uma determinada pdgina da
Internet é 24 minutos, com distribuicdo normal e desvio padrao de 3 minutos,
qual é a probabilidade de que uma amostra aleatdria de 100 usuarios apresente
tempo médio que difira por mais de 30 segundos da média da populac¢do?

Os pesos dos habitantes de certa cidade tém desvio padrdo de 45Kg. Tomada
uma amostra de 225 habitantes, qual a probabilidade de a média amostral se
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afastar por 7,5Kg ou mais da média de todas os 20.000 habitantes da cidade?
E se a populacdo consistisse de 2.000 habitantes? E se a populagdo for
considerada infinita?

6) [STEVENSON] Supondo uma amostra suficientemente grande, determine a
percentagem de propor¢des amostrais que poderemos esperar nos seguintes
intervalos: a) p+164c, b) p+196c, c) p+200c, d)p=233c,

7) [STEVENSON] Se vamos extrair amostras de tamanho n=100 observac¢des, em
gue a proporgcdo populacional é 20%, que percentagem de proporcdes
amostrais podemos esperar nos intervalos abaixo?

a) 16% a 24% b) maior que 24% c) 12% a 28% d) menos de 12% ou mais
de 28%

8) [STEVENSON] O Departamento de Compras de uma companhia rejeita
rotineiramente remessas de pecas se uma amostra aleatdria de 100 pecas,
extraida de um lote com 10.000 pecas, acusa 10 ou mais defeituosas.
Determine a probabilidade de se ter um lote rejeitado caso ele tenha uma
percentagem de pecas defeituosas de: (a) 3% (b) 5% (c) 18% (d) 25%

9) Considerando-se desconhecida a média do exercicio 2, responda:

a) Qual o tamanho da amostra para se estimar a média populacional com
margem de erro de 0,004 cm e 90% de confianga?

b) Para uma amostra de tamanho 100, com margem de erro de 0,005 cm,
qual o nivel de confianga?

c¢) Parauma amostra de tamanho 49, qual a margem de erro, com 80% de
confianga?

10) Qual o tamanho da amostra para se estimar a proporgao populacional, com
margem de erro de 5% e 90% de confianga, nos seguintes casos:

a) Se a proporg¢ao populacional for 70%

b) Seaproporgao populacional for desconhecida e se deseja que a amostra
seja maxima.

c¢) O mesmo para os itens (a) e (b), considerando que a populacgdo é finita,
com 5.000 elementos.

11) Deseja-se estimar a média dos pesos de certa peca. Pelas especificagcdes do
produto, o desvio padrao dos pesos é 10 Kg. Calcule o tamanho da amostra
para um erro de estimativa de 1,5 Kg com 95% de confianga, nos seguintes
casos: (a) considerando a populacdo infinita e (b) considerando a populagao
finita, com 600 elementos.

12) Deseja-se estimar a proporcao de alunos de uma escola que usam o Chat
disponibilizado pelo AVA (Ambiente Virtual de Aprendizagem) utilizado pela
mesma. Calcule o tamanho da amostra para que o erro de estimativa seja de
2% com 99% de confianca, nos seguintes casos: (a) supondo-se que a
proporcao é de 30% e que a populacdo (total de alunos da escola) é infinita;
(b) supondo-se que a proporcado é 30% e que a populacdo é finita, com 10.000
alunos; (c) analogo ao item (a), para que a amostra seja a maior possivel; (d)
andlogo ao item (b), para que a amostra seja a maior possivel

165
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13) O diametro de um cabo elétrico é normalmente distribuido com média 0,8 e
variancia 0,0004. (a) Qual a probabilidade de que uma amostra de 16 cabos
tenha média superior a 0,807 ? (b) Qual o tamanho da amostra para se estimar
a média populacional com margem de erro de 0,001 e 90% de confianga ? (c)
Qual a margem de erro para uma amostra de 100 cabos, com 95% de confianca
? (d) Com que probabilidade (nivel de confianga) a estimativa esta dentro da
margem de erro de 0,002, numa amostra de 200 cabos ?

14) A proporc¢ao de pecas defeituosas em determinado processo de fabricacdo é
10%. (a) Num lote (amostra) de 100 pecas, qual a probabilidade de que o
percentual de pecas defeituosas ndo ultrapasse a proporcdo populacional em
mais de 0,02 ? (b) Qual o tamanho da amostra para se estimar a proporg¢do de
pecas defeituosas com margem de erro de 5% com 90 % de confianca ? (c)
Resolver o item (b) para que se tenha amostra maxima. (d) Para a amostra
maxima, qual a margem de erro com 95% de confianca ?

15) Foram retiradas 25 pecas da produgdo diaria de uma maquina, encontrando-se
um comprimento médio de 5,2 mm. Sabendo-se que os comprimentos dessas
pecas tém distribuicdo normal com desvio-padrdo 1,2 mm, construa intervalos
de confianga para a média aos niveis de 90% e 95% de confianca. Repita o
exercicio, considerando-se o desvio padrdo da populacdo desconhecido e que
a amostra forneceu S=1,2 mm.

16) De uma populacdo normal com variancia 1,96, obteve-se a seguinte amostra
(pesos em Kg): 25, 26, 26, 27, 28, 28, 29, 30, 25, 25, 28, 28, 30, 30, 25, 27 .
Quais as estimativas por ponto e por intervalo, 98% de confianca, para a média
populacional? Repita o problema considerando que a populagdo é finita, com
100 elementos.

17) Quais as estimativas por ponto e por intervalo (98% de confianga) da proporgao
de elementos com peso superior a 26 Kg, na populagao do problema 16 ?
Repita o problema considerando que a populagao é finita, com 100 elementos.

18) Foi realizada uma pesquisa com uma amostra de 300 alunos de um curso a
distancia sobre a qualidade do ambiente virtual de aprendizagem utilizado, 200
deles se mostraram insatisfeitos com a qualidade do mesmo. Quais as
estimativas por ponto e por intervalo (90% de confianga) para a proporc¢ao de
alunos insatisfeitos na populagao ?

19) Para as situacdes do problema 14, teste a hipdtese de que o comprimento
médio da populagdo é igual a 4,5 mm, contra a alternativa de que é maior que
4,5mm.

20) Para o exercicio 15, teste a hipdtese de que a média populacional é 28, contra
a alternativa de que é diferente de 28.

21) Para o problema 15, teste a hipétese de que o percentual de pessoas com peso
superior a 26 Kg, na populagao, é 64%, contra a alternativa de que é menor
que 64%.



Solugao das atividades

1)
X
a) X ' _ 120 +100 +150 +...+110+110 _ 6670 _133,40h
50 50 50
b) T =133,40x800 =106720h
~ N 30

%

©) P=gy=g 0%

d) N, =pxN=>2,800 =480
50

2)

X — N(ﬂi'o-i);lui = Hx
a) P(uy —1640y <X < puy +1640;) =

_p (uy —1640y)— uy <7< (uy +1640:)— 1y _
Ox Ox

_p (1 —1640;) — py SZS(/JX +1640¢) —px | _
Ox Ox

=P(-164 < X <164) =
= O(1,64) - D(-1,64) = D(1,64) — [1- D(L,64)] = 2x D(1,64) -1 =
= 2x0,9495 -1 =0,8990

0,8990

2

He=1640y My fy+1640 -1.64 0 1,64

Para os itens b, ¢ e d o procedimento é analogo, fica a cargo do aluno.

Estatistica e Probabilidade

167



168
Francisco de Assis Amaral Bastos

3)
0,01 0,01
n = 36; =0,2; =001= u, =0,2,0, =— =—-=0,002
/uX O-X /ux O-x \/% 6

X — N(0,2;0,002)
a) P(0,2-0,004 < X <0,2+0,004) =
_ F{(0,2—0,004) -02 _, _(0,2+0,004) —0,2} _

0,002 ST 0,002
_p[ 0008, 0004Y b 7<) () d(-2) =
0,002 0,002

= D(2) —[L-D(2)] = 2x D(2) -1 = 2x0,9772 —1=1,9544 —1 = 0,9544

0.2-0,004=0,196 02 0,2+0,004=0,204 &) 0 2

b) P(| X — u, [>0,005) = P(| X -0,2|>0,005) =
= P(X -0,2<-0,005v X —0,2 >0,005) =

= P(X -0,2<-0,005) + P(X - 0,2 > 0,005) = P(x —02 0'005}

0,002 ~ 0,002

o X =02 0,005

0,002 ~ 0,002

+[1-P(Z <25)]=2[l- P(Z < 2,5)] = 2[L - ®(2,5)] = 2 x (1—0,9938) =
= 2x0,0062 = 0,0124

| \\ //
> 0,0062, 0,0062

0,2-0,005= 0195 0,2 02+0005 0,205 2.5

j =P(Z<-25)+P(2>25)=[1-P(Z <25)]+
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4)

3
n=100; u, =24,0 =3:>,u% =24;O'>? =—— =03
/100

P( X -, [>05)=P( X -24[>05)=P(X -24<-05v X -24>05) =

P(X -24<-05)+P(X -24>05)=P X-24 05, pfX=24,05]_
0,3 0,3 03 03

=P(Z <-167)+P(Z >167)=[1-P(Z <167)] +[1- P(Z <167)] =

= 2[1- P(Z <1,67)] = 2[1— ®(1,67)] = 2 x (1— 0,9525) = 2 x 0,0475 = 0,095

%
' 0,0475, 0,047

24-0,5=23,5 24 24+0,5=24,5 -1,67 0 1,67

OBS: A partir do exercicio seguinte serdo omitidas as interpretacdes graficas, que
serdo retomadas a partir do exercicio 18.

5)

45 20000 — 225

a) N =20000;n=225;0, =45 =0 = . =2,98
\225 20000 -1

P( X —u, 27,5)=P( )?—,u; >75)= P()?—,u; <-75v )?—,ui >75) =

_ _ X — -
:P(X—,ux3—7,5)+P(X—/1X27,5):P[ P < 7’5j+

2,98 2,98

298 2098
+[1-P(Z <2,52)] = 2[1- P(Z < 2,52)] = 2[1— ®(2,52)] = 2 x (1—0,9941) =
= 2x0,0059 = 0,0118

. P(Y—ux 5 1o j: P(Z <-252)+P(Z 2252)=[1-P(Z < 252)] +
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b) N =2000;n=225;0, =45= 0, = 45 2000 — 225 =283

~ /225 V2000 -1
P(X -y 275)=P( X —pg [275)=P(X —uy <-75v X —pg 27,5) =

_ - -
—P(X — gty <-75)+ P(X — sy 27,5)=F{ Hx o _ 7’5j+

K
+P| 2 M 5 IO | p(z < 2,65)+ P(Z > 2,65)=[1- P(Z < 2,65)] +
283 2,83

+[1- P(Z < 2,65)] = 2[1- P(Z < 2,65)] = 2[1 - ®(2,65)] = 2 x (1 — 0,9960) =
= 2x0,004 = 0,008

c) n=2250, =45= 0y - b 3

\225
P X —py 275 =P( X —pug [275)=P(X —pg <-75v X —pg 275) =

_ _ X — 1.
P(X —pg <=15)+P(X —ug 27,5) = P( 3,ux < _%JJF

3 3

+[L-P(Z <25)]=2[l- P(Z <25)] = 2[l- ®(2,5)] = 2x (L— 0,9938) =
= 2x0,0062 = 0,0124

X P(Y—ﬂx § E] —P(Z <-25)+P(Z >25)=[L- P(Z <25)]+

6)
Mesma solugdo e resultados do EXERCICIO 1, agora com P — N(,up,Gﬁ),uﬁ =p
7)

0,2x0,8

n=100; p=02= p, =0,2;0;

f):

—0,0016;5, =+/0,0016 = 0,04
p — N(0,2:0,0016)
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016-02 _, _024-02
0,04 0,04

= B(1) - O(~1) == O(L) —[L- DL)] = 20(L) 1= 2x0,8413 ~1 =

—~1,6826 —1=0,6826 = 68,26%

a) P(016<p<0,24)= P( sz(—lSZ <=

0,24-0,2

b) P(p>0,24)=1-P(p<0,24)=1- P(Z < jzl— P(Z<])=1-0(Q) =

=1-0,8413 =0,1587 =15,87%

01-02 ., _028-02
0,04 0,04

= ®(2,0) - D(-2,5) = D(2) - [1- D(2,5)] = 0,9772 —[1— 0,9938] =
=0,9772 - 0,0062 = 0,9710 = 97,10%

d) P(p<012v p>018) = P(p <012)+ P(p >018) = P(p <012) +
+[1-P(p <018)]= P[Z < MJ + {1— P(Z < Mﬂ -

0,04 0,04

= P(Z <-2) + P(Z < -0,5) = ®(~2) + ®(~0,5) = [L— D(2)] + [L— ©(0,5)] =
= [1-0,9772]+[1— 0,6915] = 0,0228 + 0,3085 = 0,3313 = 33,13%

¢) P(012< p<0,28)= P( J =P(-25<Z <2,0) =

8)

N =10000 n=100 p—> N(u, ob)

Hp = p

2 _ Pxq 10000 ~100
100 10000 -1

= px(x0,009 = o, =/ pxqx0,0099

P(rejeitar lote) = P(f) > %} =P(p>0,10)=1-P(p <0,10)=

010 p

v P xQx0,0099

:1—P{Z <

J = P(rejeitar lote) =1— q)[ 010-p J

v pxQgx0,0099

a) p=0,03

0,10-0,03
,/0,03x 0,97 x 0,0099

P(rejeitar lote) zl—q)( J =1-®d(412)=0

1
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b) p=0,05
P(rejeitar lote) =1—® 0.10-0,05 =1-d(2,31) =1-0,9896 =0,0104
/0,05 x 0,95 x 0,0099
c) p=0218
P(rejeitar lote) =1—® 0.10-018 =1-0(-2,09) =1-[1-D(2,09)] =
/0,18 x 0,82 x 0,0099
= d(2,09) =0,9817
d) p=0,25
P(rejeitar lote) =1—@ 0.10-0.25 =1-0(-348)=1-[1-D(3,48)] =
/0,25 0,75x0,0099

= d(3,48) =1
9)

a) o, =001 d=0004 1-a=090=2,,=164
_Zop %oy _164°x0,01° 17
d? 0,004°
b) o, =001 d=0,002 n=100
_Zipxox o _nxd? / =\/n><d2 z\/lOOxO,OOZZ s
al?2

= 7 =_"-

d2 al?2 G)z( 0’012

l-a= (D(ZQIZ) _q)(_zzzIZ) = q)(ZaIZ) _[1_CD(Za/2)] = 2q)(za/2) -1=
=20(2)-1=2x0,9772 -1=0,9544 = 95,44%

¢) o,=001 n=49 1-¢=080=12,,=128

2
Oy

2 2

_ZnXOx g2 X% g :\/Zi'zxai :\/1’282X0’012 - 0,002
dz n n 49 ’

10)

a) d=005 1-a=090=1z,,=164

p=0,70

2 2
= Zar2 ><2p><q _164 xO,Zx0,3 ~ 296
d 0,05

b) d=005 1-a=090=12,,=164

p =0,50

_ ZgpXPxq _164°x05x05

n= ~ 269
d? 0,052




¢) N =5000
@n, =226 n= ”On _ 22226 ~ 216
1+ 1+—
N 5000
(b) n, =269 n= ”On - 22969 ~ 255
1+ 1+—
N 5000
11)
a) o, =10 d=15 1-¢=095=>2,,=19
2 2 2 2
Z.,,x0y 196°x10
n, = ’Zdz T Y
b) N =600
n= non _ 171171 ~133
i
N 600
12)
d =0,02

1-a=09=12z,,=257

a) p=030

b) n, =3468

c) p=0,50

d) n, =4128

_ 22, xpxq _ 2,57% % 0,30 x 0,70

n > > =~ 3468
d 0,02
n= ”On _ 3‘21%8 ~ 2575
1+-0 142
N 10000
2 2
No Z.,, ><2p><q _ 2,57 x0,58x0,50 ~ 4128
d 0,02
_n, 4128
n= = 1108 = 2922
1+

Mo g4 240
N 10000
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13)

X - N(08,0,0004)  u, =08 o2 =0,0004 = o, =0,02

o 0,0004 0,0004 0,02
a) n=16=o0, = 002 _ 0,005
J16

P(X > 0,807) =1- P(X <0,807) =1~ P(z SMJ _

0,005
=1-P(Z<14)=1-d(14) =1-0,9192 = 0,0808

b) d=0001 1-¢=090=72,,=164

22, xoy 164%x0,02°

=1076
d? 0,001°

n=

c) n=100 1-a=095=12,,=19%

:_22,2(;05 —d =\/25/2:‘7§ :\/1'9621200’022 ~ 0,004

14)

a) n=100 p=0,10

0,10x0,90
100

p— N(O,lo; 4, =010 &2 =0,0009 = o, =0,03

ol b pl>0,02) P |p—p|_ 0,02-010
( p-pl>0,02) (| 0.03 |> 0.03
=P(Z <—-2,67)+ P(Z > 2,67) = ®(-2,67) +[L— ®(2,67)] =
=[1-®(2,67)] +[1- D(2,67)] = 2[1- ©(2,67)] = 2(1L—0,9962) = 0,0076
xpxq 1,64°x010x0,90

> = > ~07
d 0,05
c) p=05 d=005 1-a=090=12,,=164

3 Zi,z xpxq 1,642x0,5%0,5

n= ~ 269
d? 0,05

j —P(Z|>267)=

2
b) d=005 1-a=090=17,, =164 n="eL2
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15)

a) Nn=25 X =52 o,=12 1-a=090=a=010=17,, =164

o o L Ox 1,2
IC, =Xtz ,,x0,=X%1Z =521164x =52+039=
Hy al?2 X al \/ﬁ \/2_5

=IC, =(48L559)

Para 1-a=0,95 a solucdo é andloga, com Zod2:1,96
b) n=25=GL=24 X=52 S=12 1-a=090=« =010=>t,,,,=1711

_ S 12
IC,, =X=£t, 1, x==52+1711x—==52+0,41=1C, =(4,79;561
Hy lal?2 \/ﬁ \/E ( )

Para 1-a=0,95 a solugdo € andloga, comt_, .=2,064

16)

a) n=16
Zx=25+26+26+...+25+27=437

Y x* =257 +26% +26% +...+ 25 +27% = 11987

g X _43

== =—=2731 (estimativa porponto)
n 16

XX (Xxf [ a3 e

n-1 nn-1) \ 15 16x15
1-a=098=a=002>t,, ,=2602
X £t > = 27,31+ 2,602 x @_2731+120:>

1y —1,a/2 \/ﬁ \/E
= IC, =(26,11,2851)

b) n=16 N =100
X =27,31 (estimativa porponto) S =185
1—a=098:>a=002:>tn a2 = 2,602

IC,, = X £ty 1000 ¥ \/— ‘f =27,31£2,602 x % I%z

=2731+111= =IC, =(26,20,28,42)

IC
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17)

a) N=16 P=0-0625 1-a=098=a=002=12,, =233
16

IC =0,635+0,282 =

Pz, x % = 0,625+ 2,33 %

p

o \/ 0,625 x 0,375
1

= IC, =(0,353,0,917)

b) n=16 N=100 p=0625 1-a=098=«a=002=2,,, =233

IC, = prz,,x [ N-n 20,625i2’33X\/0,625x0,375‘100—16 _
n N-1 16 100 -1

=0,635+0,260 = IC, = (0,375;0,895)

18)

n =300 p=%:o,67 1-¢=090=a=010=27,,, =164

IC,=p+z,,x % = 0,67 +1,64x /W =0,67+0,04 =

= IC, =(0,63,0,71)

19)
2) {HO “Hy =45
H, iy >45 7 .
n=25 X =572 oy =12
1-0=090=a=010=12z, =128
z. - X = 1, _ 52-45 202 0,90
oy 12 RC
\/ﬁ \/E 0,10

128 ‘[

2| > z,,, = rejeita-se H, )

Para 1-a=0,95 a solucdo é andloga, com Za:1’64
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H,:pu, >45
n=25 X=52 S=12
1-2=090=a=010=t,,, =171 obo

X—pu, 52-45
= = =292 RC
s T2
\/ﬁ 25 1711 I

Te|>t,., = rejeita-se H, el

H,: =45
b) { 0 /'IX t o

Para 1-a=0,95 a solugdo € andloga, comt_, .=2,064

20)
2) {Ho Tuy =28
Hytpuy #28 RA
n=16 X =27,31 S=185
1-2=098=a=002=>t,,,, =2602
X —p, 2731-28
Te=—g =g 1% RC
- 0,01
\/ﬁ \/E 2,602 ‘[ 2,602
Te| <ty 1/, = aceita -se H, 148
) {HO S iy =28
H, tpuy, #28 P
n=16 N =100 X =27,31 S=185
1-a=098=a=002>t,,,, =2602
 X-p, . 2131-28
s [N-n 185 [100-16 RC
vn YN-1 16 V100-1 0,01
2,602 2,602

, = aceita-se H,

n-l,a/

T, <t

7
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21)

H,:p=0,64
H,:p<0,64
10

n=16 f)zE:O,625 1-a=098=0a=002=12z, =205

_ p-p, 0625-064

a) Z, = =-0125
P,  [064x036
\/ n \/ 16
|Z,| <z, = aceita -se H,
D) 7. - p-p, _  0625-064
* [pg, N—n [0,64x0,36 100-16
\/ n N-1 \/ 16 100-1

|Z.|< 2, = aceita -se H,

-0,136
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Correlacao e Regressao







Capitulo

Correlacao

Introducao

No cotidiano é comum a analise simultanea de duas ou mais caracteristicas
de uma populagdo como, por exemplo, o peso e altura das pessoas ou, ainda, a
guantidade de memdéria de um sistema e o tempo de resposta do mesmo. Nestes
casos, estdo envolvidas duas varidveis aleatérias, X e Y, quem tém seus
comportamentos probabilisticos individuais, ja discutidos na Parte 2, ou seja, cada
uma com sua respectiva funcdo densidade e de distribuicdo acumulada de
probabilidades, esperanga matematica e variancia. E de grande interesse verificar-
se se hd algum tipo de relagdo entre essas varidveis, o que pode ser feito através
do que se chamam MEDIDAS DE ASSOCIACAO, uma delas o COEFICIENTE DE
CORRELACAO. Verificada a existéncia de associagdo, a etapa seguinte é a
“constru¢do” de um modelo funcional ou MODELO DE PREVISAO que a
represente, permitindo a previsao de uma das variadveis (Y) a partir de valores da
outra (X). No caso da existéncia de uma relacao linear entre essas varidveis é
utilizada a ANALISE DE REGRESSAO LINEAR com esta finalidade.

1 Variaveis Aleatodrias Bidimensionais

Considere duas variaveis aleatdrias, X e Y, com densidades de
probabilidade f,(x) e f/(y), respectivamente. Entdo, a varidvel aleatdria

bidimensional (X,Y) tera fun¢do densidade de probabilidade conjunta denotada
por ny(X,y).
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Importante

f. (x) e f,(y) sdo chamadas densidades marginais de X e Y;

X e'Y podem ser ambas do mesmo tipo (discreta ou continua) ou de tipos diferentes;

Quando ambas sdo discretas, (X,Y) é dita DISCRETA, f)<Y
fornece P, . (X=x e Y=Y), a probabilidade de X e Y assumirem os valores X e y, simultaneamente;

(x,y) pode ser escrita como P, (x,y) e

Quando ambas sdo continuas, (X,Y) é dita CONTINUA, fXY(x,y) fornece PXY(XeIX e Yely), a
probabilidade de X e Y assumirem valores dentro dos intervalos reais IX e Iy , simultaneamente.

Como f, (xy) € uma densidade de probabilidade, tem-se que f (xy)=0 e
S P (%, y,) =1 er X y)=1" para os casos discreto e continuo, respectivamente.
Xy A% Yy /) xy \ % =

iy, = E(X) -Esperanca Matematica ou Média de X

1, = E(Y) -Esperanca Matemética ou Média de Y

62 =V(X)=E{[X —E(X)F |=E(X?)-[E(X)F - variancia de X
o2 =V(X)=E{[X —E(X)F |=E(X?)-[E(X)F - variancia de Y

oxy =COV (XY) = E{[X —E(X)][Y —~E(Y)]}=E(XY )~ E(X)E(Y)
Covariancia de (X,Y)

Sendo:
CASO DISCRETO CASO CONTINUO
E(X)= Y xf, (X) E(X)= [ xfy (x)dx
E(Y) = ¥ (¥) E(Y) = [ yf (y)dy

E(XY) =2 D xyfy (xY) E(XY) =] [y (x, y)dxdy

y X



Importante

e Duas varidveis, X e Y, sdo INDEPENDENTES se e somente se f,. (x,y)=f, (X)f (y);

e Demosntra-se que, se X e Y sdo independentes, entdo E(XY) = E(X)E(Y), assim,

COV, = 0;

e Por outro lado, a reciproca ndo € verdadeira, ou seja, se COV, = 0 ndo implica que as

varidveis sdo independentes.

EXEMPLO 4.1.1.1[1]

O quadro abaixo mostra a distribuicio de probabilidade conjunta das

Estatistica e Probabilidade

variaveis X e Y. Calcule E(X), V(X), E(Y), V(Y) e COV(X,Y). Verifique se X e Y sdo

independentes.

Y X
0 1 2 3 SOMA
0 0,03 | 0,075 | 0,0225 | 0,0225| 0,15
1 0,06 | 0,125 | 0,0375 | 0,0375| 0,25
2 0,12 | 0,30 0,09 0,09 0,60
SOMA | 0,20 | 0,50 0,15 0,15 1

E(X)=0x0,20+1x0,50+2x0,15+3x0,15=1,25
E(X?)=0?x0,20+1*x0,50 + 2* x 0,15+ 3% x 0,15 = 2,45
V(X)=245-125°=0,8875

E(Y)=0x015+1x0,25+2x0,60 =145
E(Y?)=0?x015+1% x0,25 + 2> x 0,60 = 2,65
V(Y) = 2,65-145% =0,5475

E(XY)=(0x0)x0,03+(0x1)x0,05+ (0% 2)x0,20 +
+(1x0)x0,075+ (1x1)x 0,125 + (1x 2) x 0,30 +
+(2x0)x0,0225 + (2x1) x 0,0375 + (2x 2) x 0,09 +
+(3x0)x0,0225 + (3x1) x 0,0375 + (3x 2) x 0,09 =1,8125
COV(XY)=18125-1,25%1,45=0

P, (X =0)P, (Y =0)=0,20x015=0,03=P,, (X =0,Y =0)
P, (X =0)P, (Y =1) =0,20x0,25=0,05=P,, (X =0,Y =1)
P, (X =0)P, (Y =2)=0,20x0,60 =012 =P, (X =0,Y =2)

18
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P, (X =1)P, (Y =0)=050x015=0,075=P,, (X =LY =0)
P, (X =1)P, (Y =1)=050x0,25=0125 =P, (X =LY =1)
P, (X =1)P, (Y =2) =0,50x0,60 =0,30 = P, (X =1Y =2)
P, (X =2)P, (Y =0)=015x015=0,0225 = P,, (X =2,Y =0)
P, (X =2)P, (Y =1) =015x0,25=0,0375= P,, (X =2,Y =1)
P (X =2)P, (Y =2)=015%x0,60=0,09=P,, (X =2,Y =2)
P, (X =3)P, (Y =0)=015x0,15=0,0225 = P,, (X =3,Y =0)
P, (X =3)P, (Y =1) =0,15x0,25=0,0375 = P,, (X =3,Y =1)
P, (X =3)P, (Y =2) =015x0,60 =0,09 = P,, (X =3,Y =2)

Como, para todo par (Xy), tem-se que P, (x,y) =P, (X =x)R, (Y =vV),
concluimos que X e Y sdo independentes.

O Coeficiente de Correlacdo Linear € uma medida que indica o grau de
associacdo LINEAR entre as varidveis X e Y, definido por:

_ COV(XY) oy

Pxy = W X)\/Y :GXGY

2 . ~
Demonstra-se que -1 <p, < 1 e que se p;, =1, ou seja, se p,, = £1 entdo

Y é uma combinacdo linear de X, ou seja, Y = AX + B. Caso o coeficiente seja
negativo isso indica que pequenos valores de X se associam a grandes valores de
Y e grandes valores de X se associam a pequenos valores de Y (reta decrescente).
Se positivo, pequenos valores X se associam a pequenos valores de Y e grandes
valores X se associam a grandes valores de Y (reta crescente). Se p,, = 0 as

variaveis sdo ndo correlacionadas linearmente.

Observagoes
o O coeficiente de correlagdo linear s existe se V(X) #0 e V(Y) #0;

e Se X e Y sdo independentes elas ndo sdo correlacionadas linearmente, ou seja, Pyy
= 0. Mas a reciproca ndo é verdadeira;

® Py = 0 ndo significa que X e Y ndo tenham algum tipo e associacao, elas podem,

~ - 2
por exemplo, ter uma relagdo quadratica: Y = X

A partir deste ponto, utilizaremos apenas a expressao Coeficiente de Correlagao.
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2 Coeficiente de Correlagao Amostral

2.1 Estimadores dos parametros populacionais

Dada uma amostra aleatoria, (X,,Y,), (X,,Y,),..., (X,Y,), temos os seguintes
estimadores:

ot 305

, 2 x=X n . , A
S5 = é o estimador da variancia de X
n-1 n-1
2
9 2 (Z y)
2 Z(y_Y) Zy n . . A
Sy = = é o estimador da variancia de Y
n-1 n-1
- PRIN
FS-Xfy-v) 2T .
Xy = — = — é o estimador da covariancia de (X,Y)
PRON
; S Sw 20 n é o estimador do
XY

il s

coeficiente de correlagdao entre X e Y

EXEMPLO 4.1.2.1[1]

A tabela seguinte apresenta os resultados obtidos a partir de uma amostra
de 10 alunos de uma escola, referentes ao tempo (min) de uso da Internet por dia
(X) e o escore obtido em um teste de qualificagdo para monitor do Laboratdrio de
Informatica (Y). Calcule as estimativas pontuais de V(X), V(Y), COV(X,Y) € p.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |SOMA
X 30| 40| 10| 50| 10| 20| 30| 40| 50| 60 340
y 5 7 8| 10 5 2 7 9 71 10 70
x| 900|1600| 100|2500| 100| 400 |900| 1600|2500 |3600| 14200
y2 25| 49| 64| 100| 25 41 49| 81| 49| 100 546
xy | 150| 280| 80| 500 50| 40(210| 360| 350| 600| 2620
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DX - %) 14200 - 34

S2 = n__ 10 _29333=5, =173
9

n-1
2 Zyz_(zny)z 546—E
Sy = =

10 _622=5, =249
n-1 9

ZXy_Zny 2600 340X 70
_ n__ 1
==

C _ S __ 2667 _
¥ s,.S, 17,13x2,49

S,y = 26,67

Seguindo o mesmo comportamento do coeficiente de correlacdo
populacional, temos os seguintes resultados:

I
o -1< ey < 1
e I, <0 = pequenos valores de X se associam a grandes valores de Y

e grandes valores de X se associam a pequenos valores de Y (reta
decrescente)
e r,,>0 = pequenos valores de X se associam a pequenos valores de

Y e grandes valores de X se associam a grandes valores de Y (reta
crescente)

e 1., =-1 = correlagdo linear perfeita (decrescente) entre Xe Y

e 1, =1 = correlagdo linear perfeita (crescente) entre X e Y

Iy =0 = auséncia de correlagdo linear entre X e Y

e se XeYsdoindependentes = r,, = 0 (a reciproca ndo é verdadeira)

Uma ferramenta fundamental para a andlise da correlagdo linear entre
asvaridveis X e Y é o DIAGRAMA DE DISPERSAO, também conhecido como NUVEM
DE PONTOS, que é o gréfico cartesiano dos pontos (X,y). As figuras abaixo
caracterizam, através do referido diagrama, as situagdes descritas acima.

® e ® . e . )
. .

° oo o. o® @ ° ....o ™ o®
o e ° o %00 hd v 29" ®e %®
T . L) - ot ® %0 %0, %

o ® ° ® 9 ° oo ® L4
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Antes de qualquer analise numeérica de r,, € fundamental a avaliagdo

grafica. Em muitas situagdes seu valor ndo é um bom indicador do grau de relagao
entre as variaveis. A presenca de valores fora da nuvem de pontos (outliers) ou
mesmo a existéncia de estratos detectados na amostra podem influenciar
decisivamente no valor de r,,. As figuras abaixo ilustram essas situagdes.

vl rxy=0 Ylrxy=-086 I'xy = 0,86
— o 1 ° , 1T o
oo * ® 9 - °
....... o ® 9 o ® o
L coe e ®0°®
| PR o0 o LR 4
L | | o ® L4 |
vy = 0,70 vy = 0,06
X X

EXEMPLO 4.1.2.2[1]

Construa o diagrama de dispersdo do exemplo 4.1.2.1[1].

y
10 ° °
9 °
8 °
75 ° ° °
5 ° °
2 o
10 20 30 40 50 60 x

Para a construcao de intervalos de confianga e testes de hipdteses para Pxy

é necessario o conhecimento da distribuicdo de probabilidade de seu estimador
I'yy- Mas esta distribuicdo depende tanto de p,, e den (tamanho da amostra) e
seu formato varia demasiadamente de acordo com o valor de Pyys N3O sendo

facilmente determinada. Assim, serd utilizada a variavel aleatéria abaixo, que tem
distribuicao Normal.

1 1+r
R:_.In - XY R~ N ,0-2
2 (1_rxyj (,UR R
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Podemos entdo escrever P(— Z,2 < R ke ZMJ =1- . Substituindo-

ORr
se R e [, por suas respectivas expressdes e isolando p,, (reveja na Parte 3 —
Capitulo 3), chegamos aos seguintes resultados para o Intervalo de Confianca de

Pxy -
c - e -1 e” -1
P 1+e% '1+e%
¢, =2(R-2,, 0g) ¢, =2(R+2,, 0g)
Observagoes
e 1-a é o Nivel de Confianga da estimativa e 2. é a abcissa da Curva Normal
Padrdo, associada a 1-a;
e In é o logaritmo na base natural (e = 2,7183);
EXEMPLO 4.1.3[1]

Foram avaliados os desempenhos de 100 processadores, com relacdo ao
tempo de utilizagdo (X) e temperatura (Y), encontrando-se um coeficiente de
correlagao de 0,70. Determine a estimativa por intervalo, com 95% de confianga,
para o coeficiente de correlagao populacional.

n=100 r, =070 1-¢=095=>2,,=196

B R :0,5In(1+0’7j:0,8673 o, :%:0,1015
\//—f Sugestio -0.7 100-3

, c, =2(0,8673 -1,96-0,1015) =1,3366

Construa um intervalo
de confianga para o C, = 2(0,8673 +1,96 - 0,1015) =21326
EXEMPLO 4.1.2.1[1] Gl 1 21826 g
IC: (1+ et em%j = 1C :(0,5839;0,7881)
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4 Testes de Hipoteses para pyy

Os testes de significancia para o coeficiente de correlacdo sao os seguintes:

{HO:pXYZO {HO:pXYZO {HO:IOXYZO
Hy pxy #0 Hy < pyxy <0 Hy i pxy >0
(teste bilateral) (teste unilateral ) (teste unilateral )

J4 é conhecido que o critério de decisdo dos testes de hipdteses (reveja na
Parte 3 — Capitulo 4) é baseado no nivel de significancia do teste (a), que é a
probabilidade de se cometer um erro do Tipo |, rejeitar H, quando ela é

verdadeira. Sob a hipétese de que p,, = 0 (H), a seguinte varidvel aleatoria,
funcdo do coeficiente de correlagdo amostral r,, , tem distribuicio de
probabilidade t de Student com n-2 graus de liberdade:

Assim, esta sera a estatistica de prova, representada por T, e o critério de
decisdo é: se |TC| 21, ,,/2 (teste bilateral) ou |Tc| 21,,, (testeunilateral),

rejeita-se H,,.

As figuras abaixo ilustram o procedimento.

tn-Z.a ﬁ

T 'tn-z.a/z tn-Z.a/Z % t -tn-Z.a
T ou I 1 1.

rejeita-se H, rejeita-se H, rejeita-se H, rejeita-se H,

189
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ParaoE

Sugestao

XEMPLO

4.1.2.1[1], teste a
hipdtese de que

Pyy =0

contra a

alternativa de que

pXY

>0

EXEMPLO 4.1.4[1]

Considerando a situagdo do exemplo 4.3[1], teste a hipdtese de que p,
=0, contra a hipétese de que p,, # 0, ao nivel de significdncia de 10%.

obs: como n-2=98 é grande e ndo se encontra na tabela (Anexo 2) vamos
considerar oo graus de liberdade, veja que se fossem considerados 72 graus de
liberdade, ou qualquer outro valor entre 72 e o« a decisdo seria a mesma.

n=100 r, =070

@ = 0,10 = tog 05 = 1645
_ryYn-2 0,704100 -2

- Ji-070?

| T, [>tgg005 = rejeita -seH,

T

=9,70




Capitulo

Regressao Linear Simples

1 A varidvel Aleatéria E(Y | X)

Na secdo 1 do capitulo 1 desta parte, foram discutidos aspectos da variavel
aleatdria bidimensional (X,Y). Uma informacdo complementar que serd
acrescentada aqui é a existéncia da variavel aleatoria E(Y|X), leia-se Esperanca de
Y dado X, cujos valores sdo dados por E(Y|X), que é o valor esperado, ou média,
da varidvel Y para um dado valor fixo x de X. O grafico de E(Y|X) é chamado de
Curva de Regressao (da média) de Y em X. Caso a Curva de Regressao seja linear,

a chamaremos de Reta de Regressao de Y em X. O mesmo vale para a variavel
E(X]Y).

2 O problema da Regressao Linear

Foi visto que se p,, = 1, entdo Y € uma combinagdo linear de X, da forma

Y=A+BX. Neste caso, a Curva de Regressdo de Y em X também é linear, E(Y|X)=
Bytp X, com B=A e p,=B. Isto significa que todos os pontos (X,y) e (y|X,X) estdo
sobre a reta correspondente, como ilustrado na figura abaixo.

y ylx

Observagoes

e Para simplificagdo da notagdo, usaremos a expressdo Y= S +f X, para representar a
Reta de Regressdo de Y em X, ressaltando que ela fornece a média da varidvel Y dado
um valor fixo X de X;

e Este entendimento serd muito importante no momento em que forem tratados os
procedimentos de inferéncia para o modelo de regressao.
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Caso contrario, a relacdo entre X e Y ndo serd estritamente linear, o que
ndo ocorre necessariamente com a curva de regressdo de X em Y, que podera ser
uma reta, como ilustrado na figura abaixo.

y vix= By+Bix

X
0<pyy<1

Na avaliacdo do comportamento de duas varidveis, caso haja algum
indicativo de que elas tenham uma relacgdo linear, o problema, entdo, consiste em
encontrar a melhor aproximacao da Curva de Regressdo de Y em X a partir de uma
amostra de pares (X,y). Lembramos que a ferramenta ideal para visualizar a
possivel relacdo entre X e Y é o Diagrama de Dispersdo, as figuras apresentadas
nesta secdo sdao exemplos disto.

Importante

e O termo Linear Simples é utilizado pelo fato de existir apenas uma varidvel
“preditora” X;

e Existem diversas situagdes em que a relagdo original das variaveis ndo é linear, mas
que, através de uma tranformacgdo simples, pode-se conduzir o caso para uma

situacdo linear, por exemplo: Z—aW’—=InZ =Ina+blnW '’
\—,—JY —_— e

b b X

e O método para andlise da Regressao Linear Simples pode ser estendido pra o caso
de existirem mais de uma varidvel preditora, Y = g + 8, X, + B, X, +...+ B, X,

passando a se chamar de Regressao Linear Mdltipla.

EXEMPLO 4.2.2[1]

Para a amostra abaixo, calcule o coeficiente de correlagdo entre X e Y,
construa o diagrama de dispersao e faca o grafico dos valores médios de Y dado
X. Determine a equacdo que relaciona Y a X e a curva de regressdo de Y em X

3131(3|3(3[|3(|3|4|4|4|/4|4|5|5|5|6|6|6]|6]6
T 77T 7T|7T{7(719|9]9]9| 9 |11(11|11|13|13|13|13 |13

D x=86 > y=192 > x*=39%8 > y’=1956 > xy=882
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= T+T+T7+7+7+7+7 _ 9+9+9+9+9
(YIx=3)= . =7 (YIx=4)= c =9
= 11+11+11 _ 13+13+13+13+13
(y[x=5)=——"——=11 (Y[ x=6)= c =13
2
X 2
ZXZ_(Z) 398—§
S? = ; n__ T 20 _148=5, =122
n_
2 2
Zyz—(zy) 1956 — 192
Sy = g o =294, =24
n_
ny_ZXZy egy _ 6192
Sy = n__ - 0397
n-1 19
Sy 297

I. = = =
WSS, 122x2,44

OBS: o valor encontrado foi 0,99716, por causa das aproximacdes dos valores
utilizados, caso essas aproximacoes nao fossem feitas o valor do coeficiente de
correlagdo seria exatamente 1

DIAGRAMA DE DISPESAO MEDIA DE y DADO x

x x

Veja que no diagrama de dispersdo aparecem apenas 4 pontos pois, como
para cada X os valores de y sdo iguais, os pontos se sobrepdem, o que nao é o caso
do grafico da regressdao de Y em X pois, neste caso, existem apenas 4 valores
médios dey.

Tanto pelo valor do coeficiente de correlagdo quanto pela visualizagdo dos
graficos temos que a relagdo entre y e X é linear, bem como a curva de regressao:

y=2x+1 e y|x=2x+1
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EXEMPLO 4.2.2[2]

Repetir o exemplo 4.2.2[1] para a amostra abaixo.

3| 3/3|3(3| 3|3| 4|4, 4|, 4|, 4| 5| 5| 5| 6| 6| 6| 6| 6
5/55/6|7(8(85|9|75|7/95| 10| 11|9,5| 10,5| 13| 11| 12,5| 13| 14| 15
D x=86 > y=192 > x*=398 > y?=2000 > xy=882
_ 5+55+6+7+8+85+9 _ 75+7+95+10+11
(Y[x=3)= - =7 (Y|x=4)= c =9
(y|x=5)=9’5+12’5+13=11 (WXZE;):11+12,5+é3+14+15:13

$2=148=S, =122

S2=825=S, =287
S., =2,97 r,, =0,85

DIAGRAMA DE DISPESAO

MEDIA DE y DADO x

X

X

O diagrama de dispersdao mostra que nado existe uma relagao perfeita entre
X e Y, mas indica uma tendéncia linear crescente, o valor do coeficiente de
correlagdo confirma isto, mas percebe-se que a curva de regressao é linear:

Observe que a linha de regressdo, que também foi tracada no diagrama de
dispersdo, encontra-se “centralizada” na nuvem de pontos e é uma aproximacgao
da relacdo entre X e Y e é utilizada para estimar a média da variavel Y dado um

valor X de X.

Retirada uma amostra (X,,Y,), (X,,Y,),..., (X.,¥,), nem todos os pontos estdo

sobre uma linha reta, assim, sera acrescentado ao modelo de regressdao um
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componente de erro, & que é a diferenga entre o verdadeiro valor de y e aquele
gue seria se 0 mesmo estivesse sobre a reta. O modelo passa entdo a ser:

Y=0,+pBX+¢

Assim, para a amostra de n observagbes existem, obviamente, n erros &,
correspondentes a cada um dos pares (X,y,) obtidos. Portanto podemos

escrever:

Yi =By + B t&

"
'
'
'
'
'
1

X

O método dos minimos quadrados consiste em determinar estimativas
dos parametros [)’O e ﬂl , bO e b1 respectivamente, que minimizem a soma dos

guadrados dos erros, determinando-se uma “reta estimada” ou “reta média”
dada por:
¥ =D, +bx

Importante

e No modelo geral vy = By + B Xx+&, Oerro & é uma variavel aleatéria normal
com média 0 (zero) e variancia desconhecida 02, ouseja ¢~ N(0,62);

e Também no modelo acima, X € um valor fixo da variavel X ;

¢ Detrminada a reta y —b, +b,x, § € o valor esperado (média) da variavel Y,

dado um valor especifico X da variavel X.

O problema entao é:

Dado y, = B, + B, X, + &, , minimizar S = Zeiz = Z[yi —(B, + B
i=1

19%
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Desafio

Encontre as equagoes
normais, b0 e b1

e
§
&1 Desafio

Demonstre que

S%: rXY Xi
Sx Sx

Observe que em S as varidveis sdo £, e f, . Calculando as derivadas

parciais de S em relagdo a 3, e f3 e igualando-as a zero, chega-se ao seguinte

sistema de equacdes, chamadas de equagdes normais, e respectiva solucao, que
fornece as expressodes de b0 e b, que sdo os estimadores desejados:

>y —nby—b > x=0
D oxy—b D x —b Y x*=0

bo = y_bl)_(

5y - 272

n _ SXY SY

n

by

Observagao

S SZ S.eS N . o a .
XY 19X 1 rxy, Y e x sdo os estimadores da covariancia , variancia, desvio

padrao e coeficiente de correlagao, ja vistos no Capitulo 1, Se¢do 2.1 desta Parte.

EXEMPLO 4.2.3[1]

Foram avaliados 30 computadores de Laboratérios de Informatica de

Escolas Publicas em relagdao ao tempo de uso (X) e custo de manutengao mensal
(Y) dos mesmos. Os resultados estdao no quadro abaixo. (a) construa o diagrama
de dispersao; (b) calcule o coeficiente de correlagdo entre X e Y; (c) determine a
reta de regressao e (d) estime o custo médio de manutengao para um computador
com 5 anos de uso.

0,5

05(1| 1 (15|15 2|2 (2|25(25|3|3(35(35(35|4]| 4|45|45

8

5|8(10( 7 (10|12 |15|8|10|15|12|18 20|20 |18|25|20| 22|25

n=20 > x=5050 > x*=158,75 > y=288 > y’=4886 > xy=867

T -2525 Y = 288 =14,4
20 20
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158,75 — 50,50° 4886 — 288"
Sy = 0 __128 s, - — 6,24
19 19
gg7 5050 288
S, = 5 20 _736
DIAGARAMA DE DISPERSAO
y 30
25
20 *
15 ’
10 "
. :
00 1 2 3 4 5

COEFICIENTE DE CORRELAGAO:

f, =10 09203
1,28x6,24

RETA DE REGRESSAO:

7,36 S 1,28

=X =4,48 ou b, =r,, x - =0,92x 2" = 4,48
. SZ 1,287 %= S, 6,24

b, =Y —b, X =14,4-4,48x 2,525 =31

y =31+4,48x

ESTIMATIVA DO CUSTO MEDIO PARA 5 ANOS DE USO:
Xx=5
y=31+4,48x5=25,48

4 Coeficiente de Determinacgao x Coeficiente de Correlagao

Uma das ferramentas utilizadas para analisar a eficiéncia do modelo de
regressdo é o que se denomina COEFICIENTE DE DETERMINACAO, que é obtido a
partir da seguinte identidade:

197
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Desenvolvendo a ultima igualdade, chega-se ao seguinte resultado:

SN =3V f+ 20 -VF

Observando os elementos envolvidos em cada soma de quadrados, este
resultado pode ser expressado por:

SOMA DE QUADRADOS SOMA DE QUADRADOS EM SOMA DE QUADRADOS
EM TORNO DA MEDIA |= TORNO DA REGRESSAO +| DEVIDO A REGRESSAO

(SQM) (SQE) (SQR)

Com a relagdo vista acima, temos que a variacdo de Y em torno de sua
média (SQM), também chamada de soma de quadrado total, pode ser atribuida
em parte areta de regressao (SQR) e outra parte devido aos erros (SQE), pelo fato
de que as observacBes reais ndo se situam sobre a reta de regressdo. Se isto
ocorresse, a soma de quadrados em torno da regressao (SQE) seria zero.

Portanto, quanto maior SQR for do que SQE, melhor sera o ajustamento,
pois, assim, a variacao de Y em torno da média sera melhor explicada pela reta de
regressao. Ou, de forma equivalente, quanto mais préxima de 1 for a relagdo
SQR/SQM, melhor serd o ajustamento. Assim, o COEFICIENTE DE DETERMINACAO
é dado por:

R? SQR onde SQM:ZyZ—@ e SQR=D ZW—@

~SQM

Importante

e Demonstra-se que, no caso do modelo de regressdo linear simples, o quadrado do
coeficiente de correlagdo linear é igual ao coeficiente de determinacdo, ou seja,

r2, =R?;

~ . a0nq 2 . - - ~

e Na Regressdo Linear Mdltipla, R é o instrumento utilizado para uma verificagdo

preliminar do grau de relacionamento linear entre a variavel Y e as variaveis X, a
exemplo de I, Na regressdo simples;

2 a T - s AR
er,e R ndo tém o mesmo significado, o coeficiente de correlagdo indica o grau de

associacdo linear entre X e Y, enquanto que o coeficiente de determinagdo avalia qual
a parcela da variagdo total de Y é explicada pela reta de regressdo estimada.
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EXEMPLO 4.2.4[1]

Determine o coeficiente de determinacdo para o caso do exemplo 4.2.3[1],
a partir de sua definicdo e compare com o coeficiente de correlacao.

n=20 Y y=288 > y’=4886 > xy=867 r, =09203

2
SOM = 4886 — 223 =7388  SQR=4,48x (867 _Mj = 625,66
R? :% =0,8469=84,60% r2 =0,9203% =0,8469 = R?

5 Intervalos de Confianca e Testes de Hipoteses da
Regressao

5.1 Intervalo de Confianga e Teste de Hip6teses para £,

O estimador de /3, b, , € uma varidvel aleatéria com Esperanca e Variancia

dadas por:

E(b,) = ) S S
(0) ﬂo e V(b) G[nJr(n—l))Sf(}

~ . . . 2
A expressao abaixo fornece um estimador ndo viciado de o .

g2 _ SQE

T n-2

Onde SQE = SQM - SQR (reveja na sec¢do 4 deste capitulo) e

SQM =3 y? V) SQR:bl[ZXy—@}

n

Assim, a seguinte varidvel tem distribuicdo t de Student com n-2 graus de
liberdade.

19
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bo _ﬁo

T, = —
S
n (n-1S%

O intervalo de confianca e a estatistica de prova para Ho:ﬂ0=ﬂ0,0 sdo:

— =
IC, 11 by —t, o2 S? 1er—2 B RS P 52 EJFX—Z
° ' n (n-1)S; ’ n (n-1)S;

b0 - :Bo,o

P 2
]
n (n-1)S%

Para a amostra seguinte determine o intervalo de confianca para o
coeficiente linear da reta de regressdo de Y em X e teste a hipdtese de que ele é
igual a 0 (zero), contra a hipdtese de que é maior do que 0 (zero), use 1-a=0,95.

EXEMPLO 4.2.5.1[1]

x |28]30(34|38|42]|47]|50]5,6
y |20,5(23,2(21,0|18,3|19,0|19,7|16,7|16,3

X |58[65|67|76|84]|86]|90]09,7
y |17,8/15,5(13,2|14,6/12,8|10,5|12,7| 9,5

2
4502,01- 243 142471 948% 2615
SZ = T 16 _1521 s, = T 16 _ 831
(o831 oas b 005w 521
J5,03x /15,21 /503

n=16 > x=948 > x*=637,08 > y=2615 » y?=4502,01

94,87
948 _ 2615 637,08

> xy=142471 X=2"-593 Y=2""=-1634 S:=— 16 _503
16 16 15
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2
b, =16,34 — (-1,65x5,93) = 26,14 SQM = 4502,01— 26L5" _ 228,12
SQR =-1,65x (1424,71— %j =206,19 SQE =22812-206,19 = 21,93
S% = 2198 157

INTERVALO DE CONFIANCA

N=16 1-—a=095=t,,; = 2145

2 2
IC,, - {26,14 ~2,145. \/1,57{1 § 29 } 2614 + 2,145 \/1,57[i y 2% } ]

16 15x5,03 16 15x5,03
IC,. :(26,14-1,95;26,14+1,95)= IC, :(24,19;28,09)

TESTE DE HIPOTESES

N=16 1-a=095=t,,,; = 2145

H,: =0 _
{ A _ 2614 —0 28,69

H,:f, #0 T

: # 0 2

P 157 —1 + 593
16 15x5,03

T, | > tiao.oos = rejeita -se H,

5.2 Intervalo de Confianga e Teste de Hipoteses para [,

O estimador de /3, , b, , € uma varidvel aleatéria com Esperanca e Variancia

dadas por:

2
O

E(bl) = 181 e V() :m

Assim, a seguinte varidvel tem distribui¢cdo t-Student com n-2 graus de

. 2, . 2, . o .
liberdade, onde S é o estimador de ¢ (veja se¢do anterior):

0
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_ bl_ﬂl
Tﬁl - 52
\(n-s;

O intervalo de confianca e a estatistica de prova para Ho:ﬂlzﬂl,0 sdo:

, S° , S? _ b, = B
ICﬁ1: b1 _tn—l,alz : m 1b1 +tn—1,a/2 ) m € Tﬂ1 - 52
(n-1)S§

Importante

No caso da Regressdo Linear Multipla, v = g + 8, X, + 8,X, +...+ 8, X, , € utilizada

a Andlise de Variancia, envolvendo as somas de quadrados vistas na se¢do sobre o
Coeficiente de Determinagdo, na qual é aplicado o teste F (veja na bibliografia
indicada) que verifica a adequacdo da reta ajustada, testando as hipdteses
Hy: B, =, =...=B,=0 € H, :pelo menos um 3, = 0 ). Naregressdo simples o teste
F é equivalente ao teste t apresentado.

EXEMPLO 4.2.5.2[1]

Considerando os dados do EXEMPLO 4.2.5.1[1], construa o intervalo de
confianga para o coeficiente angular da reta de regressdo e teste a hipdtese de

que ele é igual a 0 (zero) contra a hipdtese alternativa de que é menor do que 0
(zero)

INTERVALO DE CONFIANCA

N=16 1-a=095=>1,,0 4 = 2145

IC, | —165-2145- i;—1,65+2,145- i
! 15x 5,03 15x 5,03

IC, :(-1,65-0,35,-165+031)= IC, :(-1,96;-1,34)



Estatistica e Probabilidade

TESTE DE HIPOTESES

N=16 1-a=095=a =005=>1t,,,, =1761
{HOJ%=0 ; _ ~165-0

H:p<0 A [ 157
15x5,03

T4 | > tiao oos = rejeita -se Hg

=-11,438

5.3 Intervalo de Confianga para o valor médio de Y dado X,

Paraum dadovalorx,, §, =b, +b,x, € um estimador do valor esperado
(média) de Y dado o valor fixo X, de X, ou seja, Y, é um estimador (ndo

viciado) de Y, =E(Y|X), com média p; =Y, e varidncia

_ Y2
O_ék - 52 1+(Xk X)2 )
n (n-1)S;

Assim, a variavel abaixo tem distribuicdo t-Student com n-2 graus de
liberdade.

Y =Y
\/S{l_l_ (Xk — )?)2:|
n (n-1)S2

A estimativa por intervalo, com 100(1— «)% de confianca, para E(Y[X, ) €

T =

dada, entao, por:

o 1 X —)? 2 . 1 X _)z 2
ICYk o Yk _tn—z,ozlz>< S’ _+M Y +tn72‘a/2>< §? —+%
n o (n-1)Sy n (n-1)s;

Importante

Veja que o termo 21 (% —X)>| é minimo quando x, = X , e cresce a
S =+ 3 K
n (n-1)S;

medida que X, se afasta de X , em ambos os sentidos, isto significa que quanto

mais afastado de X estiver o valor de X, menor sera a precisdo da estimativa do
valor médio de Y dado o valor X, -

m
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0
Sugestao

Faca os calculos
para os outros
intervalos de
confianca

EXEMPLO 4.2.5.3[1]

Para o exemplo 4.2.5.1[1], calcule os intervalos de confianca (1-a=0,95)
para todos os pares observados, construa um grafico com o diagrama de
dispersao, a reta de regressao estimada e as curvas dos limites dos intervalos de
confianga.

n=16 > x=948 > x*=637,08 > y=2615 > y’=4502,01 > xy=1424,71
X =593 Y=1634 S;=503 S/=1521 S,,=-831 b =-165 b,=2614
§=2614-165x SQM=22812 SQR=20619 SQE=2193 S’=157

n=16=16-2=14GL 1-a=095=a=005 = t,,4,;=2145

1o 1 (x=X)* | 1. (x—X)?
IC,, '[yl_th,aIZ X\/SZ[H*’(nl_TSi}yl"'tnz,a/z X\/S{H-’-(;—TS;

2 2
IC,, :[21,51—2,145><\/1,57[i+w}21,51+2,145x\/1,57{i+wﬂ

16 15x5,03 16 15x5,03
IC, :(2151-118;2151+118)  IC, :(20,33;22,69)

1

Os demais intervalos sao determinados analogamente.

INTERVALO DE
X y y CONFIANCA — 95%
erro Li Ls

2,8/20,50|21,51| 1,18|20,34| 22,69
3,0/23,20|21,18| 1,13|20,05| 22,31
3,4121,00120,52| 1,03|19,49| 21,55
3,8/18,30|19,86| 0,94|18,92| 20,80
4,2(19,00/19,20| 0,86|18,34| 20,05
4,7(19,70|18,37| 0,77|17,60| 19,14
5,0/16,70|17,87| 0,73|17,14| 18,60
5616,30|16,88| 0,68|16,20| 17,56
58|17,80|16,55| 0,67|15,88| 17,22
6,5|15,50|15,39| 0,69|14,70| 16,09
6,7|13,20|15,06| 0,71|14,35| 15,77
7,6|14,60|13,57| 0,85|12,73| 14,42
84112,80(12,25| 102(11,23| 13,27
8,6/10,50|11,92| 1,07|10,85| 12,99
9,0/12,70|11,26| 1,16|10,09| 12,42
9,7| 950/10,10| 135| 8,75| 11,45




25
Estatistica e Probabilidade

Observe na tabela, que estd em ordem crescente de X, que o valor do erro
no intervalo de confianga diminuia medida que X se aproxima de X = 5,93 e passa

a crescer a partir de entdo, indicando que quanto mais distante da média dos
valores de X estiver o valor para o qual se pretende estimar Y, menor sera a
precisdo da estimativa. As linhas pontilhadas do gréfico ilustram este fato.

5.4 Intervalo de Confianga para um valor individual de Y
dado X,

Caso se deseje estimar o valor individual Y, de Y que seria obtido caso se
fizesse uma nova observagdo x, de X, por exemplo um valor futuro, o estimador

continua sendo ¢, =b, +b x,, com , =Y, mas a variancia de Yy, passa a
K (] K 3 k K

v \2
ser 0'5 =o? 1+£+M e a variavel T sera:
k n (n-1)S3
T= 9k _Yk
— X)?
S? 1+1+M
n (n-1)S;

E o Intervalo de Confianga sera:

—X)? —¥X)2
ICy, ¥ —touin X 52[1+1+M:|;9k o gar2 X S{]ﬁl"‘M}

n (n-1)Si n (n-1)SZ

Importante

Como no caso da secdo anterior, o termo \/821+[1 . (X — Y)Z}é minimo quando

n (n-1)Ss?2
Xk = X e cresce a medida que X, se afasta de )T, em ambos os sentidos, isto

significa que quanto mais afastado de X estiver o novo valor de X para o qual se
deseja estimar Y, menor sera a precisdo da estimativa.



26

Francisco de Assis Amaral Bastos

R
A\l Sugestio

e Faca os calculos
para os intervalos
de confianga para
x=8ex=10;

e Repita o exemplo
anterior
(4.2.5.3[1]) para
este exemplo.

EXEMPLO 4.2.5.4[1]

Para o exemplo 4.3.3[1], calcule as previsbes do custo mensal de
manutengdo para computadores com 5, 8 e 10 anos de uso. Determine os
intervalos de confianca para estas estimativas, com 98% de confianca.

n=20 > x=5050 > x*=158,75 » y=288 > y?=4886 » xy==867
X =2525 Y =144 S2=128 S’=624 S, =736

b, =31 b =448 §=31+448x

SQM =7388 SQR=62566 SQE=11314 S°=629

N=20=18GL 1-a=098= a=0,02=>t,,,, = 2,552
X=5=>§=31+4,48x5= 2548

] -
25482552 x 6,291+ - 1 2—2:525)"
20 ' 19x164

- -
2548 1 2.552 x [6,29| 14 + 4 2—=2525)"
20 19x164

IC,, :

IC,, :(25,48—7,14;25,48+7,14) = IC, :(18,34;32,62)

INTERVALO DE CONFIANCA (1-a=0,98)
X y ;
Li Ls Erro
5| 25,48 18,34 32,62 7,14
8| 38,90 29,83 47,97 9,07
10| 47,85 37,07 58,63 10,78
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Atividades de avaliagao

1) Suponha que a varidvel aleatdria bidimensional (X,Y) tenha a seguinte
distribuicdo de probabilidade conjunta.

X
Y -1 0 1
-1 1/12 1/6 1/12
0 1/6 0 1/6
1 1/12 1/6 1/12

a) Mostre que E(XY)=E(X)E(Y) e, consequentemente, p,,=0

b) Mostre que, embora ndo sejam correlacionadas (item a), X e
Y ndo sdo independentes

2) Para a distribuicdo conjunta abaixo, mostre que X e Y sdo independentes e,
consequentemente, sdo ndo correlacionadas.

X
Y -1 0 1
-1 0,21 0,06 0,03
0 0,14 0,04 0,02
1 0,35 0,10 0,05

3) Uma pesquisa envolvendo uma amostra de 20 observages, resultou nos dados
mostrados na tabela abaixo. Construa os diagramas de dispersao e calcule os
coeficientes de correlagdo, para as varidveis (X,Y,), (X,Y,) & (X,Y,).

OBS| X [ Y, [Y,[Y,| [oBS]T X [V, [Y,]Y,
1 |20 90[40[37| [ 11 | 40| 140[ 2735
2 [ 25| 80[38[ 40| [ 12 | 45[ 150] 3,0 40
3 [ 25| 95[34[35| | 13 | 50] 160] 2,6] 33
4 | 30] 120]32]43] | 14 | 55| 180] 28] 4,0
5 [30] 100]35[ 40| | 15 | 55[ 195] 25] 3,6
6 35| 125]34[35| | 16 | 60 180] 23] 4,2
7 [35]140[30[37| [ 17 | 60| 220 25|38
8 |40 135[32[32| | 18 | 65| 21,5] 24| 3,6
9 [40] 155[35[ 45| | 19 | 65| 195] 27| 4,0
10 |40 165] 29| 42| | 20 | 7,0 250 2,2] 38

.\/4
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

Para as variaveis do exercicio 3, construa os intervalos com 90% de confianca
para os coeficientes de correlacao populacionais.

Para as varidveis do exercicio 3, faca o teste de que os coeficientes de
correlacdo populacionais sdo iguais a 0 (zero) contra as seguintes hipdteses
alternativas (use 0=0,02): a) pxv;>0  b) pxv,<0  b) pxy,70

Para as variaveis do exercicio 3 encontre as equac¢des das retas de regressao
e construa seus graficos no mesmo plano do diagrama de dispersdo. Calcule
os coeficientes de determinacdo e compare-os com os coeficientes de
correlacdo encontrados no exercicio 4.

Para as retas de regressdo encontradas no exercicio 6, construa intervalos de
confianca para os coeficientes lineares e angulares, use 1-0=0,95.

Para as retas de regressdo encontradas no exercicio 6, teste as hipoteses de
que os coeficientes lineares e angulares sdo iguais a 0 (zero), contra as
hipdéteses de que sao diferentes de 0 (zero), use a=0,05.

Para as variaveis do exercicio 3 encontre os valores estimados de Yi (i=1,2,3)

e seus respectivos intervalos de confianca, use 1-a=0,98. Faca os graficos das
retas de regressdo com as respectivas curvas dos intervalos de confianga.

10) A partir das retas encontradas no exercicio 6 estime os valores de Yi (i=1,2,3)

para X=10 e determine seus respectivos intervalos de confianca, use 1-
0=0,90.
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Solugao das atividades

1)
Y X
-1 0 1 SOMA
-1 1/12 1/6 1/12 1/3
0 1/6 0 1/6 1/3
1 1/12 1/6 1/12 1/3
SOMA 1/3 1/3 1/3 1

a) E(X)=—1xl+0x1+1xl=0 E(Y)=—1xl+0><1+l><lz0
3 3 3 3 3 3

E(XY) =K—lx—1x ij+(—1><0><lj+(—l><1>< iﬂ+
12 6 12
+KO><—1><lj+(0><Ox0)+(0><1><1ﬂ+[[1x—1xij+(1x0x1]+(lxlxiﬂz0
6 6 12 6 12

_E(XY) = E(X)E(Y) _0-0x0 _

XY 0
OxOy OxOy
11 1 1 ~ N
b) P(X=—1)xP(Y=—1)=§x§=§¢E=P(X=—1,Y=_1),entaoXeYnaosao

independentes, pois para que o0 sejam é necessario que
P(X:Xi,Y:yj):P(X:Xi)P(Y:yj) para todos os pares (x,.,yj)

2)
Y X
-1 0 1 SOMA
-1 0,21 | 0,06 | 0,03 0,30
0 0,14 | 0,04 | 0,02 0,20
1 0,35 | 0,10 | 0,05 0,50
SOMA 0,70 | 0,20 | 0,10 1

a) P(X =-1)xP(Y =-1)=0,70x0,30 =0,21= P(X =-1Y =-1)
P(X =—1)x P(Y =0)=0,70x0,20 =0,14 = P(X =-1Y =-1)

P(X =1)xP(Y =1)=0,10x0,50=0,05=P(X =1Y =1)
Como P(X:Xi,Y=yj):P(X:Xi)P(Y=yj) para todos os pares (xi,yj), X e Y sdo

independentes.
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b) E(X)=-1x0,70+0x0,20+1x0,10 = -0,6
E(Y)=-1x0,3+0x0,20 +1x0,50 = 0,2
E(XY) =[(-1x-1x0,21)+(-1x0x0,14)+ (~1x1x 0,35)] +
+[(0x—1x0,06)+(0x0x0,04)+ (0x1x0,10)]+
+[(1x-1x0,03)+ (1x0x0,02)+ (1x1x 0,05)] = 0,12

_ E(XY)-E(X)E(Y) -012-(-0,6x0,2)

XY

=0

OxOy OxOy
3)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

DIAGRAMA DE DISPERSAO

n=20 ) x=885 > x*=43425 > y=309
> yZ=5183 > xy=1493,75

_:&:88_’5:4,425 Y_:&:@:ﬁ,%
n 20 n 20

2
Z ? ( 43425—885
S, = 20 _1 498

2
z 5183 - 309
S, = = 4,639
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Sy - 2X2Y 1495 75 88:5%309

S, = n__ _ 20 _g654
XY n-1 19

S 6,654

_ =0,9574
S,S, 1,498x4,639

COEFICIENTE DE CORRELAGAO: r,, =

As solugdes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
4)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

N=20 1-a=090=z,, =164 r, =09574

0\/ 1 J L oouo5 RoLp[Lthe |1 (1+09574) o0,
n-3 20-3 2 1-r, 2 1-0,9574

¢, =2x(R-12,,,x0%) =2x(1914-164 x0,2425 ) = 3,0325

c,=2x(R+12,,,x0q)=2(1914 +164x0,2425) = 4,6235

. ec1 _1' ecz _1 . e3,0325_1' e4,6235_1 . .
IC, (WF) =IC, '(1+e3,0325 ,1+e4'6235) = 1C, :(0,9080;0,9806)

As solugdes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
5)
SOLUGAO PARA (X,Y,)

N=20 a=002=t,,,=2214 r,, =09574
{HO Py =0
Hy:py =0
1y xm _0,9574x~/20-2
= J1-0,9574

As solugBes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.

=14,07 = [T| > t 40, = rejeita -se H,

211
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6)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

n=20 » x=885 > x*=43425 > y=309 > y*=5183 > xy=149375
X=4425 Y =1545 S, =1498 S, =4639 S, =6,654 r,, =0,9574

o, =2 - 0054 5 g651 ou b, =, xg—Y —0,9574 x % —2,9651

SXY — —
S2 14987

d X d
b, =Y —b, X =15,45-1,9651x 4,425 = 2,3294
¥ =2,3294 + 2,9651x

2 2
SQM =>"y? _(ZTY) :5183—% = 408,95

X
SOR= b{Z Xy —¥J =2,9651 x (1493,75 —WJ =374,8644

R? = SSQLI\ITI =0,9167 r;, =0,9574% =0,9167 = R?

DIAGRAMA DE DISPERSAO x RETA DE REGRESSAO

As solugdes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
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7)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

N=20 X=4425 S, =1498 b,=23294 b, =29651
SQM =408,95 SQR=2374,8644

SQE = SQM - SQR = 408,95 — 374,8644 = 34,0856
g2 _ SQE _ 34,0856
n-2 20-2

~18936
INTERVALO DE CONFIANGA PARA O COEFICIENTE LINEAR (4,)
1—a = 0,95 =ty o = 2101

1 X? 1 X?
IC,.| b, —t Sl =4+ —"—" |, b, +t Sl =4y =
bl Mo T ln2ar2 X\/ {n (n—l)Si } b Tl 2412 x\/ {n (n—l)Si }J

1, 445" |
|20 (20-1)1,498% |

2,3294 — 2,101 x \/1,8936 X

Bo:

2
23294 + 2101 \/1,8936 o L 4,425 }

—_ + .
20 (20 -1)1,4987
IC ,.(2,3294 — 2,0632;2,3294 + 2,0632) = IC , .(0,2662;4,3926)

INTERVALO DE CONFIANCA PARA O COEFICIENTE ANGULAR (ﬂl)
1- 0 = 0,95 =t 5 = 2,101

S? S?
IC,|b, —t — bt X ——
g B T lhgare X (N—1)S2 W Lal2 (n—1)S2

1,8936 1,8936
(20-1)x1,498° (20 —1) x1,4982
IC,,.(2,9651-0,4428 , 2,9651+0,4428) = IC , (2,5223;3,4079)

ICﬂlz[2,9651—2,101><\/ 2,9651+2,101><\/

As solugBes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
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8)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

n=20 X =4425 S, =1498 b, =23294
b, =2,9651 SQM =408,95 SQR =374,8644

SQE = SQM — SQR = 408,95 — 374,8644 = 34,0856
g2 _ SQE 34,0856

= =1,8936
n-2 20-2

TESTE DE HIPOTESES PARA O COEFICIENTE LINEAR (5,)

@ =0,05 =5t 0ps = 2101
Ho :ﬁo =0
H, Zﬁo #0

_ bo - ﬁ0,0 _ 2,3294 - 0 — 2 372

Po v 2 2
S? 1+X72 1,8936 x i+ 4,425 :
N (n—1)s2 20 ' (20 -1)x1,498

‘Tﬁo‘ > 150005 = rejelta -seH,

TESTE DE HIPOTESES PARA O COEFICIENTE ANGULAR (B)

& = 0,05 =ty 00 = 2,101
Ho: f =0
H,: B, #0

b, - _
roo DB 29510 o

A 52 1,8936
(n-1)S2 (20 —1) x1,4982

T, | > tigo o0 = rejeita -se H,

As solugdes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
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n=20 X=4425 S, =1498 b,=23294 b =29651 S*=18936

—X)? VaY:
ICYk: )7k _t”2'“/2x\/sz|:£+ui|;yk+tnz,a/zx\/sz{l—F(Xk X) :|

n (n-1)S% n (n-1)S%

Para o primeiro par observado:

X, =2 y,=9 9, =23294+29651x2 =826
1-a =098 =t,,,,, = 2552

1, (2-442%)
|20 (20-1)x1,4987 |

1, (2-4425)
120 (20-1)x1,4987 |

IC,, :(8,26-152;8,26 +1,52) = IC, :(6,74,9,78)

8,26 — 2,552 x \/1,8936 X
IC,, :

8,26 + 2,552 x \/1,8936 X

Para o demais pares o procedimento é andlogo, fica a cargo do aluno.

INTERVALO DE INTERVALO DE
OBS| x|y y CONFIANCA OBS| x| y y CONFIANCA
erro| LI LS erro| LI LS

2| 9 [826(152]| 674|978 11 | 4 | 14 | 14,19 0,82 | 13,37 | 15,01
25 8 [ 9,74 | 1,3 | 8,44 | 11,04 12 |4,55] 15 |15,67| 0,79 | 14,89 | 16,46
251951974 1,3 | 844 | 11,04 13 | 5] 16 |17,15( 0,84 |116,31| 18

3|12 11,22 1,1 |10,13| 12,32 14 |55] 18 |18,64| 0,98 | 17,66 | 19,61
10 (11,22 1,1 | 10,13 12,32 15 |55]19,5|18,64| 0,98 | 17,66 | 19,61
3,5[12,5112,71| 0,93 | 11,78 | 13,64 16 | 6 | 18 |20,12| 1,16 | 18,96 | 21,28
3,5 14 [12,71| 0,93 | 11,78 | 13,64 17 | 6 | 22 |20,12| 1,16 | 18,96 | 21,28
4 113,5(14,19] 0,82 | 13,37 | 15,01 18 |6,5]21,5| 21,6 | 1,36 | 20,24 | 22,97
4 1155(14,19] 0,82 | 13,37 | 15,01 19 |65]19,5| 21,6 | 1,36 | 20,24 | 22,97
16,51 14,19 0,82 | 13,37 | 15,01 20 | 7| 25 |23,09] 1,59 | 21,49 24,68

Ol | Nl Bl W]IDN]|F
w

=
o
S

Estatistica e Probabilidade

215



216

Francisco de Assis Amaral Bastos

ESTIMATIVAS x INTERVALOS DE CONFIANCA

>
%

150 2,50 3,50 4,50 5,50 6,50 7,50

As solugBes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
10)

SOLUGAO PARA (X,Y,)

n=20 X=4425 S, =1498 b,=23294 b =29651 S*=18936

. 1 (x=X)?| . . 1 (x=X)?
IC, :| §, —t S 1+=+ 9+t ST+~ — %
Y [yk n—2,a/2x\/ [ N (n—l)S)ZJ Yi "‘2'“’2X\/ n (n-1)S%

x=10 §=2,3294+2,9651x10 = 3198
1—a = 0,90 =t 5 s =1,734

B 2
IC, :| 31,981,734 x 18936 x| 1+ — + L0442 || ¢ (31 984318)
20 " (20-1)x1,498

IC, :(28,80;35,.16)

As solugdes para (X,Y,) e (X,Y,) sdo analogas, ficando a cargo do aluno.
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Formulario

n
(A) = m (espagos amostrais equiprovaveis, N(A) e n(S) nimero de elementos

deAeS)

P(¢) =0( ¢ € o conjunto vazio)

P(A)=1-P(A) (A é o complementar de A)

Pl U)a =3 Pa)- SP(ANA)+ SP(ANANA)-..+
(QAIJ .2:1: A i<z,-::2 (A' ) i<,-z<,::3 (A' ) (eventos

+(=)"P(ALNAN..NA,)

guaisquer)

P[U A'j = Z P(A) (eventos mutuamente exclusivos)
P(ANB)
P(B)
PANAN..NA)=PA)PAIAIPAIANA)..PAIANAN..NA.)

(enventos quaisquer)

P(Ai N A, N...N A]) = P(A)P(AZ)P(:%)P(A,) (eventos mutuamente

independentes)

P(A)= z P(AIB,)-P(B;) (Teorema da Probabilidade Total)

i=1

P(B|A) =

P(A|B)=

(probabilidade condicional)

P(AlBj ) P(Bj)

ZP(AlBi)' P(Bi)

(Teorema de Bayes)

E(X)= ixi P(X =x,) (X discreta)

i=1

E(9(X)) =S g(x)P(X =X) (X discreta)

i=1
E(X) = [ xf()dx (X continua)

E(g(X)) = j g9 f()dx (X continua)
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V(X)=E[X —E(X) ou V(X) = E(X?)—{E(X)¥ (X qualquer)

E(X xc¢) = E(X) £ C (c constante e X qualquer)

E(cX) = cE(X) (cconstante e X qualquer)

E(C) = C (cconstante)

V (X £c¢) =V (X) (cconstante e X qualquer)

V (cX) = c*V (X)) (cconstante e X qualquer)

V (c) =0 (c constante)

E(X, + X, +..+ X, )=E(X))+E(X,)+..4+ E(X,) (quaisquer X Xopeery X)
VX, + X, 4.+ X )=V (X)+V(X,) +..+V(X,) (X, X,..., X_independentes)

> x=012,3,...,
) = ( jp q" x n
0 x#0123,...,n

E(X)=np V(X)=ﬂpq

(x) = pq x=123,...
x=123,...

(Distribuicao Binomial)

(Distribuicdo Geométrica)
E(x)—1 voo=k
p

X= x-R
, X=R,R+1R+2,...
f(x)=<\R-
0 , X#R,R+1,R+2,... (Distribuicdo Binomial Negativa
E(X)=R-~  V(X)=R- 3
Y P
ou Pascal)
W
AN 012,..n
f(x)= N
n (Distribuicao
0 x=012,...,n
N-n R N-R
E(X)=np V(X)=npq-—— =— =l-p=——
()p()qu_leq pN

Hipergeométrica)

219
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e

F(x) = T , x=012,....n,...

0 , Xx=012,...,n,...

(Distribuicdo de Poisson)
E(X)=4  V(X)=4
1

W=to-a Y p=r2

0 X & [a,b] (Distribuicdo Uniforme)

a+b (b—a)?
E(X)=—— V(X)=—*

X) 5 X) B

f(x):{z-e Xx>0,1>0

(Distribuicao Exponencial)

0 x<0
F(x)=1-e™*

1 1
EX)== V(==
X) P ) IE

Intervalos de Confianga

Para estimar a média populacional -

~ 2
TAMISAANHO VARIANCIA POPULACIONAL - O y
POPULACAO CONHECIDA DESCONHECIDA
INFINITA
FINITA

Para estimar a proporgao populacional - p
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POPULACAO A PG
INFINITA Pz, o
POPULAGAO ) pg N-n
FINIT/E Pz, M.
n N-1
L N, . R
p=-—" 4=1-p
n

Testes de Hipoteses

Para a média populacional - 1

ESTATISTICA DE PROVA CRITERIO DE DECISAO
TAMANHO > >
DA O-x O-X TESTE TESTE
POPULACAO BILATERAL UNILATERAL
CONHECIDA DESCONHECIDA
S, Xt T - Xt Z|>z2,, ||Z:|>1,
INFINITA ¢ ¢ S
T |Tc| > tn—l,a/Z |Tc| > tn—l,a
Jn
B X — Mo REJEITA-SE REJEITA-SE
FINITA N-n s [N—-n H, H,
N-1 Jn VN-1

Para a propor¢ao populacional -p

2 (2

ou S=

i=1

n-1 n(n-1)

TAMANHO CRITERIO DE DECISAO
DA ESTATISTICA DE PROVA TESTE TESTE
POPULAGAO BILATERAL UNILATERAL
Z _ p_ pO
L=
INFINITA P Z.|> 2, Z.|>z,
n
h—p REJEITA-SE REJEITA-SE
Z. = 0 H, H,
FINITA Pole N -—n
n N-1
n
A A A A _
pP=— Q4q=1-p qy=1-p
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VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIOMENSIONAIS

My = E(X ) - Esperanca Matematica ou Média de X

Ly = E(Y) - Esperanca Matematica ou Média de Y
62 =V(X)=E{[X ~E(X )= E(X?)-[E(X)F - Variancia de X
o2 =V(¥)=E{[Y —E(V)F |=E(Y?)-[E(Y)F - variancia de ¥

oxy = COV (XY) = E{[X —E(X)][Y — E(Y)]} = E(XY) - E(X)E(Y)
- Covariancia de (X,Y)

_ COV(XY) oy

P NV oo,

- Coeficiente de Correlacdo de (X,Y)

—)2 ZXZ _M

= = n é o estimador da variancia de X

Sy = >ly-Yf _ 2V - (Zny)

n-1 n-1

é o estimador da varidnciade Y

S R

n-1 n-1

XY é o estimador da covariancia de (X,Y)

ny_ZXZV

SXY — SXY

TS sS \/Hzx(znx)uzy(z“y)”

coeficiente de correlacdo entre X e Y

€ o estimador do
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Ic - e” -1 e% -1
P 1+e% "1+e% - intervalo de confianga para p,,

¢, =2(R-2,, 0y) ¢,=2(R+z,, o)

- testes de hipoteses para py,

Te| =t 5.0, = rejeita -se H,

¥ =Db, +bx
b, =Y —bX - método dos minimos quadrados
PRI
2T g S
b, = A 5 x2v =Ty X——
2 (ZX) Sx Sx

(Z y - soma de quadrados total (em torno da média)

SQM =) y* -
X2y
SQR= Q[z Xy —¥] - soma de quadrados devido a regressdo
SQE = SOM — SQR - soma de quadrados em torno da regressdo (erro)

S22 — SQI; - estimador da variancia do erro
n —_

2 _ SQR
=——— - coeficiente de determinagao

SQM

p74]
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Intervalos de confianga para os parametros da regressao

PARAMETRO INTERVALO
1 &
b b+t , - |8f =42
0 0 n-2,a12 n (n—l)Si

SZ
b +t R PR
1 bl n-la/2 (n —1)S>2(

x|
I
.

Testes de hipoteses para os parametros da regressao

] CRITERIO DE DECISAO
PARAMETRO ESTATISTICA DE PROVA TESTE TESTE
BILATERAL UNILATERAL
T - bo _ﬂo,o
b 1, x
0 \/S{ + 2:| |Toc| > tn—2;a/2 |Toc| > tn—2,a
n (n-1)S;
b4 REJEITA-SE REJEITA-SE
Tlc = —21'0 Ho Ho
b, S
(n-1)S;
2
n
X
z X, SOE Z x2 _ (Z )
Va2 i= 2 2 n
X =12 §?=""%- S =
n n-2 n-1
Intervalos de confianga para as previsoes
SITUACAO INTERVALO
. v \2
ESTIMAR O VALOR MEDIO DE Y § +t « |52 1 + (% —X)
k —*n-2,al N
DADO UM VALOR x n-2.al2 n (n-1)S2
v \2
ESTIMAR UM VALOR INDIVIDUAL DE § +t « |52 l+£+ (X —X)
k —*n-2,al/
Y DADO UM VALOR x n-2.al2 n (n-1)S2

X;
)?: i=1 SZZSQE S)Z(
n n-2
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Conjuntos

Nogoes primitivas

Na teoria dos conjuntos sdo consideradas nog¢des primitivas (aceitas sem
defini¢do):

e Conjunto
e Elemento

e Pertinéncia entre elemento e conjunto

A nocdo matematica de conjunto é a mesma da linguagem comum: agrupamento,
classe, colecdo, etc.

Relagao de pertinéncia

Se A é um conjunto e X um elemento que pertence a A entdo escreve-se X € A,
caso contrdrio escreve-se X ¢ A.

Descricao de um conjunto

Existem duas maneiras para descrever um conjunto e seus elementos:

L4 Enumeragéo —enumeram-se, citam-se ou escrevem-se seus elementos:
A={2357}

e Propriedade dos elementos — define-se uma propriedade caracteristica
P, de seus elementos: A={x|x & natural primo menor do que11}

Conjunto unitario

E aquele que possui apenas um elemento: A={2}

Conjunto vazio

E aquele que n3o possui elementos, denotado por ¢. Em geral descrito por uma

propriedade logicamente falsa: A Z{X‘X =X}=¢.
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Usualmente denotado por U ou 2 é o conjunto no qual se procura a solucao, ou
solucbes, de um problema especifico. Ao se descrever um conjunto através de
determinada propriedade P, é fundamental definir o conjunto U, que restringira

o0 espaco de busca pelas solu¢des: A={xeU |X tem a propriedad e P}

Os conjuntos A e B sdo iguais se todos os elementos de A pertencem a B e,
reciprocamente, todo elemento de B pertence a A.

A=B < (¥X)(xe A<= x e B)

Um conjunto A é subconjunto do conjunto B e, e somente se, todo elemento de A
também pertence a B.

AcB < (VX)(xe A= xeB)

e Osimbolo C é denominado “sinal de inclusdao”

e Anotacdo A — B indica que “A é subconjunto de B”, “A estd
contido em B” ou “A é parte de B”

e Anotacdo A « B indica que “A ndo estd contido em B”

e Também usa-se B > A elé-se “B contém A”

Se A, B e C sdo conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades da inclusao:

® JpcA

e Ac A (reflexiva)

e AcBABc A= A=B (anti-simétrica)
e AcBABcC= AcC (transitiva)

O conjunto das partes de A é aquele formado por todos os subconjuntos de A, e
denota-se por o(A)

7
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@(A) € um conjunto cujos elementos também sdo conjuntos, neste
caso, se B € subconjunto de A, é correta a notagdo B e o(A)

Se Atem n elementos, o(A) tem 2" elementos, isto ¢, a quantidade

. , AN . . . .
de subconjuntos de A é 2, incluindo o conjunto vazio

A unido de dois conjuntos A e B, denotada por AlJB é o conjunto formado pelos
elementos que pertencem a A ou a B, isto é, pertencem a pelo menos um deles.

AUB={xxe Av xeB}

Se A, B e C sdo conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades da unido:

AUA=A (idempotente)

AU ¢ = A (elemento neutro)

AUB =BU A (comutativa)
(AUB)UC = AU(BUC) (associativa)

A intersecdo de dois conjuntos A e B, denotada por ANB é o conjunto formado
pelos elementos que pertencem a A e a B.

ANB={xxe ArxeB}

Se AN B = ¢ eles sdo ditos disjuntos, ou exclusivos
Se para n conjuntos, A, A, ..., A, tem-se que eles s3o dois a dois
disjuntos, ou seja, (Vi# j)(A A, =¢) eles sdo ditos mutuamente

exclusivos

Se A, B e C sdo conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades da
intersegao:

A A= A (idempotente)

AU = A (elemento neutro)

A B=B[)A (comutativa)

(AMNB)NC =AN(BMNC) (associativa)
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Propriedades envolvendo uniao e interse¢ao
Se A, B e C sdo conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades gerais:

e AU(ANB)=A

e AN(AUB)=A

e AUBNC)=(AUB)N(AUC) (distributiva da unido em relagdo
a intersecao)

e ANBUC)=(ANB)U(AMNC) (distributiva da intersecio em
relacdo a unido)

Diferenca

A diferenca entre dois conjuntos A e B, denotada por A-B é dada pelo conjunto
formado pelos elementos de A que ndo pertencem a B.

A-B={xxe Arx¢B}

Diferenca simétrica
A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B, denotada por AAB é dada por:
AAB = (A-B)U(B- A)

Se A e B sdo conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades para a
diferenga simétrica:

e AAg=A
. AAA=¢
« AAB=BAA

Complementar

Se A e B sdo conjuntos com Ac B, o complementar de A em relagdo a B,

A, . ~
denotado por CB , € o conjunto formado pelos elementos de B que nao
pertencem a A, ou seja:

p2.]
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Cl=B-A

e O complementar de um conjunto A em relagdo ao conjunto universo
U pode ser denotado simplesmente por A° ou A

Se A e B sdo subconjuntos de um conjunto universo U, valem as seguintes
propriedades:

e ANA=deauAa-U
e U=geg=U

« A=A

« ANB=AUB

« AUB=ANB

Veja que essas propriedades valem para A e B em relacdo a qualquer outro
conjunto que n3do seja o universo.

Dados os conjuntos , A, A,,.... A, entdo A,A,,...,A, formam uma partigio de
Q se:

e A#4i=12..n
. Ua-0
° AinAJ:¢,VI¢_|

Observe que A, A,,...,A, sdo subconjuntos de A

Chama-se de particdao ORDENADA de €2 a SEQUENCIA de conjuntos (Au A,.. An)

Aqui, (Al,AQ,AS,An) e (AQ,Ai,Ay.-,A]), por exemplo, s3ao partigdes

diferentes.
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Chama-se de particdgo NAO ORDENADA de Q a FAMILIA de conjuntos (A A,,... A}

Aqui, {Al,AZ,Ag,A]} e {Az,Al,Ag,A]} por exemplo, s3o particdes iguais.

A quantidade de elementos de um conjunto A serd denotada por #A ou n(A).
Dados dois conjuntos, A e B, a quantidade de elementos da unido dos mesmos é
dada por:

n(AUB) =n(A)+n(B)—n(AMB)
Para trés conjuntos, tem-se:

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(AMNB)—n(ANC) -
—n(BNC)+n(AMNBMNC)

Denotando os conjuntos por A, A, A, podemos escrever:

n(AUAUA)=Yn(A)- D (ANA)+NANANA)
Por indugao finita prova-se que:

(U )-Sna- Solana)e Solanana)-..

n
i=1 i=1 i<j=2 i<j<r=3

+(=1)"n(ANAN..NA)
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Técnicas de Contagem

Permutacoes

Quantidade de maneiras que se pode ordenar um conjunto de objetos.

Permutacoes simples

Quantidade de maneiras que se pode ordenar n objetos distintos: a ,a,,....a

EXEMPLO

Determinar a quantidade de todas as ordenacdes possiveis dos numeros 1,2 e 3.
1,23;13,2;213;231;3,12;321

P,=3=1x2x3=6

Permutagoes cadticas

Quantidade de permuta¢des dos objetos (a,,a,,...,a,)Nas quais nenhum deles

ocupa sua posig¢ao original.
5 (-1 . . L n!
D, = n!zﬁ ou D_=inteiro mais proximo de —
" ~ " e

EXEMPLO

Determinar a quantidade de permutac¢des cadticas dos nimeros 1,2 e 3.

231,312
3 (_1)i _1\0 1\ _1\2 _1\3

D3=3!Z( .1) =6>{( ) +( Y +( Y +( ) }:6x(}—1+1—1j:6x2:2
= ! o u 2! 3 11 2 6 6

3!
Ou  ==22.=D,=2
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Permutacoes de elementos repetidos (anagramas)

Quantidade de maneiras que se pode ordenar n elementos, nem todos distintos:

Q,8,,..8;,85,8,,. 8,08y, Ay oAy n,+n,+..+N =n
m N2 N
Pnl,nz ..... nk _ n!
! “ninl.n!
1- 2Illl k-
EXEMPLO

Determinar a quantidade de anagramas que podem ser formados com a palavra
ANA

ANA, AAN , NAA

P32'1=£=1X2X3=3
20 1x2x1

Permutagoes circulares

Quantidade de maneiras que se pode colocar n objetos distintos, a,,a,,...,a

1“4
em n lugares (equiespagados) em torno de um circulo, considerando-se
equivalentes as disposi¢cdes que possam coincidir por rotagao.

PC, =(n-1)!
EXEMPLO

Determinar a quantidade de maneiras que se pode dispor 4 pessoas em uma mesa
redonda.

(IO

PC,=3=6



2%

Francisco de Assis Amaral Bastos

Quantidade de subgrupos ORDENADOS, com k elementos, que podem ser
formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

Quantidade de subgrupos ORDENADOS, com K elementos, ndo repetidos, que
podem ser formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

_n
~ (n=k)!

Ank

EXEMPLO

Dado o conjunto {a,,a,,a,}, os subgrupos ordenados com 2 elementos nao

repetidos que podem ser formados sdo:

3!
S=la,2 ]l allaalla el allaal  nS)=hA; = = =6

Quantidade de subgrupos ORDENADOS, com k elementos, podendo ser repetidos,
que podem ser formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

* .k
Ay =n
EXEMPLO

Dado o conjunto {01'02'03}' os subgrupos ordenados com 2 elementos, com

repeticdo, que podem ser formados sao:

S :{[a1’a1]1[al’a2]1[al’a3]’[a2’al]’[a2’aZ]’[aZ’a3]7[a3’a1]7[a3’a2]l[a3’aS]}
nS)=A;,=32=9
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Combinacgoes

Quantidade de subgrupos NAO ORDENADOS, com k elementos, que podem ser
formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

Combinacgdes simples

Quantidade de subgrupos NAO ORDENADOS, com k elementos, ndo repetidos,
gue podem ser formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

|
C.. o
KT KI(n—k)!

EXEMPLO

Dado o conjunto {a,,a,,a,}, os subgrupos ndo ordenados com 2 elementos ndo

repetidos que podem ser formados sdo:

3l

S=laallallal  n)=Cy,=ga=3

Combinag¢des com repeticao (completas)

Quantidade de subgrupos ORDENADOS, com k elementos, podendo ser repetidos,
que podem ser formados a partir de um grupo com n elementos distintos.

*

Cn,k = Cn+k—l,k

EXEMPLO

Dado o conjunto {al,az,as}, os subgrupos ndo ordenados com 2 elementos, com
repeticdo, que podem ser formados sao:
S = {[a1v al]’ [a1’ az]’ [3-11 8.3], [az ) az]’ [az ) a3]’ [8.3 ) as]}

* 4l
n(S) = C3,2 = C3+2—1,2 = C4,2 = m =6

47
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Retirada de bolas de uma urna

Para contarmos de quantas maneiras podemos retirar uma amostra de n bolas de
uma urna contendo N bolas distinguiveis temos as situagdes a seguir.
Denotaremos esta quantidade por n(A).

OBS: Amostra ordenada significa que a ordem de retirada das bolas é levada em
consideragdo, por exemplo, o resultado (b ,b,) é diferente do resultado (b,,b,)

devendo, portanto, os dois serem contados. O mesmo ndo acontece na amostra
ndo ordenada, onde apenas um deles é contado. Na amostra com reposicdo as
bolas retiradas sdo recolocadas na urna, podendo ser retiradas novamente.

Amostra ordenada com reposicao

n(A) = Ay,

EXEMPLO

Retirar uma amostra de 2 bolas, ORDENADA COM REPOSICAO, de uma urna
contendo 3 bolas distinguiveis.

. o0 00 00
"W=%=3% o0 00 0@
e 90 00

Amostra ordenada sem reposicao

EXEMPLO

Retirar uma amostra de 2 bolas, ORDENADA SEM REPOSICAO, de uma urna
contendo 3 bolas distinguiveis.

3 o2 00
n(A) = A, :(3—'2)|:6 0: sz
I oe 0
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Amostra nao ordenada com reposi¢ao
n(A)=Cy,

EXEMPLO

Retirar uma amostra de 2 bolas, NAO ORDENADA COM REPOSICAO, de uma urna
contendo 3 bolas distinguiveis.

N 00 00
n( )— 32— V3+2-12 4,2—2!(4_2)!_ .. ..
ee 00

Amostra nao ordenada sem reposicao
n(A)=Cy,

EXEMPLO

Retirar uma amostra de 2 bolas, NAO ORDENADA SEM REPOSICAO, de uma urna
contendo 3 bolas distinguiveis.

3 Y2
C,,=— =3
2 2-2)! ::

n(A) =

Distribuicao de bolas em urnas

Para contarmos de quantas maneiras podemos distribuir n bolas em N urnas
numeradas temos que considerar as seguintes situacdes. Denotaremos esta
guantidade por n(B).

OBS: Distribuicao sem exclusao significa que uma urna pode nao receber bolas ou
receber uma ou mais bolas. Distribuicdo com exclusao significa que uma urna pode
nao receber bolas ou receber apenas uma bola.
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Bolas distinguiveis sem exclusao
n(B) = AN,n

EXEMPLO

Distribuir 2 bolas DISTINGUIVEIS em 3 urnas, SEM EXCLUSAO.

2] | |lelel |1
o-s,-5=0 [ ol | [ o] o[ ]
2| [ (el LI

Bolas distinguiveis com exclusao

n(B) = AN,n
EXEMPLO

Distribuir 2 bolas DISTINGUIVEIS em 3 urnas, COM EXCLUSAO.

oo [lo]o]
1(8)= Ay = 5 =6 j

el Ll

Bolas nao distinguiveis sem exclusao

n(B)=Cy,
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EXEMPLO

Distribuir 2 bolas NAO DISTINGUIVEIS em 3 urnas, SEM EXCLUSAO.

* 4 |
n(B) = Cs,z = C3+2—1,2 = C4 2 6 :|| » " || e

L8] el

Bolas nao distinguiveis com exclusao
n(B)=Cy,

EXEMPLO

Distribuir 2 bolas NAO DISTINGUIVEIS em 3 urnas, COM EXCLUSAO.

3!

n(B):C&Z ZMZS @ 9
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Dados os conjuntos S, A, A,,...,A., sendo A, A,,...,A, subconjuntos de S e as
seguintes somas:

S, =n(S)

=3 n(A)

i=1

S, = Sn(ANA)

<i<j<n

Sg= Zn:n(pﬁ NANA)

I<i<j<k<n

Sy =N(A NA N..AA)

Observe que cada soma, a partirde S, ,tem C,,,k=12,...,n parcelas.

Entdo, tem-se:

a) A quantidade de elementos de S que pertencem a exatamente p (psn) dos

subconjuntos A, A),... A é:

n—
Z( l) C:p+kk p+k
k=0
b) A quantidade de elementos de S que pertencem a pelo menos p (psn) dos

subconjuntos A, A, ..., A, é:

—p
Z( 1) Cp+k 1k p+k
k=0
c) Aquantidade de elementos de S que pertencema A U A, U....UA, €:

(A UA U...UA)=S, =S, +S, +..+ (-)"'S,
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EXEMPLO

n=4;n(S) =50

n(A)=24 n(A,)=24 n(A,)=19 n(A,) =17

n(A NA)=12 n(ANA)=13 n(ANA)=8 n(A,NA)=T,
n(A,NA,)=12;n(A,NA,) =8

n(ANANA)=6 n(ANANA)=7 n(ANANA,)=5
n(AzﬂAsﬂA4):5

n(ANANANA,) =4

S, =n(S)=42

Slzin(Ai)=24+24+l9+l7=84

S, = in(Ai NA)=12+13+8+7+12+8=60

4
S= Y NANANA)=6+7+5+5=23

I<i< j<k<4

S,=n(AANnANANA)=4

Quantidade de elementos que pertencem a exatamente 2 conjuntos:

S
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n=4,p=2
< K : k 0 1
a, = Z(_l) C2+k,k82+k = Z(_l) C2+k,k82+k =(-1) C2+o,082+o+(_1) Cz+1,1sz+1 T+
k=0 k=0

(-1)°C,,,,5,,, =C,,S, —C3,8, +C,,S, =1x60—3x 23+ 6x4=60-69+24 =15

Quantidade de elementos que pertencem a pelo menos 2 conjuntos:

S

n=4;p=2
< k Z k 0 1

bz = Z(_l) Cz+k71,k82+k = Z(_l) Cl+k,k82+k =(-1 C1+o,082+0+(_1) C1+1,182+1 +
k=0 k=0

+(-1)?C,.,,55.5 = C16S, —Cp,S5 +Cy,S, =1x60—2x 23+3x 4 = 60— 46 +12 = 26

Quantidade de elementos que pertencem a pelo menos 1 conjunto (unido dos

conjuntos):

n=4
n(AUAUAUA,)=S-S,+S,-S,=84-60+23-4=43



0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0

0
0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987

1
0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987

2
0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987

Distribuicao N(0,1)
Valores de &(z)=P(Z<z)paraz=>0

3
0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988

4
0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988

5
0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989

6
0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989

7
0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
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8
0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990

9
0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
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ANEXO 2
Distribuicao t-Student
o a

UNICAUDAL 0,10 | 0,05 | 0,025 | 0,02 0,01 UNICAUDAL | 0,10 | 0,05 |0,025| 0,02 | 0,01

BICAUDAL 0,20 | 0,10 | 0,05 0,04 0,02 BICAUDAL 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,04 | 0,02
GL VALORES DE t GL VALORES DE t
1 3,078 (6,314 | 12,706 | 15,895 | 31,821 38 1,304 (1,686 |2,024|2,127 | 2,429
3 1,638|2,353| 3,182 | 3,482 | 4,541 39 1,304 (1,685|2,023|2,125| 2,426
4 1,533(2,132| 2,776 | 2,999 | 3,747 40 1,303(1,684|2,021|2,123| 2,423
5 1,476|2,015| 2,571 | 2,757 | 3,365 41 1,303(1,683|2,020|2,121|2,421
6 1,440(1,943| 2,447 | 2,612 | 3,143 42 1,302 (1,682 |2,018|2,120| 2,418
7 1,415(1,895| 2,365 | 2,517 | 2,998 43 1,302(1,681|2,017|2,118| 2,416
8 1,397(1,860| 2,306 | 2,449 | 2,896 44 1,301(1,680|2,015|2,116| 2,414
9 1,383(1,833| 2,262 | 2,398 | 2,821 45 1,30111,679(2,014|2,115| 2,412
10 1,372(1,812| 2,228 | 2,359 | 2,764 46 1,300(1,679|2,013|2,114| 2,410
11 1,363(1,796| 2,201 | 2,328 | 2,718 47 1,300(1,678|2,012|2,112 | 2,408
12 1,356(1,782| 2,179 | 2,303 | 2,681 48 1,299(1,677|2,011|2,111| 2,407
13 1,350(1,771| 2,160 | 2,282 | 2,650 49 1,299(1,677|2,010| 2,110 | 2,405
14 1,345(1,761| 2,145 | 2,264 | 2,624 50 1,299(1,676|2,009| 2,109 | 2,403
15 1,341(1,753| 2,131 | 2,249 | 2,602 51 1,298 (1,675|2,008| 2,108 | 2,402
16 1,337(1,746| 2,120 | 2,235 | 2,583 52 1,298 (1,675|2,007| 2,107 | 2,400
17 1,333(1,740| 2,110 | 2,224 | 2,567 53 1,298 (1,674 |2,006| 2,106 | 2,399
18 1,330(1,734| 2,101 | 2,214 | 2,552 54 1,297 (1,674 |2,005]| 2,105 | 2,397
19 1,328 (1,729 | 2,093 | 2,205 | 2,539 55 1,297 (1,673 |2,004|2,104 | 2,396
20 1,325(1,725| 2,086 | 2,197 | 2,528 56 1,297 (1,673 |2,003|2,103| 2,395
21 1,323(1,721| 2,080 | 2,189 | 2,518 57 1,297 (1,672 2,002 2,102 | 2,394
22 1,321(1,717| 2,074 | 2,183 | 2,508 58 1,296 (1,672 |2,002|2,101 | 2,392
23 1,319(1,714| 2,069 | 2,177 | 2,500 59 1,296 (1,671 |2,001|2,100| 2,391
24 1,318 (1,711 | 2,064 | 2,172 | 2,492 60 1,296 (1,671 2,000 2,099 2,390
25 1,316 (1,708 | 2,060 | 2,167 | 2,485 61 1,296 (1,670 2,000 2,099 | 2,389
26 1,315(1,706| 2,056 | 2,162 | 2,479 62 1,295(1,6701,999| 2,098 | 2,388
27 1,314 (1,703 | 2,052 | 2,158 | 2,473 63 1,295(1,669 1,998 | 2,097 | 2,387
28 1,313(1,701| 2,048 | 2,154 | 2,467 64 1,295(1,669 1,998 | 2,096 | 2,386
29 1,311(1,699| 2,045 | 2,150 | 2,462 65 1,295(1,669 1,997 | 2,096 | 2,385
30 1,310(1,697| 2,042 | 2,147 | 2,457 66 1,295(1,668|1,997| 2,095 | 2,384
31 1,309(1,696| 2,040 | 2,144 | 2,453 67 1,294 (1,668 1,996 | 2,095 | 2,383
32 1,309(1,694| 2,037 | 2,141 | 2,449 68 1,294 (1,668 1,995 2,094 | 2,382
33 1,308(1,692| 2,035 | 2,138 | 2,445 69 1,294 11,667 |1,995]| 2,093 | 2,382
34 1,307(1,691| 2,032 | 2,136 | 2,441 70 1,294 11,667 (1,994 |2,093| 2,381
35 1,306|1,690| 2,030 | 2,133 | 2,438 71 1,294 11,667 (1,994 | 2,092 | 2,380
36 1,306(1,688 | 2,028 | 2,131 | 2,434 72 1,293|1,666 | 1,993| 2,092 | 2,379
37 1,305(1,687 | 2,026 | 2,129 | 2,431 00 1,28211,645|1,960| 2,236 | 2,576
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