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Apresentacao

Este material foi produzido para a Disciplina de Fundamentos do Cal-
culo, do Curso de Licenciatura em Computagao, ofertado a distancia pela
Universidade Estadual do Ceara e tem como objetivo oferecer um canal de
comunicagdo com o aluno, para que possa orientar seus estudos e facilitar
sua aprendizagem.

O maior responsavel pelo sucesso da aprendizagem € o proprio aluno
e, para isso, é necessario que ele se organize, estabelega horarios de estudo,
leia atentamente o material, faga as atividades propostas, anote duvidas e er-
ros que tenha cometido na resolu¢éo das atividades, para que possa tirar suas
davidas, seja no momento presencial com o professor da disciplina, ou com a
ajuda de colegas e tutores.

Os conceitos aqui apresentados s&o Uteis para estudantes do curso
de Licenciatura em Computacédo e para compreendé-los sdo necessarios,
apenas, conteudos no ensino basico (Ensino Fundamental e Ensino Médio).
Compreendemos que, muitas vezes, alguns desses conhecimentos foram es-
quecidos, ou n&o foram bem aprendidos e, por isso, sao oferecidas, ao longo
dos capitulos, informagdes e explicacées da matematica basica utilizada.

Demonstragdes de teoremas sao de grande importancia na matemati-
ca, oferecendo melhor compreenséo e comprovagao do que foi afirmado. No
entanto, demonstragdes longas estéo além da finalidade desse material, por
isso, algumas delas serdo apresentadas de forma simplificada ou omitidas.
Nesses casos, indicamos uma bibliografia complementar para aqueles que
desejarem aprofundar seus estudos de Calculo.

Este material foi elaborado com muito cuidado, para que possa ajudar
ao estudante a construir conhecimentos e utiliza-los quando deles necessitar.

Estamos torcendo pelo seu sucesso!

A autora

Fundam_Calculo.indd 5 19/10/16 14:38
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fundamentos do Calculo

Objetivos

e Compreender conceitos de limite e continuidade de fungdes
e QOperar com limites de fun¢cdes

e Compreender limites laterais, infinitos e no infinito

e Utilizar o teorema do confronto para resolver limites

e Conhecer limites trigonométricos

Neste capitulo abordamos o conceito de limite, fundamental para o Cal-
culo Diferencial e Integral. Apresentamos, inicialmente, a ideia de limites recor-
dando conhecimentos de sequéncias e graficos de retas, abordados no Ensino
Médio e, a partir dessas no¢des, passamos aos conceitos. Ao final desta unida-
de espera-se que o aluno compreenda os conceitos de limite e continuidade de
funcdes, saiba operar com limites de fungdes, compreenda casos particulares
de limites laterais, infinitos e no infinito, além de conhecer e utilizar o teorema do
confronto e o limite trigonométrico fundamental no célculo de limites.

1. Sequéncias reais e limites

Podemos compreender a nog¢ao de limites estudando sequéncias de nimeros reais.

Exemplo: Imagine que uma pessoa deseja percorrer uma distancia de
1km, mas pretende fazé-lo de forma a realizar, inicialmente, a metade do cami-

nho, em seguida, a metade da metade que sobrou e assim sucessivamente.

1, 1.1
x”_2+4+8+"'

Partindo do somatério apresentado, podemos supor que a pessoa ja-

mais percorreria este quildmetro totalmente, pois sempre restaria uma distan-
cia a percorrer. (Conhecido como Paradoxo de Zen&o).

[ 1%
x
—
p—
-

Fundam_Calculo.indd 9 19/10/16 14:38
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2. Matematica basica

Note que as parcelas da soma podem ser vistas como uma sequéncia e que,

na medida em que o denominador cresce, a fragéo o se aproxima de zero.
111 1
(5,1,@...,277;, )

No Ensino Médio, estudamos as Progressées Geométricas, sequén-
cias que se modificam a partir do produto de um valor constante. Na sequén-
cia apresentada, cada novo termo é encontrado a partir da multiplicacdo do
termo anterior por ¢ = % (razéo da PQ).

No estudo das Progressdes Geométricas, deduzimos algumas férmulas
que ajudam a determinar o termo geral, a, = a..¢" ', € a soma dos termos:
a, — Q.
S.=ata+..+a, :fgq

Note que quando «, tende a zero, escrevemos a., — 0, entéo,
__
S= 1—q
No caso da sequéncia anteriormente apresentada, os termos estao di-
minuindo e se aproximando de zero, tanto quanto se queira.

Utilizando os dados do exemplo, onde a, = % eq= %, temos que:
1

S:%:S:L

=%

Concluséo: Na medida em que « cresce, a, torna-se proximo de zero,
chegando ao limite dessa sequéncia que sera igual a 1. Assim, a pessoa do
exemplo citado, alcangaria seu objetivo de andar 1km.

Podemos escrever que:

limz,=1.

n—oo

3. Graficos de retas e limites

Outra maneira simples de abordar a nogao de limite é fazendo uso do grafico
de uma reta, ou seja, grafico de uma fun¢éao do 1° grau.

Exemplo: Seja f: R — R, uma fungéo definida por f(x) = 3z —1. De-
sejamos analisar o comportamento desta fungdo quando se aproxima de 2. O
grafico da fun¢éo é uma reta, como podemos determinar.

X y
0 -1
1 2

19/10/16 14:38



fundamentos do Calculo L

O gréfico da fungao mostra como variam os valores de (fx).

X Y X y
1,9 4,7 2,1 5,3
1,99 4,97 2,01 5,03
1,999 4,997 2,001 5,003

Observando o que acontece com f{x) quando x se aproxima de 2, por nUmeros
menores ou maiores que 2, notamos que a fungao se aproxima de 5.
Matematica basica: Uma fungéo f:R — R, definida por f{x) = ax+b, &€ chama-
da fungao polinomial do primeiro grau e seu gréafico € uma reta. Além disso,
essa reta € continua, ou seja, ndo possui interrupgées.

Conclusao: Na medida em que se escolhem valores de x cada vez mais proxi-
mos de 2, encontramos valores para f{x) cada vez mais proximos de 5.

Como f{2)=3.2—1 =5, podemos dizer que quando x tende para 2, f(x)
tende a f{2), ou seja, o limite de f{x) quando x tende para 2 é f{2).

Escrevemos que:

lim f(z) = £(2) =5.

z—2

Outro exemplo desperta para o tipo de fungdes que nao estao definidas
para todos os reais.

Exemplo: Analise o comportamento da fungdo apresentada a seguir,

quando x se aproxima de 1.
_x—1

f@)=-—

Fundam_Calculo.indd 11 19/10/16 14:38
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Solugao:
X Y X y
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,99 1,01 2,01
0,999 1,999 1,001 2,001

Note que a funcao n&o esta definida para x = 1, pois este valor anula o
denominador. Por outro lado, a fungao f aproxima-se de 2 quando x se apro-
xima de 1.

Conclusao: A fungéo f{x) esta definida para todos os valores em torno
de 1, exceto para x = 1, mas f{x) fica arbitrariamente proximo de 2, quando x
se aproxima de 1. Podemos, portanto, dizer que o limite existe €:

.ozl
hmx—l =2.

r—1

4. Conceito de limites e continuidade de fung¢des

Agora que temos uma nog¢ao intuitiva de limite formalizamos sua definigao.

Definigao: Seja f(x) uma fun¢ao definida em um intervalo aberto em torno de
x , podendo, ou n&o, estar definida em x . Dizemos que f{x) tem limite L quan-
do x tende a x,, se na medida em que x se aproxima de x , o valor de f{x) se

aproxima de L. Nesse caso escrevemos:
lim f(x) =L.

T—=To

Conceito: Uma fungéo f{x) &€ continua em x , se e somente se fx ) e lim f{x)
existem e

XX, 0

limf(z) = f(zo)

P
Conceito: Dizemos que uma fungao f'é continua em um determinado inter-
valo /a,b], se ela é continua em cada ponto do intervalo, ou seja, fn&o possui
interrupcdes. Se a fungéo néo for continua em um ponto x,, dizemos que este
€ um ponto de descontinuidade.

Sao exemplos de fungdes continuas em seus dominios as fungdes: po-
linomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Matematica béasica:

Uma fungéo racional € uma raz&o entre dois polindmios:

~ p(a)
r(z)= o)

19/10/16 14:38



fundamentos do Calculo =

A funcéo r(x) ndo € definida para valores de x que anulam o denomi-
nador, ou seja, com ¢(x)=0, pois nesse caso teriamos uma indeterminagao.
Esse e outros tipos de indeterminagdes ocorrem naturalmente quando con-
sideramos limites de fungdes racionais e outras funcdes elementares, como
veremos adiante.

Exercicios resolvidos .

1. Dada f{x) = 4x— 2, xeR, calcule hlzn f(@):

limf(z) =lim(4x—2) =4.2—2=6.

-2 -2

2. Seja f{x)=x’-5x+6, xR, calcule lim__f{x).

limf(z) =lim(z*—52+6) =(—1)’—5.(-1)+6=1+5+6=12

r—-—1 r——1

Para refletir

1. Calcule os limites a seguir.
a) lim_, 3x-2
b) lim_ ,x'+4x
c) lim_,2*

Podemos, ainda, encontrar o limite em pontos de descontinuidade de
uma fungdo quando esta coincidir com uma fungao continua, como foi mos-
trado no exemplo da funcéo f(z) = "”;__11 , que nao esta definida em x=1.

Note que podemos simplificar a expressao, usando fatoragao:

_a1_ (@+1)(@—1)

flz)= —1 - T—1 =z+1,parazx # 1.
Assim,
=1 _ .. (+1)=x—1 )
hm‘rx_1 =hm( $)_(1 )=11m(x+1)=1+1=2.

-1 r—1 -1

Matematica basica: No ensino fundamental sdo estudados os produtos de
polindmios e alguns deles séo tao utilizados, que recebem o nome de pro-
dutos notaveis. Destacamos alguns dos mais importantes produtos notaveis,
para que se possa recordar.

(x+y)=x?+ 2xy +)? (Quadrado da soma de dois termos)
(-y)’=x’=2xy +y* (Quadrado da diferenga de dois temos)
(x+y)(x-y) =x’—)* (Produto da soma pela diferenca de dois termos)

Fundam_Calculo.indd 13 19/10/16 14:38
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Note que, na fun¢éo, para
x =0temos quey =5, no

entanto, o limite da funcéo
nopontox=0¢& 1.

Fundam_Calculo.indd 14

1.Determine limf(z). da funcdo descontinua f(z) = {

-0
Solugao: Como f{x) é descontinua em x = 0 e considerando a fung&o continua
g(x) =22+1,2z € R, temos:

(x+y)=x+3xy+3x° + ) (Cubo da soma de dois termos)
(x-y)P=x> - 3x%y+3x° -} (Cubo da diferenca de dois termos)
No exemplo apresentado, transformamos a expressdo em produto, por

meio da fatoragdo, para poder simplifica-la. Recordamos alguns casos de fa-
toracao que serdo muito Uteis.

- Fator comum em evidéncia

Ex. 3% —x?=x(3x-1)

- Agrupamento

Ex.ax + bx +ay + by = x(a+b) + y(a+b) = (a+b)(x+y)
- Reconhecimento de produtos notaveis
Ex:ix’—y’=(x+y)(x-p)

Ex:x?+ 2xy +)° = (x+y)

- Soma e diferenca de dois cubos
Ex:x+y = (xty)(Fxp+)7)

Ex:x'—y'= () txyty)

- Diferenca de poténcias
Exix"—y'=(x—y)e '+ X2 yh Aty 2 y)

Exercicios resolvidos
2c+1,sex #0

9,sex =0

limf(z) =limg(z) =lim2z+1=2.0+1=1.

-0 z—-0 z—-0

L

19/10/16 14:38
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2 .
2. Considere a fungdo f(z)= w Encontre lgnf(x).

Solugao: Como f{x) € uma fungéo descontinua para x = 0, simplifica-
mos a expressdo e encontramos a fungéo g(x)=2x+3 que & continua para

qualquer valor de x.
20’ + 3z _ z(2zx+3)
x a z

=2x+3.

Desta forma,
limf(z) =limg(z) =lim2z+3=2.0+3=3.

z—0 -0 -0

Para refletir

1. Calcule os limites:

2 __
a) limz_.Q %

. z'—16
b) lim, ., T4

€) .7

r—1,sex>1

2. Calcule lim f(2), Sendo{—x +1,sex<1

z—1

5. Propriedades dos limites

Sejam f e g fungdes, continuas ou ndo no ponto x,, de modo que existam
lim,_., f(z) = Lelim,_.,g(z) = K,com L,K € R.

Propriedade da soma: O limite da soma de duas fung¢des € igual a soma dos
seus limites.

hm[f(:v) + g(x)] =L+K
Propriedade da diferenca: O limite da diferenga de duas fung¢des € igual a di-
ferenca dos seus limites.

lim[f(z)—g(z)]=L—-K.
Propriedade do produto por uma constante: O limite de uma constante c € R,
por uma fun¢&o é igual ao produto da constante pelo limite da fungao.

Fundam_Calculo.indd 15 19/10/16 14:38
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lim(c.f(z))=c.L.

Propriédé&de do produto: O limite do produto de duas fungdes € igual ao produ-
to dos seus limites.
lim (f(z) g(x)) =L.K.

Propriedade do quociente: O limite do quociente de duas fung¢des, consideran-
do que o limite do denominador seja diferente de zero, é igual ao quociente de
seus limites.

limﬁ—g:%,comffyé 0.

r—To

Propriedade da poténcia: Sejam r, se 7, com sz0, tal que Ls € R. Olimite da
poténcia racional de uma fungéo é igual a poténcia do limite da fungao.

lim(f(z))"*=L" .

Propriedade da composta: Seja g uma fungdo continua, tal que seu dominio
contém L. Entdo vale dizer que:

limg (f(z)) = g1/ @) = g (1).

Matematica basica

Dadas duas fungdes f:A — Be g:B — C', chamamos de fungdo com-
posta de g e fafungdo gof: A — C', definida por g(f(x)), com xeA.

Exemplo: Dadas as fungdes f:R — R, definida por fix)=2x + 3 e
g:R — R, definida por g(x)=x’ — 1. Podemos determinar a fungdo composta
g(f(x)) da seguinte maneira:

(%) = () - 1 = (2x+3) - 1 = 47 +12x+8.

Exercicios resolvidos:
1. Caleule: lim(x*- 3x + 2).

x—0

Solugéo: lim(x’- 3x + 2) = lim _ x’ —lim _ 3x+ lim _ 2=0° -3 - 0+2=2.

x—0

N i
2. Determine lim 565367-{1:
Solugdo:
‘ lim (22°—x+2)
lim 22° —z+2 _ _2.0°:0+2 _,
e DT H lim (5z+1) 50+1 :

z—0

19/10/16 14:38
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3. Calcule o valor de lim__,(x’—2x + 1)’.

Solugéo: lim_ (' —2x + 1)’ = (lim_ (X’ = 2x + 1)’=(2’— 2. 2+1)’=5"=25.
Matematica basica: vimos que fungdes trigonométricas, exponenciais e lo-
garitmicas s&o exemplos de fungdes continuas. Isso sugere que, em alguns
exercicios sobre limites, possam ser envolvidas essas fungdes e, por isso, é
necessario uma breve recordacao.

- Fungéo exponencial: Seja a > 0 e a = 1. Afungao exponencial de base a é da
forma:
fx)=a".

Podemos tragar um esbogo do grafico de uma fungéo exponencial,
considerando que a funcao sera crescente quando a base a > I e decrescen-
tequando0<a<1.

a>1 O<a<1
- Funcgéao logaritmica: Seja a > 0 e a # 1. Afungao logaritmica de base a € inver-
sa da fun¢&o exponencial y = ¥, e escreve-se da forma:
f)=log x.
Definicao de logaritmo: Sejam a, b > 0 e a#1,
logh=x<b=a"
Podemos tragar um esbogo do grafico de uma fungcéo logaritmica

fx)=log x, considerando que a fungdo sera crescente se a base a > I e de-
crescente se 0 < a <I.

(]

Cl>1 O<a<1

Fundam_Calculo.indd 17 19/10/16 14:38



18 Gabral, Raquel Montezuma Pinheiro

Propriedades importantes dos logaritmos: Sejam meR, a> 0 e a# 1,
log I=0 e loga" =m.
Propriedades operatérias dos logaritmos:
Logaritmo do produto: Sejamm, n,a> 0 e a# 1
log (m - n) =logm + log n.

Logaritmo do quociente: Sejamm, n,a>0,n#0 e a# 1

log. % = log.m —log.n .

Logaritmo da poténcia: Sejam ne R, m, a>0 e a#1

logm"=n. log m.

Logaritmos importantes:
logaritmos decimais e logaritmos naturais
logb=log, b e log’ = Inbondee=2718.

- Fungdes trigonométricas:

Para transformagao entre as unidades de graus e radianos, utilize: 180°
=nrad. Considerando o circulo da figura, com centro no ponto (0,0) e raio r,
definimos as fungoes:

_ T _Y¥ _sena _ Y
cosa =75, send =, tga = cosa —

— _ _ 1
seca = gy cosseca =o€ cotga = lga

Principais identidades trigonométricas:
sen’ o+ cos’a =1

sec? a =1+t a

cossec® a. =1+ cotg’o.

Existem muitas outras identidades trigonomeétricas importantes que de-
vem ser recordadas. Pesquise em livros do ensino médio ou na internet.
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Para refletir

1. Calcule os limites:

8) lim_(2¢~3) 0 lim,. Yz’ + 22 +3
b) lim,_ x* (2x+1) g) lim_ Jog 2x
@hmwﬁég hﬂmMJ%:g

d) lim, . se;w: i) lim,_, 3;__11

e) lim__(2*+1)

2. Supondo que lim_f{x) =4 elim_,g(x)=-3, determine:

a) lim_, (f(x) . g(x)) , flx)+g(z)
C) lim,_, f(.’I,')

b) lim,_,(2f0)-35()

6. Limites laterais

Existem funcdes que ndo estdo definidas para toda a reta, apresentando pon-
tos de descontinuidade. E possivel que essas fungdes apresentem limites di-
ferentes quando nos aproximamos pela direita, ou pela esquerda, dos pontos
de descontinuidade, ou ainda, que n&o apresentem limites laterais.

Conceito: Dada f{x) definida em (a,b), com a < b. Se f{x) se aproxima de L na
medida em que x se aproxima de a nesse intervalo, dizemos que a fungao

possui limite lateral a direita o que é escrito assim:
lim f(z) = L.

I**(l.+

Conceito: Dada f(x) definida em (c,a), com c<a. Se f(x) se aproxima de K na
medida em que x se aproxima de a nesse intervalo, dizemos que a funcao
possui limite lateral a esquerda e escrevemos:
lim f(z) =K.
Conceito: Afungao f(x) terd um limite quando x se aproxima de a se, e somen-
te se, tiver limite lateral & esquerda e a direita e estes forem iguais.
limf(z) =L o limf(z) =L e limf(z) =L

r—a r—a z—a’
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Observagao: Utilizamos a notacdo a para indicar a aproximagao de a por
valores a sua esquerda (menores que a). De maneira totalmente analoga, a
notag&o a* indica a proximidade de a por valores a sua direita (maiores que a).
Exemplos:

1. Seja f(z) = % uma funcdo continua em R* =R —{0}. A funcdo fx).
para a # 0, € definida em um intervalo aberto contendo «, ou seja, existe f{x)
para x proximo de a pela esquerda e pela direita. Assim,

1im% =% e lim%= %zﬂim% = %
_ |2z . ,
2.Dada f(x) = percebemos que: na medida em que x se aproxima de

z
0 pela esquerda f{x) tende a -2, e quando x se aproxima de 0 pela direita f{x)

se aproxima de 2. De fato,

2% =2,sex>0
f(x) = -9

T =—2,5ex <0
Dessg forma,
limf(z) =—2elimf(z) = 2.
r—0— -0+

3. Considerando f(z) = yz .A fungo é continua em R. e para todo a > 0,
temos que limmx/g = \/E e limmq/g = \/E. Porém, para a = 0 ndo se
define o limite & esquerda, pois a fungao ndo esta definida para valores me-
nores que zero.

Para refletir

1. Seja f(z) = %uma fungdo continua definida no intervalo [0,2]. Determi-
ne os limites, se estes forem definidos:

a)lim, - f (z) d) lim,_o f (z)

b) lim._.+ f(x) e) lim,., f(z)

c) lim,., f(x) f) lim,_,- f(z)
2. Determine os limites que forem definidos nas fun¢des a seguir:

a) lim,_, logz b) lim._,-logz
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3. Considerando afungdo f(z) =|z— 1|, calcule os limites indicados:
a) lim,., f(z) c) lim,_.f(z)

b) limzayf(x)

7. Limites infinitos e no infinito

Observamos, inicialmente, o comportamento das fungdes dos exemplos a seguir.

Exemplos:

1. Desejamos encontrar o limite da fungdo f(z) =1+ ?%, quando X—+co.
Note que quando x—+, tem-se que 3~ 0, ou seja,

lim,. (144 )=1+0=1.

. Xz —
2. Mostraremos que lim, ... 711 1

\erificamos que n&o podemos utilizar a propriedade do quociente, pois
encontrariamos uma indeterminagdo do tipo % Note que

T % 1 e que quando x—+o temos que E_’O'
g+l "z, 1 |, 1
x+x 1+x
Assim,
. Tz .. 1 1 _
hmx+1—hm l_1+0_1
1+:1: :

3. Consideramos afungéo f(x) = % , definida parax#0, e analisamos o seu grafico.
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Utilizando a fungdo do exemplo podemos considerar duas situacoes:
12 situagdo: O que ocorre com a fungéo no caso em que x cresce arbitraria-
mente, lim,_.. f(z), ou decresce arbitrariamente, lim,. .. f(x).

Quando abordamos as sequéncias decrescentes, visualizamos que
quando x—+w a fracao > 0, pois foram considerados, apenas, valores
positivos. Observamos que o mesmo ocorre quando x—-co. Donde conclui-
mos que:

lim,—.. f(2)=0 e lim,. .. f(z)=

22 situagdo: Analisando o comportamento do grafico quando x — 0, notamos
qlue quandox— 0 a fracao ~—- ——o0, Poroutro lado, quando x — 0* a fragéo

r —+o00.Assim,

lim,_o-f(z) =—o0 e lim,_ o f(x) =+oc.
Observe que utilizamos nogdes e operagdes simples para aplicar os
conhecimentos adquiridos.

Para refletir

1. Determine os limites:

a) lim, . T

3x—1
T

b) lim, ..
: x
c) lim, . T+9

2. Comprove a igualdade a seguir.

2rx+1

lim T

Tr—o0

=2

7.1 Limites infinitos

Seja fix) uma fungcdo que assuine valores positivos para x # a.

Selim__f{x) =0, entdo, lim,.,—7~5 = 77 =to.

I fla) "0

De maneira analoga, sendo f{x) uma func?o que assume valores nega-
tivos parax#ae lim_ f{x) =0, lim, ., W =0 =%

Fundam_Calculo.indd 22
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Exercicios resolvidos
. . . 1 .
1. Determine o limite de lim, ., 42 S existir.

Solugao: Considerando f{x)=x’, observamos que /im___f{x) = 0 e que a fungéo
assume valores positivos para x # 0. Dessa forma, temos que:

S
hmf(x) +

z—0

Aflquirimos uma compreensao ainda maior, quando observamos o gréafico de

z”

2. Seja a fungéo f'definida por

(@) :{2—1‘ sex<0

rY sex>0

Determine os limites laterais quando x — 0.

Solugao: Analisando inicialmente o limite & esquerda:
limf{x)=lim(2—x) =2-0=2.

x—0~ x—0~

Por outro lado, quando analisamos o limite pela direita temos:

lim(z) = lim & = - =+oe.

-0+ z—0+
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Para refletir
1. Determine os limites a seguir, se existirem:
8) lim.o 2 0 lim,. 2
b)lhnmm+§%- g) lim,, ——>
¢) lim, o 5 h)lhnm4+3?€fi;
d) lim, ., L ) lim, .o logz
r—4 xr— 4 -0 g
&) lim,-—— I E—
=t rx—4 J =0 senx
. 1 —senx
) lim.o 1—coszx

7.2 Limites no infinito

Nessa secdo, tratamos dos limites de fungcdes em que x — +o0 ou x— -, €
consideramos, nos exemplos a seguir, trés situagdes particulares.

Observacgao: As propriedades operatdrias dos limites, vistas anterior-
mente, continuam validas quando se trata de limites no infinito.
12 situagao: Alguns limites de fungdes quando x— +oo ou x— -c0, podem tam-
bém ser iguais a +o0 ou -c0.

Exemplo 1: Considerando a fungéo f{x)=x°, atribuindo valores para x e
observando seu grafico, podemos calcular seus limites no infinito.

X Y

-1000 ~1000000000 1

-100 ~1000000 2

10 -1000 1

-1 -1 5 3 3 "1,/%/':1 R
0 0 /

1 1 [ -

10 1000 v

100 1000000

1000 1000000000
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Dessa forma,

im x*=—w e lim  x*=+om.
X——00 X—>+0

22 situagao: Existem fun¢des que tendem para um ndmero real quando x—
400 OU X—> —0.

Exemplo 2: Seja f(z) =2 +%, definida para x # 0. Construindo e
analisando o gréafico da fungdo, podemos perceber como esta se comporta
quando X— +00 OU X— —oo.

X Y T

10000 |1,9999 Y

71000 | 1,999 SN

-100 1,99 L 21 I
-10 19 N

-1 1 5 4 3 2z 1 ‘IIII".U 0 1 2 3 4 5
1 3 )

10 2.1 11,

100 2,01 4

1000  |2,001

10000 | 2,0001

A « 1
Observamos nas sequéncias, que as fragdes do tipo rE quando X—wo,
se aproximam de 2, logo

lim (2+ 1) =lim2 +1im L =2+0=2.
De maneira semelhante podemos concluir que:
lim (2+ 1) =lim2+1im L =2+0=2.

T—+o0 T—+o0 T—+oo

32 situagao: Ha fungdes que nao apresentam tendéncias para nimeros ou
infinitos.
Exemplo 3: Considere a fungao f(x) =senx. Observe o grafico da fungéo seno.
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A funcéo seno é periddica de periodo 2r, assim como a fungdo cosseno
e a fungdo tangente, ndo possuindo limites no infinito; nem finitos, nem infinitos.

Exercicios resolvidos

Mais alguns exercicios resolvidos poderao dar boas ideias de como tra-
balhar com limites no infinito de polindmios e fun¢des racionais. Lembre que o
grau de um polindémio € o maior expoente da variavel em questao.

12 situagao: Quando calculamos limites no infinito de polindbmios, podemos
sempre colocar a variavel de maior expoente em evidéncia e verificar quais
termos se anulam quando x—o0.

Exercicio 1: Calcule o valor do limite:
lim 43 —-2x + 5x + 1.

X—+o0

Solugao: Colocando x3 em evidéncia, podemos reescrever o polinémio e
concluir o valor do seu limite.

lim, ..z’ (4 . %%{%\)‘ lim, .. 47 =+ oo,
0 0 0

22 situagao: Quando a fung&o racional possuir o grau do numerador menor
que o grau do denominador.

Exercicio 2: Determine o limite:
lim 8z =5 .
T+ 1
z—oo
Solugao: Observando a fungéo racional seria dificil decidir quem cresce mais
rapido, numerador ou denominador. No entanto, podemos, com operagcdoes
elementares, reescrever a funcdo. Nesse caso, dividimos numerador e deno-

minador por x°, que é a variavel de maior expoente do denominador. Assim,

‘ 8z° _ 5 8_5
lim8z°=5 _lim 2’ 2’ _lim2 2' _0-0_,
T—00 7:1:3_‘_]_ T—o0 7_,%'3+L z—00 7+L 7_0 )
x3 x& x3

32 situagao: Quando a fungéo racional possuir o grau do numerador maior
que o grau do denominador.

Exercicio 3: Determine o limite;

1im 5xi—2r+3 .
vemw  dxr+2

Solugao: Nesse caso, o maior expoente de x do denominador é 1, por isso
dividimos numerador e denominador por x para obter:
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5z 2z , 3 3
lim52' =20 +3 _lim z o "z _1m® 2ty
I R N )

x x xr

Notamos que as fragdes com denominador x tendem a zero, porém,
quando x— -oo temos que 5 - x— -o0.
42 situagao: Numerador e denominador de mesmo grau.

Exercicio 4: Calcule o limite:
lim 3°+5x—2 .

e 200+ 1
Solucao:
30* , bw_ 2 52
lim3z°+52—2 _lim 2  2° 2 _lim°- 2 2* _3+0-0_3
2 - 2 - - -
T—00 21' +1 T—00 2.23 +l T—00 2_|_L2 2+0 2 .
x xr x

Para refletir

1. Calcule os seguintes limites, se existirem:

a) lim, ... (32%) e) lim,. .. (%)
X

b) lim, .. (— 42°) f) lim,_.o (32 + 42— 1)

c) lim, ... (—4z°) g) lim,. (2 +z— 52> —2°)

& tim,...(5L)

8. Teorema do confronto

Podemos encontrar situagdes em que ndo se consegue obter diretamente o
valor do limite de uma fung&o f{x). Quando existirem duas fungdes g(x) e i(x)
que controlam os valores da fungéo f'e seus limites forem iguais quando x—s-c,
entdo o limite de f{x) quando x—-c existe e coincide com o limite de g(x) e h(x).
Teorema: Supondo g(x) <f{x) <h(x) para qualquer xe(a,b), intervalo contendo
c, exceto possivelmente, em c. Se lim___g(x)=lim__h(x)=L, entao lim___f{x)=L.

Neste curso, omitimos a demonstracdo do teorema do confronto, que
podera ser encontrada na bibliografia indicada.

Exercicio resolvido: Seja f(x)=senx e sabendo que -|x| <senx <|x| para qual-
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quer x € R . Utilizando as informacdes, determine lim_ sen x.

Solugao: Sabemos que -|x| <senx < |x| e com isso podemos, facilmente, cal-
cular que:

lim _ —x|=0elim_ |x|=0.

Pelo teorema do confronto, lim__ senx=0.

Matematica basica
Na figura a seguir podemos ver que -|x|<senx < |x|.

Para refletir

1. Estude lim._ox*- cos (%)

Note que: Para x # 0, temos que -1 <cos (5) <l

2. Sabendo que -2 x’ <f{x) <1 + 3x’, para todo x#0. Determine lim__, f(x).

9. Limite trigonométrico fundamental

Exemplo: Note que ndo podemos aplicar a regra do quociente para
. . senx iy »
determinar lim,_, . Fazendo uma anélise do gréfico, vemos que este
limite é igual a 1.
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Teorema: Temos que
lim senz _ 4
-0 x :
Este &€ um importante resultado e, por vezes, € chamado de limite trigo-

nométrico fundamental. Para demonstra-lo utilizaremos o teorema do confronto.
Demonstracao: ! T
Observe que:
AT =tgx P
Para: i
O<x<% ———f .
AAAOB S ASAOB S AAAOT
Notacao: AAOB-= tridngulo de vértices A, O e B,
SAOB= area do setor circularA,OeBe
AAQOT= tridangulo de vérticesA,O e T.

1.¢
1'8267“ 5%5 2g:r = senr <z < tgresenx > 0
Logo,

T 1 senx
<L % = < <
I= senx — cos > COST =""p =1

Como lim__cosx = lim__ 1= 1, pelo teorema do confronto, concluimos que
x—0 x—0

lim senx _
=1.
z—0 xr

Depois da recordacdo das identidades trigonométricas, podemos resol-
ver outro limite importante para o capitulo 2, no qual estudaremos as derivadas.

Exercicios resolvidos
1. Calcule o limite a seguir.

lim 1 —cosz

-0 x

Solugao:
liml—cosz 1+cosz _lim_1l—cos’z _lim_  sen’z
-0 x "1+ cosx 70 x(]_ + COS.T) 70 x(]_ + COS.T)
_lim senx 1 _ 1 _
= SenT . T s =0.1. 5 =0.

Fundam_Calculo.indd 29 19/10/16 14:38



30 Gabral, Raguel Montezuma Pinheiro

Fundam_Calculo.indd 30

Rtividades de avaliagdo

1. Calcule os limites, quando existirem:

) lim,., S420L

Use =5x e note que quando x—0, temos que 5x—0, ou seja, t—0.

sendz

b) limzao T

. SENT
c) lim, ., or

t
d) lim, ., -2

Observagao: Outros limites importantes.
(1) < (141
hm,a+m<1+x =e lim, . 1+x =e,

lim.o(1+2)*=¢ e lim_, (1+2) =e.

Exercicio resolvido
1. Determine o seguinte limite
lima"=1
-0 T
Solugéo: Considere a*— 1 =u = a'=u + I = x = log (u+1). Note que quando
x—0, temos que u—0.
Fazendo as substituicdes temos,

lim (u )=lim1 U _lim U 1=11 _ 11 =Ina
w-0 log.(u+1 w0 L w0 + log.e ne :
g uloga(u—i- 1) IOgE(U"Fl) Ina

Rtividades de avaliagdo

1. Calcule os limites, se existirem:
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8) lim. ... (1+ 1)

X

b) lim, . (1+ 4|

Sintese do Capitulo

Iniciamos esta unidade com exemplos de sequéncias e graficos de re-

tas para compreendermos a nog&o de limite. Considerando uma fungéo f(x)
definida em um intervalo aberto em torno de x , dizemos que L € o limite da
fung&o f'quando x tende a x se a medida que x se aproxima de x , o valor de
fx) se aproxima de L. Neste caso, escrevemos: lim___ f{x)=L. Uma fungéo f'e

0

dita continua em x quando lim/ (z) =f(z.): em geral, a fungéo é continua num
intervalo /a,b] quando ela é continua em cada ponto do intervalo.

Em seguida, descrevemos algumas propriedades operatérias basicas

envolvendo limites de mais de uma fungéo, por exemplo: considerando fun-

¢oes fe g, tais que existam lim__ f(x)=L e lim

.., 8%)=K, com LKe R, temos:
soma: lim _, [f(x) +gJ)1=L+K.

diferenca: lim,_, [f(x) —g(x)]=L—K.

produto por uma constante: limHo (cfix))=c.L

produto: lim___ (f(x).g(x))=L.K.

quociente: jim, . g% =L comK#0.

poténcia: hm(f(x))/ =1/

composta: lim___ g(fix)=g(lim__ fix))=g(L).
Introduzimos o conceito de limites laterais e observamos que em pontos

de descontinuidade podemos encontrar limites laterais diferentes, e que o limi-
te existe sempre os limites laterais coincidem

fimy () = imyp () = 5 limy () = 1.

Resolvemos exemplos e exercicios relacionados a limites de fungdes

que tendem para infinito e que vao para o infinito. Apresentamos o teorema
do confronto, que diz: se g(x) <f{x) <h(x), para todo xe(a,b), e ce(a,b) é tal que
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Finalizamos a unidade apresentando limites importantes, como limi-
tes envolvendo fungbdes trigonométricas lim,_, Se;fx =1 e exponenciais
. 1
lim, o(1+2)7 =e.

|eituras, filmes e sites

Sugerimos a utilizagéo de programas simples para a construgdo de graficos,
tais como o GeoGebra, WinPlot, Graph ou outro de sua preferéncia.

CalculoDiferencial e Integral - Notas de Aula: http://www.icmc.usp.br/~andcarva/
sma301/Calculolc-AM6.pdf

Férmulas de arco duplo, arco triplo e arco metade: http:/pessoal.sercomtel.
com.br/matematica/trigonom/ trigo06.htm

Referéncias

AVILA, G. Calculo das fungdes de uma variavel. vol 1. Sao Paulo: LTC,
2003.

GUIDORIZZI, H. Um Curso de Calculo. Rio de Janeiro; LTC, 2001.
LEITHOLD, L. O Calculo com Geometria Analitica. Sdo Paulo: Harbra, 1994.
THOMAS, G. B. Calculo - vol. 1. 10. ed. Sao Paulo: Addison Wesley, 2002.
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Objetivos

e Compreender conceito de derivada.

Utilizar técnicas de derivacao.

Calcular derivadas utilizando as propriedades operatérias.

Aplicar a regra da cadeia.

Conhecer derivadas de fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Introducao

O capitulo a seguir contard com exemplos iniciais para dar uma nogao
de derivada. A partir dos exemplos, poderemos verificar que a derivada de uma
funcéo € o limite de um quociente de duas grandezas, quando ambas se apro-
ximam de zero. Munidos dessa ideia, passaremos as definiges. Ao final desta
unidade esperamos que o aluno compreenda o conceito de derivada e saiba
calcular derivadas de fungdes utilizando a definicao, as técnicas que nao preci-
sam da definic&o e as operagdes, além de saber aplicar a regra da cadeia e co-
nhecer as derivadas de fungdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.

Novamente partimos de exemplos para dar uma nogado do que vem a
ser a derivada.

1. Velocidade média e instantanea

Recordamos da fisica que a velocidade média de uma particula que se mo-
vimenta segundo uma fungao do tipo f{z) = s, sendo s a posi¢cao e ¢ o0 tempo, é
descrita por.

_ST7So0 _ f(t)_f(to)'

m t - to - t - to
Essa é a velocidade média no intervalo de tempo entre ze ¢ . Note que a

velocidade instanténea no ponto ¢ sera calculada como o limite das velocida-
des médias quando ¢ , ou seja, sera definida por.

v = lim £(8) = /(&)

! t—to t— to
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Exemplo: Considere uma particula que se movimenta segundo a equa-
¢ao0 s(¢)= £+t+5, sendo s em metros e 1 em segundos.

Observe que a velocidade média entre os instantes 1 e ¢ é dada por.

()= f)  P+t+5-12—1-5 _ £2+t—2
Un =" =1 ~ i—1 — =1

Avelocidade, no instanteem que ¢t =1, &
polimt+t=2 _lim (t=1).((+2)

t—1 t t—1

=1ff?t+2=1+2=3m/s.

Se considerarmos a velocidade média entre os instantes ¢ e ¢ podemos

escrever.
N t—1 - t—1
0 0 0
(t_t0)~(t+to)+(t_t0) — (t_t(J).(t+t0+1)

— — 1, =ittt L

Considerando a velocidade no instante em que ¢ = ¢,, temos:

t—to

Teriamos, portanto, uma equagao para a velocidade e poderiamos cal-
cular a velocidade em um instante ¢ qualquer. No caso particular de ¢ = 1,
escrevemos:

v(t)=2t+1ev(1)=2.1+1=3m/s.

2. Areta tangente a uma curva

Observando o gréfico da reta r, dada como o gréfico da fungéo afim fix) =y,
podemos determinar sua inclinagdo como vemos na figura a seguir.

_ Y~ Yo _ f(x)_f(%)) _
T r—x0 T —To _tgal

Matematica basica
Lembramos que, num triangulo retangulo, temos que

- Cateto oposto
9% = Cateto adjacente ’
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Consideramos agora o grafico de uma curva dada por f{x) =y e a reta
r secante ao gréafico, como representado na figura a seguir. Note que quando
x—x , a reta r aproxima-se da reta r tangente a curva no ponto x .

|I.. /
-

Desta forma, quando o limite
L existir, temos que:

e _tim /@) /)

T—To xr—Xo

Exemplo: Seja f(x) = x* — 2x’. Podemos encontrar a inclinagéo da reta
tangente a curva y = f{x) no ponto x = 3.

m= lim f(x) _f(xo) — lim 1‘4 — 21/'2 — 1'04 + 21'02
=10 T — Zo T—10 T — Zo

_lim (x2 + 1'02)(1' - 1’0)« (1' + l’o) - 2(1’ - l’o)(l' +J,‘o)
z—10 T — Zo

— lim(x2+ar02—2)(x+aro)

T—T0

= 2.’1,'0 (2.'1,'02 - 2) = 4:1'03 —4x,.

Em particular, para x, = 3, temos que:
m=4.3-4.3=96.
Concluséo: A reta tangente ao grafico de f{x) =y em um ponto P(x, f(x,) € a
reta r que passa pelo ponto P e que tem como coeficiente angular, quando o
limite existir.

_lim J@) = /(@)

m
T—T0 r—Xo

3. Definigao de derivada

Defini¢éo: Dada a fungéo f(x) =y, chamamos de derivada de fde x =x,, e
escrevemos por f(x,), ao limite a seqguir, quando ele existir.

f'(x(l): lLlam T — Xo

Podemos fazer x = x, + h, e reescrever a definicdo de derivada na forma:

| _1rnf( 0+h)_f( 0)
f(xo)—lhao & h ? .
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Para facilitar, podemos trocar x_ por x e escrever.

! — inltf( +'h) _1f( )
‘f (I) __1 I - I .

h—0

Observagao: A notacdo para a deriv%da de uma funcao pode variar bastante.
Alguns autores preferem utilizar ¥, d%i’ dr f'(z) ou outras notagdes para
representar a derivada, que aqui optamos por usar f'(x).

Exercicio resolvido
1. Determine a derivada da fungéo f{x) = 2x? + 5x.
Solucgao:
im2(@+h)*+5(@+h)—22°—b5x
‘fl(lﬂ ::{Ei3 ( ) ( 5 )
_ lim 22° +4zh + 2h* + 52 + 5h — 22° — 5z
h—0 h
_ lim 4xh + 2h* + 5h
B h

h—0

= lim gy 4+ 9045
=4x+5.
Note que a definicdo foi apresentada por um limite semelhante aos
apresentados nos exemplos dados, pois, a derivada mede a taxa de variagao

de uma fungao, que foi a ideia utilizada para determinar a velocidade em um
ponto e o coeficiente angular da tangente em um ponto de uma curva.

Nos exemplos, observamos que os célculos para obter a derivada uti-
lizando a definicdo, nem sempre séo tao faceis, alguns poderao ser bastante
trabalhosos e, por isso, passamos agora ao estudo de técnicas que facilitam o
célculo das derivadas, sem precisar recorrer a definicao.

3.1 Derivadas de fungdes elementares

- Derivada da fungao constante
Seja a fungéo constante f{x) = ¢, com xe R . Note que:

' _imf( +h)_f()_imc—c
f(x)—l : = =1 R

=limg_g
h—0 h—0 h—0
Exemplo: Dada a fungéo f(x) = 5, temos que f(x) = 0.

- Derivada da funcéo f{x) = x, com n € N". Lembre que quando n € N,
podemos escrever x' —y" = (x — y)(x" !+ xy + ..+ x2 + y). Assim,
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7(z) :limf(x—irh) —f(x) zlimw

h—0 h h—0 h
lim @th—2)[(@+h) "+ (@+h)" 2+ .+ (x+h) 2" ]
o h—0 h

=m[ (4 p) 4 (@ +R) "t o+ (@R 4]
=z 't !
=nx""

Exemplo: Se fix) =x, entédo fix) = 1 . x'' =x"= 1.

Exemplo: Dada f(x) = x*, a derivada da fungéo é f(x) = 4. x*' = 4x°.

Para refletir

1. Obtenha a derivada da fungéo f{x) = —3 utilizando a definicdo e compare
com a técnica das funcdes constantes.

2. Determine a derivada da fungéo f(x) = x° utilizando a defini¢ao e a técnica.
3. Utilizando as técnicas determine a derivada das seguintes fungoes:

a) flx) = 11

b) fix) =x

4. Continuidade e derivabilidade

Apresentamos, até o0 momento, varios exemplos de fungdes continuas que
s&o derivaveis em todo o seu dominio. Mostraremos, nesta se¢&o, que toda
funcdo derivavel é continua, mas nem toda fungéo continua é derivavel.

Exemplo: Seja f(x) = |x|, que é uma fun¢do continua. Analisando a deri-
vada da fungéo no ponto x = 0, temos que:

Se existisse a derivada de f{x) = |x| em x = 0 teriamos:

£1(0) = lim [0+h|—[0] :limm'

h—0 h h—0
Porém,
. h] _ : hl _
llmh_o’ T —_1 e hmh_o*T —+]_
Como os limites laterais sao diferentes, podemos afirmar que ndo existe
) |h| . Portanto, a fung&o n&o é derivavel em x = 0.
llmhao 7 .
h

Conclusao: Arelagdo entre os limites, apresentadas no primeiro capitulo, vale
para as derivadas, ou seja, uma funcao tera derivada em um ponto se e so-
mente se possuir derivada a esquerda e a direita e estas forem iguais.

Observagao: Dada uma fungéo f{x) continua em todo o seu dominio, a fungéo
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sera derivavel sempre que houver uma reta tangente ao grafico da funcéo.
Neste caso, a reta ndo sera perpendicular ao eixo x. Se observarmos “bicos”
no gréafico de fungdes, nestes pontos a fungdo ndo sera derivavel.

Teorema: Se fpossui derivada para x = x,, entdo a fungdo € continua em x,,

Prova: Vimos no capitulo 1 que uma fungéo é continua se, e somente se,
lim .., f(z) = f (), ou seja, lim,_, fix, +h)=fix,).
Como fé derivavel em x, entéo existe lim, _, flath) = f @) temos:

h
b (4 1) — ()| =l L2 1) = )

h—0

Rl=F"(x).0=0.
Assim,
. ¢4 h) = W0 £ (g, + k) — f(20) + £ (20)]

= (g, + 1) — £ a0 |+ i (2

0

:O+f(l'0)
:f(%)-

Para refletir

1. Determine as derivadas laterais para x = 0, na fungéo definida por.

|2’ sex=0
f(x)_{—x, se<0

Conclua se a fungao possui derivada no ponto x = 0.

2. Analise o gréfico abaixo e conclua se a fungéo é continua em todos os
pontos do intervalo fechado dado e aponte se existirem pontos de descon-
tinuidade. Observe, também, se a fungdo é derivavel em todo o intervalo e
apresente, caso existam, pontos em que a fungao nao é derivavel.
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5. Propriedades operatérias das derivadas

Aprendemos algumas técnicas que facilitam o célculo de derivadas, sem ne-
cessariamente utilizar a definicdo.

Consideremos as fungdes r(x) e s(x) derivaveis, e suas derivadas r'(x) e
s'(x), respectivamente. leremos como se torna facil derivar fungées utilizando
as técnicas que apresentamos a seguir.

5.1 Derivada do produto de uma constante por uma fungao
Dada f{x) = c. r(x), com ¢ € R . Calculemos f'(x).
'(z) = lim /(2 h}z /(@)

h—0

f

_limc.7(@+h)—c.r(z)

h—0 h
_lim| r@+h)—7r(z)
T o ¢ h

_ limr@th) —r(z)
-¢. h=0 h

=c.r(z).

Exercicio resolvido
1. Dada f{x) = 3x*, calcule f'(x).

Solugao: Considere r(x) = x*, assim r'(x) = 4x*. Logo. f'(x)=3 . r'(x) = 3. 4x’=12x".

5.2 Derivada da soma

Seja fix) = r(x) + s(x). Desejamos calcular /'(x).

f|(x):11mf(x+h) _f(l')

h—0 h
_limr(@+h)+s(@+h)—r(z)—s(z)
- h—0 h
_lim|r(@+h) =r(z)  s(@+h)—s)
T o h h
:limr(x+h)_7"(x)+lim3(x+h)_8($)

h—0 h h—0 h

=7 (x)+s'(z).

Observacao: A propriedade da derivada da soma vale para somas de fungées
com qualquer quantidade finita de parcelas.
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Exemplo: Sejam f{x) = r(x) + s(x), onde r(x) = 3x’ e s(x) = 2x. Podemos
calcular a derivada da fung&o f como:

i z)=r"(z)+s"(z)=6z+2.

5.3. Derivada de um polindmio

A derivada de um polindmio pode ser facilmente encontrada, derivando
termo a termo, utilizando as propriedades anteriores.

Exercicio resolvido: Encontre a derivada da fung&o polinomial
y=2x°—x°+3x' — 42’ + 22" + 62 — 4.

Solucao:
y'=2.62°—b52'+3.42°—4.32°+2.2x+6
y'=122"— 52"+ 122" — 122 + 42 + 6.

5.4. Derivada do produto de duas fun¢des

Considere agora f{x) = r(x) . s(x). Desejamos determinar uma expressao
para encontrar f'(x).

F1(z) = lim f@+h) = f@) _fimr@+h)s@+h) —r)s)

h—0 h h—0 h
Sem alterar a expressdo podemos somar e subtrair o termo r(x)s(x+h)
e teremos:
F1(z) = lim7@+h)s(@+h)—r@)s(@+hr)+r(@)s@+h) —r(z)s(z)
- h—0 h
limlr@+h)—r()]s(+h)+r(z)|sl@+hr) —s(z)]
h

h—0

liml7(@+h) —7(z)]s(z+h) 4 lim r(z)s(z+h)—s(z)]

h—0 h h—0 h
lim r(z+h)—r(z) .hms(x-l-h) +limr(x).lim[3($+h) —s(@)]
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

=r'(z).s(z) +r(z).s'(x).

Exercicio resolvido
1. Dada a fungéo f(x) = (x* — 5x) . (x— 1), determine a derivada de 1.

Solugao: Considerando r(x) = x*—5x e s(x) =x— 1, temos que r'(x) =3x’—5 e
s'(x) = 1. e. Assim,

Ffz)=r(z).s(z)+r(z)s'(z)=(32"—5).(x—1) +(2* —5z).1
f'(z) = 42° — 32— 10z + 5.
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5.5 Derivada do quociente de duas fungoes

r(z)

Seja f(z) = m.Obteremos uma expressao para calcular /'(x).
Podemos escrever que
r(x) =fx) . s(x).
Aplicando a regra da derivada do produto, temos que:
ro) =10 s() + 1) . 5.

Substituindo f{x) e isolando f'(x), encontraremos a expressao desejada.

Pa) =) s+ T 5 @)
P05 =7 @) [s@) F+r ()5 (@)
PR LR

Exemplo: Dada a fungéo f(z) = ;1:22—7x2x’ calculamos f '(x) considerando
que r(x) = 2x e s(x) = x’ — 2x e utilizando a expresséo acima.

Calculando inicialmente as derivadas de r(x) € s(x), temos que r'(x) =2
es'(x) =2x—-2e, logo:

2 (2*—2z) —2x- (22 —2)

f'(z) =

(2 —21)°
_ —22°
' — 4z’ +4x°
_ —2
ot —dx+ 4

5.6 Derivada de poténcias com expoente negativo

Quando os expoentes sao inteiros negativos, aplicamos a mesma técni-
ca utilizada para inteiros positivos, demonstrada anteriormente. Dessa forma,
se f(x) = x", entéo:

S0 =nx".

Exercicios resolvidos

1. Determine a derivada da fungéo f'(x) = 5x*.

Solugado: f'(x) =5. (—4) . x*1=-20x>

Observacao: Na realidade, essa férmula valera para qualquer expoente real,
como veremos mais adiante e demonstramos no exercicio a seguir para

fl@)=vz.

2. Dada a fungdo f(z)=4/z. encontre f'(x), utilizando a definico.
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Solucéo:

R

Multiplicando o numerador e o denominador por vz +h ++/ x , encon-
tramos:

Fi(z)= hmx/ﬂUT Jz Jzth+iz _
h «/x+h+f
_lim_ zth—x

_ _ 1
o h(Vz+h+yz) wm%‘zﬁ'

Note que utilizando a regra da poténcia encontrariamos o mesmo resul-
tado, isso &

= = % ! =1 %’1:1’,77: 1
f@)=Vz=a7ef'(x) =1z 7 =/

5.7 Derivadas de ordem superior

Dada uma fungéo f{x), a derivada da fungdo é chamada de derivada primeira e
representada por f'(x). Se f(x) for derivavel, sua derivada sera chamada derivada
segunda e sera representada por /"(x). Se f"(x) ainda for derivavel, sua derivada
seréd chamada derivada terceira e sera representada por f/"(x) e assim suces-
sivamente, usando /®(x) para representar as derivadas de ordens superiores.

Para refletir

1. Determine a derivada de cada uma das seguintes fungoes:

2) flz)= 2" 9) f(z) = (~2*+2)(z* — 2z +1)
b) f(z) =2~ 3z +1 h flz)=2* ]

Q) fle) =3 ~o +2+1 ) fla)=EL

Q) fla) =5+ 3 ) flz)=20"

e) f(z)= 5”—;1 K) f(z)=2"+8z"

)@= -3+ D f@)=—m+ S+

(Sugestao: escreva as poténcias de x como expoentes negativos).
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2. Encontre uma equacao para a reta tangente & curva c¢(z) = 2> — 6z + 5,
no ponto (2,-3).
Sugestao: encontre o coeficiente angular que € a derivada da fungéo e
utilize os conhecimentos de Geometria Analitica para a determinagao da
equacao da reta conhecendo a inclinacdo e um ponto, ou seja,
y—yo=m(z—20).

3. Determine as derivadas de todas as ordens de f(x) = x°.

6. Aregra da cadeia

Aregra da cadeia € uma regra de derivagao para a composi¢ao de fungdes.

Matematica basica: Dadas duas funcdes r e s, com a condicdo de que a
imagem de r esteja contida no dominio de s, podemos considerar a fungao
composta:

fx)=7r(s(x))=(r-s)(z).

6.1 Derivada da fungao composta

Sejam r e s fungdes reais tais que s seja derivavel em x e r seja derivavel
em s(x), ou seja, satisfeita a condicdo de que a imagem da fungéo s esteja
contida no dominio da fun¢&o r, desejamos encontrar uma regra para derivar
a fungdo composta f(x) = r(s(x)).

f'(.’L‘) _lim f(l""h) —f(il’) — 1jmr(s(x+h)) —r(s(z)) ‘

h—0 h/ h—0 h

Multiplicando numerador e denominador por s(x+h) —s(x), ndo alteramos
a fragdo e podemos reagrupar o produto da seguinte maneira:

vy _limr(s@+h) —r(s(z) sl@z+h)—s(z)
f'(a) = -0 s(e+h)—s(z) h '

Note que quando 2—0, temos que v = s(x + &) —s(x)—0. Utillizando a de-
finicAo de derivada e a regra do produto para limites, escrevemos:
oy _limr(s(@) +0) —r(s(@) fimsl@+h)—s(z)
/ (1') - ’ h .

=0 v h—0

f(@)=r"(s(x)) s'(z)

Exercicios resolvidos
1. Derive a fungéo f(z)=(2’+3)"

Solugao: Considere f{x) = r(s(x)), com r(s) = s’ e s(x) =x* + 3. Assim,
fl)=r().s'x)=5.5".2x=5. (x> +3). 2x = 10x(x* + 3)*
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2. Dada afungéo f(z)=+42’— 5z . determine a derivada da funcéo 1.
Solugao: Fazendo fix) = r(s(x)). com 7(s) = /s es =4’ -5x . Escrevemos:
' — Lol — L &r—5) = _8—5
f(x) "“(3)3(~T) 2\/§(~T ) 2m~

Para refletir

1. Calcule a derivada de cada uma das fungdes a seguir.

) fle)= (o + 207 @ fla) =L
e

b) f(z) = Va'+ 22" =Tz’ e) f(z)= (32"~ 5z—2)*

0) f(2)= g

2. Determine a derivada primeira e a derivada segunda da fungao

flz)=(a*—Tz).

6.2 Derivada de fungodes trigonomeétricas, exponenciais e loga-
ritmicas

Calcularemos agora as derivadas do seno, cosseno e tangente, utili-
zando os limites ja encontrados no capitulo 1, na segéo Limite Trigonométri-
co Fundamental, e algumas identidades trigonométricas bem conhecidas. A
partir dessas derivadas poderemos calcular as derivadas das demais fungdes
trigonométricas.

a) Derivada do seno

Seja f(x) = sen x, temos que:

_ 1im sen(z+h) — senz
. (.’E) T a0 h )

Recorde que: sen (a +b) = sena - cosb + senb - cosa
Assim,

Fi(z) = lim senx - cosh + senh - cosx — senx

h—0 h
_ 1im senh - cosz + senx (cosh — 1)
T -0 h
= coszT- lifnise}?;h + senz - hfn(%)

=1-cosx+senx-0

— COSX.

19/10/16 14:38



Fundamentos do Calculo 4

b) Derivada do cosseno
Seja f{x) = cosx, temos que:

_ lim cos(z +h) —cosz
f'(‘T) a0 h )

Recorde que:

cos(a+b) = cosa - cosb — sena - senb

Assim,
1(\ _ lim cosx - cosh — senx - senh — cosx
fre) =7 h
_ lim Cosx,wsh;l]_lim[sem,M]
~0 h h—0 h
= (cosz) -0 — (senx) - 1
=—senz.
¢) Derivada da tangente
Seja f(x)=tgx, temos que:
_ _ senx
f(x) =lgx = CcoST *
Utilizando a derivada do quociente, temos:
\(.) — COST COST — SEnT - (— senzx)
f'(@) cos’x
_ cos’z +sen’s
cos’T
__ 1
cos’x
= sec’z.
Para refletir
1. Obtenha a derivada das seguintes fun¢odes:
a) f(ac) =—2senx e) f(ac) = cossecz
b) f(z)=5cosx f) flz)=SNLCOST ; cosy
c) f(z)=cotgr 9) f(z)=2senz+ 3cosz—1

d) f(x) =secx
2. Seja f(x) = senx, determine /*(x):
3. Encontre a derivada da fungao f{x) = sen x . cosx—1I
4. Utilize a regra da cadeia para derivar as seguintes fungoes:

a) f(x) = sen2x d) f(:r) =z sen’x
b) f(x)=cos4z e) f(z)=sen(z*—52)
c) f(x) = (cosz)
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6.3. Derivada das fun¢des exponenciais

Seja f(z) =a", a >0 e a # 1. Desejamos calcular /'(x).

(@) _lima™"—a" _lima’a"—a’ _lim az.(ah’—l)]:ax.lna_

h—0 h h—0 h h—0

h
a'—1

Lembre de que, no final do capitulo 1, encontramos que limi-.~ 3~ =Ina.

Exercicios resolvidos

1. Determine a derivada da fungéo f(x)= 3".
Solugdo: f'(z)=3"In3.

2. Encontre /" (x) da fungéo f{x) = e

Solugao:

f'x)=¢e"lne=e"

6.4 Derivada das fungoes logaritmicas

Dada a fungéo f{x) = log x, x> 0,a> 0 e a= I.Calcularemos f"(x).

_ 1im log.(z +h) —log.x
fro=25 h

_lim1 _
= [log. (z + h) —log.z]

-in{} g (£22)

= hm[loga(l +% h]

h—0

1_ 1

Fazendo t = % == , € quando ~—0, temos que t—0. Assim, 0

-z
limite anterior pode ser reescrito como:
=m0, (1+¢) 7]
t—

=1 {loga[(l + t)ﬂ%}

t—0

_lim W[+t

t—0 Ina
1 1
=0 h'lCl
_ 1
rlna-

1
t

No (ltimo passo usamos o limite fundamental lim,.,(1+¢) = e, visto

na Unidade 1.
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Exercicios resolvidos
1. Determine a derivada das seguintes fungoes:
a) f(x) =2Inx
< . _ 1 _ 2
Solugdo: f'(z)=2" o~z
b) f(z)=logz
~ . _ 1
Solugdo: f'(z)= 10"
c) flz)=1+3Inz
Solugao: f'(x) =0+3- Ine =z
2. Generalize a derivada de f{x) = x*, para qualquer a € R.

1 _3

Solugao: Seja f{x) =x*, para a € R, temos que: In f{x) = Inx*

Infix) =a. lnx.
Derivando e usando a regra da cadeia, encontramos que:
1 ) 1
f'x)=a -
a- a/ ) d — a—1
f'(z) = T x =a-z".

Rtividades de avaliagdo

1. Determine as derivadas das fungoes:

a) f(x) = be’ e) f(x) =zlnzx
b) f(x)=2"+2" ) f()=3"(1+1nz)
c) f(z) = logsx g) f(z) = senx (e’ +log.x)
d) f(x)=3"+5Inz h) f(z)=5%™
2. Utilize a regra da cadeia para derivar as fungbes dadas:
a) f(x)=3"
b) f(z)=1logsv'x
c) flz) =€

Observagao: Seja f(x) =y uma fun¢éo derivavel e bijetora em seu dominio de
definicdo. Podemos determinar a derivada da funcéo inversa.

Como f{x) =y, temos que f/(y) = x . Dessa forma, podemos aplicar a
regra da cadeia para obter.

(fz) ==z
[T (y)f(z)=1
117 — 1
[f] (y)— f'[ffl(y)]
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Exemplo: Seja f(x) = arcsenx. Queremos encontrar a derivada da fungéo f.
Lembre que y = arcsen x < x = sen y. ASSim,

seny=x
Derivando, temos:

@)= oy cosy.f16) =1

Lembrando que sen’y +cos’y =1, temos que cosy =y 1—sen’ y =y/1—z’.
Desta forma:

f,(.’l“) :\/11?1‘2.

3. Determine as derivadas das fungdes trigonométricas inversas a seguir.

a) fix) = arccos x
b) fix) = arctg x
C) f(x) = arccotg x
d) f(x) = arcsec x

Iniciamos esta unidade com exemplos envolvendo o célculo das veloci-
dades média e instantanea de um objeto e graficos de retas tangentes a cur-
vas, para introduzir a nogao de derivada. Dada uma fungéo f{x) = y, definimos
a derivada de f como

f'(x)zlhif?f(x-i_h}z_f(x)

Concluimos, para r(x) e s(x) derivaveis, as seguintes propriedades ope-
ratérias:

S f'e)

c 0

cr(x) cr'(x)

r(x)+s(x) r'(x)+s" (x)

7(x)s(x) ' (x)s(x)+r(x) " (x)
r(z) r'(z) -s(@) —r(z) - s'(z)
s(z) s(z)?

X" n.x!

Provamos que se f possui derivada em x , ento f € continua em x .
Padronizamos a notagao para derivadas de ordem superior da fungéo f{x),

usando /() /"9, /") @ /(). paran > 3.
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Apresentamos a regra da cadeia para f{x) = r(s(x)), com s derivavel em x
e r derivavel em s(x), temos

S0 =r6E). s'x).

Estudamos outras derivadas importantes:

fx) /'®
senx cosx
cosx - senx
tgx sec’x
a a“lna
log x 1
zlna

Encontramos a derivada da inversa de f{x) = y, derivavel e bijetora em
seu dominio de definicao, como [ £ ] ()= — L+ .
c [f ] (y) f'[fl(y)]

|eituras, filmes e sites

Derivadas: http://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada

Derivadas de fungdes: http:/pessoal.sercomtel.com.br/matematica/superior/
calculo/derivadal/derivada2.htm

Tabela de derivadas: http://pt.wikipedia.org/wiki/Tabela_de_derivadas
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Objetivos

e Identificar intervalos de crescimento e decrescimento de fungdes.

¢ |dentificar pontos de maximos e minimos, absolutos e relativos.

e Utilizar a primeira e a segunda derivadas na construgao de gréficos de fungdes.
e Resolver problemas de otimizagao utilizando derivadas.

e Aplicar a regra de L'Hépital para resolver limites.

Introducao

No capitulo anterior ja haviamos identificado que, com a derivada de
uma fungdo em um ponto, seria possivel determinar a equagao da reta tan-
gente a curva neste ponto. Neste capitulo conheceremos outras aplicagdes
das derivadas. Ao final do capitulo, esperamos que o aluno seja capaz de
utilizar a derivada primeira para apontar pontos criticos de uma funcao, iden-
tificando se estes sdo pontos de maximo, minimo ou inflexdo. Além disso,
desejamos que o aluno saiba utilizar a derivada primeira e a derivada segunda
na construcdo de graficos, em problemas de otimizagdo e na aplicacdo da
regra de L'Hopital.

1. Equac¢ao da reta tangente

Como ja mencionamos anteriormente, uma das aplicagdes das derivadas é
a possibilidade de encontrar a equac&o da reta tangente a uma curva f{x) em
um ponto dado, considerando que f{x) € derivavel neste ponto e sabendo que
f'(x) é o coeficiente angular da reta. \Vejamos mais alguns exemplos.

Matemética basica

A equagao de uma reta que passa por um ponto dado (x, y ) € tem co-
eficiente angular m é da forma:

y—yo=m(z—20).
Exemplo: Podemos obter a equacao da reta tangente a curva.
flz)=2"—6z+2 em z=4.
Note que, para x = 4, temos
y=f(4)=4"—-6-4+2=16—24+2=—6.
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Devemos calcular, agora, a derivada da fun¢g&o no ponto x = 4.

f'(x) =2x—6, logof'4) =2.4-6=_2. Dessa forma, a equagao da reta
tangente a curva no ponto (4, —6) &

y=(6)=2(x-4)
y+6=2x-8
y=2x—14.

Para refletir

1. Encontre a equagao da reta tangente a curva f{x) = 3x> —5x no ponto em
quex=1.

2. Ache a equagéo da reta tangente & circunferéncia y = v/ 2 —x” no ponto

(1 1).

2. Crescimento e decrescimento de fun¢odes

Definigao: uma fungéo f'é crescente quando, atribuindo valores crescentes
para X, encontramos valores crescentes de f{x), ou seja, considerando x, <x,,
encontramos f(x,) < f(x,).

Definigao: uma funcao f € decrescente quando, atribuindo valores crescen-
tes para x, encontramos valores decrescentes de f{x), ou seja, considerando
x,< x,, encontramos f{x,) > f(x,).

Uma fungéo pode nédo ser crescente em todo o seu dominio. Nesse
caso, podemos encontrar intervalos, nos quais a fungao é crescente e outros
em que ela é decrescente.

Exemplos:

1. Observando os gréaficos das fun¢des, podemos verificar o seu crescimento
ou decrescimento.

a) / b) e

o - M W s W@
—
[

34

Crescente Decrescente
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Decrescente nointervalo  |—oo,2]

Crescente no intervalo [2, + oof .

2. Analisando o crescimento e decrescimento da fungéo

_|1+z, sex=0
f(x)_{l—x, sex <0

Notamos que, para valores maiores que zero e x, < x,, temos:

x1<x2
1+ <1+a,

flz,) < f(z,) = f écrescenteem[0,+ oo]

Para valores menores que zero e considerando x, < x,, temos:

x, < x, multiplicando por —1.
X, >,

I-x,>1-x,

fix) > fix,) = é decrescente em | — o0,0].

Para refletir

cimento:
a) b)

1. Observando os gréficos, identifique intervalos de crescimento ou decres-
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2. Analise, quanto ao crescimento ou decrescimento, a fungéo f () = 1

x?
quando x > 0.

3. Maximos e minimos

Definig&o: uma funcéo ftem méaximo absoluto em um ponto x , se para todo
x do seu dominio, temos que f(z) < f(zo). Nesse caso, f{x,) € chamado valor
maximo da funcao.
Defini¢ao: uma fungo /' tem minimo absoluto em um ponto x , se para todo
x do seu dominio, temos que f(z) = f(zo). Nesse caso, f{x,) € chamado valor
minimo da funcéo.

Podemos nos referir aos pontos de maximos e minimos absolutos como
pontos extremos absolutos da fungéo.
Exercicio resolvido
1. Determine o valor de maximo ou minimo absoluto, analisando os gréaficos
das fungoes:

a) . b)

Solugao: a) x = 2 é ponto de maximo absoluto b) x =0 é um ponto de minimo

absoluto.

Definigdo: Considere x, um ponto do dominio da fung&o /. Temos que fix )

ser&:

1. um valor maximo local (ou relativo) em x , quando f(z) < f(z.) para qual-
quer x na interse¢&o do dominio de fcom um intervalo aberto / contendo x .

2. Um valor minimo local (ou relativo) em x , quando f (z) > f(z,) para qual-
quer x na interse¢&o do dominio de fcom um intervalo aberto / contendo x .
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Chamamos de pontos criticos os pontos em que /'(x) = 0. Os extremos
locais séo pontos que tem f'(x) = 0, pois a reta tangente ao grafico, nesses
pontos, é paralela ao eixo . Por outro lado, nem todo ponto que tem a derivada
zero é um extremo local, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Seja f{x) = x’. Neste caso, /'(x) = 3x’ e f(x) = 0 somente para x = 0
Porém, pela definico, este ponto ndo é um extremo local.

Nesse caso, o ponto x = (0 € chamado ponto de inflexao.

Quando encontramos os valores em que a derivada se anula, temos
os possiveis candidatos a extremos locais onde a fungéo é derivavel. Porém,
extremos locais podem ocorrer em pontos onde a fungdo n&o é derivavel.

Exemplo: Considere a fungéo f{x) = |-x +3| —1. Observe que a fungdo ndo é de-
rivavel para x = 3, mesmo assim, pela definicdo, este ponto € um minimo local.

Concluséo: Se o ponto x, do dominio de uma fungéo é um extremo local,
entao teremos que uma das seguintes afirmacgdes é verdadeira:

a) fnao é derivavel no ponto x .

b) fé derivavel e f'(x ) = 0.
Quando desejamos encontrar maximos e minimos absolutos de fun¢des

derivaveis, em um intervalo /a, b/, determinamos os pontos criticos no intervalo
aberto (a,b) e comparamos com as extremidades f{a) e f{b). O maior € 0 menor

desses valores serdo, respectivamente, 0 maximo e o minimo absoluto.
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Exercicios resolvidos

1. Analise a fungéo f{x) = sen x, para valores de x no intervalo fechado [0, 2x]
determine o que se pede:

a) maximos locais
Solugao: r = % e r=21

b) minimos locais
Solugdo. =0 ¢ z= 3

2
€) maximo absoluto
Y

Solugao: r = 9
d) minimo absoluto

Solugao: r = 37”

2. Determine os pontos de maximo e minimo absoluto da fungéo f{x) = x* —x’
+ 2, nointervalo /~1,3].

Solucao:

A funcio n&o possui pontos de descontinuidade e para determinar os
pontos criticos basta encontrar os pontos que anulam a derivada.

f'(x) =3x"—2x
x(3x—-2)=0
_ _ 2
x=0ou x= 3
Determinamos os valores de f'para os extremos e os pontos criticos.

F=1)=0,73)=20,£(0)=2 ¢ f(Z)=39.

Comparando os valores, temos que: em x = —I encontramos o minimo
absoluto e em x = 3 encontramos 0 maximo absoluto.

e
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Para refletir

1. Seja fix) =x* + 2x’ — 4x — 2, x € [-3,2]. Encontre os pontos de maximo e
minimo absolutos da funcao.

2. Determine os pontos criticos da fungao f(x) = |- + 4x].
3. Encontre maximos e minimos absolutos de cada funcéo:

a)fix) =3x—1,comx € [-2,3].
b) fix) =x*— 16, comx € R
C) flx) =x*—3x— 11, comx € [-2,2]

4. Utilizando a derivada primeira e a derivada segunda
para tragar graficos

Teste da derivada primeira: Seja fuma fung&o derivavel em (a,b).
1) Se /'(x) > 0 para todo x e (a,b) entéo f € crescente em todo o seu dominio.
2) Se f'(x) < 0 paratodo x € (a,b) entdo f'é decrescente em todo o seu dominio.

Demonstra¢ao: Demonstraremos para f'(x) > 0. O caso em que f'(x) < 0 pode
ser feito de maneira totalmente analoga.

1) Supondo que f"(x) > 0 para um ponto x e (a,b) temos

lim f (@ +h) = f(z)
h

h—0

=f"(z) > 0.
Sendo assim, para valores pequenos de h, temos

feth=f)

Seh>0=z+h>ze flx+h)—f(z)> 0, donde segue que
fle+h)> f(z), parah> 0.

Por outro lado, se h < 0=x+h <z e fx+h)—f(z) < 0. Nesse
caso, concluimos que

flz+h) < f(z), parah<0.

Em ambos os casos, f é crescente perto do ponto x € (a,5). Como f'(x) >
0 para todo x € (a,b), a fungéo f'é crescente em todo o intervalo (a,b).

Utilizamos essa informacéao para identificar se um ponto critico € um
extremo local.

Concluséo: Para identificar se um ponto critico x, € um extremo local de 1, €
necessario verificar se /" muda de sinal.
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a) Se f'(x) > 0 antes de x, (a esquerda de x ) e f '(x) < 0 depois dele (a
direita de x ), temos que x & um ponto de méaximo local da fungéo f.

b) Se /' (x) < 0 antes de x, (a esquerda de x ) e f'(x) > 0 depois dele (a
direita de x ), temos que x € um ponto de minimo local da fungéo f.

c) Se n&o houver mudanca de sinal antes e depois do ponto critico x,
entéo x n&o & maximo, nem minimo local.

Exercicio resolvido

Encontre os pontos criticos da fungéo f{x) = x* — 6x. Use a derivada pri-
meira para identificar intervalos de crescimento e decrescimento e pontos de
maximo e minimo locais.

Solugéao: Calculamos inicialmente a derivada e os valores que tornam f'(x) = 0.
f'(z)=32"—6
'—6=0=>2=—y2 ou z= ﬁ, que sdo os pontos criticos.
Testando valores temos: para z <— V2, vemos que f'(x) > 0 e afungédo é
crescente; f'(x) < 0 para —\/5 <z< \/5 , e afungéo é decrescente neste inter-
valo; para x > V2 , vemos que f(x) >0 e a fungéo é crescente. Dessa forma, con-
cluimos que —\/5 € um ponto de maximo local e \/5 € um ponto de minimo local.
Analisando os gréaficos de curvas crescentes e decrescentes, notamos que:

a) a concavidade esta voltada para cima quando a derivada é crescente, ou
seja, quando a derivada segunda é maior que zero. Note que na medida em
que x cresce a inclinagdo das retas tangentes também cresce.

b) a concavidade esta voltada para baixo quando a derivada é decrescente,
ou seja, quando a derivada segunda é menor que zero. Nesse caso, quando
x cresce a inclinagdo das retas tangentes diminui.

1 r
3 i Ta Ty
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Teste da concavidade: Seja fuma fungéo que é duas vezes derivavel em um
intervalo aberto (a,b).

a) Se f"(x) > 0, para todo x € (a,b) entdo, neste intervalo, a concavidade do
grafico de f'esta voltada para cima.

b) Se ' "(x) < 0, para todo x € (a,b) entdo, neste intervalo, a concavidade do
grafico de f'esta voltada para baixo.

Observagao: Se a concavidade mudar de sentido sem que a fungdo tenha
mudado o crescimento, temos um ponto de inflexao.

No teste da derivada primeira é necessario conhecer os sinais da derivada
primeira em certos intervalos. O teste a seguir torna o trabalho ainda mais facil,
sendo necessario, apenas, conhecer a derivada segunda nos pontos criticos.

Teste da derivada segunda: Seja x  um ponto critico da fung&o f, ou seja, f
'x)=0.

a) Se f"'(x ) < 0, entdo x, € um ponto de maximo local.

b) Se f"(x ) > 0, entéo x, € um ponto de minimo local.

Observagao: Se em x , temos que f"(x ) = 0 e a concavidade muda de sentido,
entao este ponto € um ponto de inflexo.

Exercicio resolvido: Encontre os pontos criticos da fung¢ao f(x) = x° — 6x. Use
a derivada primeira e a derivada segunda para identificar pontos de maximo e
minimo absolutos.

Solugao: Calculamos f(x), f "(x) e os valores que tornam f'(x) = 0.
f'(x)=32"—6¢ f"(z) =6
31— 6=0=2=—+/20uz =42 que saoos pontos criticos.

1 (=/2)==642 < 0, logo ponto de maximo.
7(/2)=642 >0, logo ponto de minimo.
Verificamos que os testes anteriormente mostrados sédo bons indica-

dores na hora da construgao de gréficos de fungdes. Podemos ter em mente
alguns dados importantes, como:

a) conhecer os pontos criticos;

b) intervalos de crescimento e decrescimento;

C) posi¢cao da concavidade;

d) intersegbes com os eixos coordenados;

e) limites préximos dos pontos de descontinuidade e no infinito.
Exercicio resolvido: Esboce o gréfico da fungdo f(z)=2"— 5.

Solugao: Note que fé continua. Calculando a derivada primeira e a derivada
segunda, temos:
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f'(z)=5z'"-5 e f(x)=20z"

br'=5=0=x=—1 e z=1quesdoasraizesreaise 20z’ =0=z=0
Observe que

f(=1)=4 ¢ f"(—1)=—-20 < 0, logo ponto de méximo,

f(1)=—4 ¢ f"(1)=20> 0, logo ponto de minimo.

Quanto a concavidade,

z < 0,/"(x) < 0, concavidade para baixo

0 < z,f"(z) > 0, concavidade para cima e

x = 0 é ponto de inflexao.

Para refletir
1. Esboce o grafico das fungoes:

a) flz)=2'—1" d) f(z)=z(z’—1)

b) f(z)=z'— 62 e) fz)=1—3senx
0) f(z)= x;-vl- 1

5. Problemas de otimizagao

Daremos, a seguir, exemplos de problemas de otimizagdo que podem ser re-
solvidos utilizando nossos conhecimentos de célculo.
Destaque os pontos importantes:
a) identifique as grandezas envolvidas no problema;
b) analise valores que sejam possiveis para a resolugdo do problema;
C) escreva a equagao ou as equagoes.
d) use a derivada primeira e a derivada segunda para detectar pontos criticos

e possiveis solucoes.
Exercicios resolvidos: Determine dois nimeros cuja soma é 100 e o produto

€ 0 maximo possivel.
Solugao: Considere x e y como varidveis. Podemos escrever as seguintes

equacodes:
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x+y=100e P=x.y => P=x.(100—x) => P=—x?+ 100x
Calculamos P’ e P", para determinar pontos criticos.
P'=-2x+100 e P'=-2

2x+100=0=x=150 e P"(50) =—-2 <0, logo ponto maximo.
Portanto, os valores devem ser x =y = 50.

2. Desejamos construir caixas, sem tampa, :--
com folhas de dimensao 20 cm por 35 cm. A |
caixa sera construida recortando-se quadra-
dos dos cantos, como mostra a figura. Deter- :
mine o lado dos quadrados que devem ser X
recortados para que se tenha uma caixa com

volume méaximo.

Solugao: Chamaremos de x o lado do quadrado do canto.
Escrevemos a equagéo para o volume:
V=z(35—2z) (20— 2x)
V =42 —110z* + 700z.
Sendo o dominio de defini¢&o o intervalo [0,10].
Encontramos V' e V", para determinar pontos criticos.
V'=122*—2202z+ 700 e V"= 24z — 220
De 12z* — 220z + 700 = 0 encontramos pontos criticos aproximados 4,/ e 14,2.

Podemos desprezar o segundo desses valores, pois 14,2 nao esta no intervalo
de definic&o [0,10]. Para a derivada segunda, temos que V"(4,1) =-121,6 <0,
donde concluimos que 4,1 é valor de maximo.

Portanto devemos escolher o valor x =4, 1cm

Para refletir

1. Encontre a area méaxima de um retangulo cujo perimetro € igual a 60 cm.

2. Determine um ponto do gréfico da fungéo f(x) = x?, que seja 0 mais préximo
possivel do ponto (0, 1). Lembre que a disténcia entre dois pontos (x, y,) €
(x,v) édadapor /(z.—z:) +(y.—y.) .

3. Umreservatério, no formato de um cilindro, deve ter a capacidade de 20’
Para construi-lo, o custo das bases é de R$ 20,00 por metro quadrado e
o custo da lateral é de R$ 16,00 por metro quadrado. Determine o raio da
base e a altura do reservatério para que o custo seja minimo.
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6. Regra de L'Hépital

Concluimos a unidade apresentando mais uma aplicagéo das derivadas. A
regra de L'Hopital facilita muito o calculo de limites que envolvem indetermina-
¢oes utilizando os conhecimentos de derivadas.

No caso de indeterminagdes do tipo %: supondo f{a) = g(a) = 0 e que
existam f(a) e g'(a), com g'(a) # 0, a Regra de L'Hépital nos diz que:

lim f(@) _ f'(a)

o glz)  g'a)”

Demonstragao:
Partindo de /(@) , temos que:
g9'(a
im (LL‘ - (CL x)—fla
(a) — ljﬂ ! iL)“_j(: ) — lim !t :z—é( ! _lim f(&) —f(a)
¢'(@  1imgl) —gla) = gl —gla) - g(z)=g(a)

Sabemos que f{a) = g(a) = 0, assim,

f'(@) _im f@) =0 _im f(2)

g(a) o gl@)—0 +0gla)

SeENT
xr

Soluc¢ao: Note que, para x = 0, temos uma indeterminagao do tipo% .Aplican-
do a regra de L'Hépital, temos:

im Senx 1m COSZ
lim = lim 1 —cosO=1

Exercicio resolvido: Calcule lim,_,

z—0 x z—0

A regra de L'Hopital pode ser utilizada em outras indeterminagdes do
. o0 . y ~ =
tipo . oo 0 e oo — 0. Se quando aplicarmos a regra de L'Hopital encon-
trarmos uma nova indeterminagcao, podemos utiliza-la novamente para a de-
rivada segunda. No caso de uma nova indeterminagao passamos a derivada
terceira, e assim sucessivamente.

Rtividades de avaliagdo

1. Determine os limites:

. z'—5xr+4
a) lim, , P t+r—2
. sen 2x
b) lim, ., sen 3r
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. 1—cosz
C) hmzao T

bx’— 2z

d) lim.. Tx'+1

Sintese do Gapitulo

A primeira aplicacao de derivadas apresentada foi a possibilidade de
determinar equagdes de retas tangentes as curvas.

Conceituamos funcodes crescentes e decrescentes, maximos e mini-
mos absolutos, maximos e minimos locais, pontos criticos (f'(x) = 0) e pontos
de inflexao.

Verificamos que os pontos criticos séo possiveis candidatos a extremos locais,
porém, os pontos em que a fungéo n&o € derivavel também podem ser extremos.

Teste da derivada primeira: Seja fuma fungéo derivavel em (a,b).
1) Se f'(x) > 0 para todo xe(a,b) entdo fé crescente em todo o seu dominio.
2) Se f'(x) < 0 para todo xe(a,b) entdo f é decrescente em todo o seu dominio.

Um ponto critico x de /'€ extremo local se /' muda de sinal em x . Se
o sinal muda de positivo para negativo temos um maximo local em x ,e um
minimo local se o sinal de /" muda de negativo para positivo. Quando ndo ha
mudanga de sinal, entdo x n&o € maximo, nem minimo local.

Teste da concavidade: Seja /' duas vezes derivavel em um intervalo
aberto (a,b).
a) Se f"(x) > 0, a concavidade do gréafico de festa voltada para cima.
b) Se /"(x) < 0, a concavidade do gréafico de f'esta voltada para baixo.

Se a concavidade mudar de sentido sem que a fungao tenha mudado o
crescimento (crescente ou decrescente), temos um ponto de inflexao.

Teste da derivada segunda: Seja x, um ponto critico da fun¢éo f.
a) Se f"(x ) < 0, entdo x, € um ponto de maximo local.
b) Se f"(x ) > 0, entdo x € um ponto de minimo local.
c) Se f"(x) = 0 e a concavidade muda de sentido, entdo x € um ponto de
inflex&o.

Estudamos problemas de otimizag&o que podem ser resolvidos utilizan-
do nossos conhecimentos da derivada primeira e derivada segunda e conclu-
imos a unidade apresentando a regra de L'Hépital, que facilita muito o célculo
de limites que envolvem indeterminagdes, e diz que: Jiy, () _ f'(a

gl@)  g'(a)’
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|eituras, filmes e sites

Pesquise mais exemplos e exercicios de aplicacbes de derivadas:
http://mww.igm.mat.br/aplicativos/index.php?option=com_content&view=articl
e&id=796:exercicios-aplicacoes-derivadas&catid=98:calculol

Maximos e minimos: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/03/apli-
cacao-de-derivada-para-determinacao.html.

Interpretacdo grafica da derivada primeira e derivada segunda: http:/alfacon-
nection.net/pag_avsm/Idt0304.htm
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Fundamentos do Calculo E

Objetivos

¢ Resolver integrais definidas e indefinidas

e Utilizar propriedades de integrais

o Utilizar o método da substituicéo para resolver integrais

e Compreender a interpretagdo geométrica das integrais

e Conhecer o Teorema Fundamental do Célculo e as integrais de Riemann

Introducao

Neste capitulo abordaremos nog¢des e propriedades de integrais indefinidas,
ou antiderivadas, as integrais das principais fungdes elementares, as integrais
definidas, o teorema fundamental do célculo e uma apresentacéo das inte-
grais como limites de somas de Riemann. Ao final deste estudo, esperamos
que o aluno saiba resolver integrais definidas e indefinidas e compreenda a
interpretacdo geométrica das integrais.

1. Alintegral como antiderivada

Iniciamos esta unidade observando as derivadas de algumas fungdes.
Gx)=2x"-3°+1 e G'(x) = 8 — 9%’
H(x) =2x*-3x*-2 e H'(x) = 8 — 9%’
I) =2 =3¢ e I'x) = 8¢ — 9%
Note que apresentamos fung¢des diferentes, mas encontramos a mes-

ma derivada para todas as fungdes. E mais, todas as fung¢des do tipo F(x) =
2x'—3x* + ¢, com ¢ € R, geram derivadas f{x) = 8’ — 9x°.

Chamamos a fungéo F(x) de antiderivada ou primitiva da fungéo f{x) ,
sempre que F'(x) = f{x), para todo x do dominio da fungéo.

Definigao: Denominamos como integral indefinida da fungao f, o conjunto
das fungdes primitivas de f'e representamos da seguinte maneira:

[f@de=F)+c,
onde f € o sinal da integral, f{x) € o integrando, x é a variavel de inte-
gracéo, c € R e F é uma funcéo tal que f=F".
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Exemplos:

1. Seja fix) = 3x*. Podemos determinar as primitivas da fungéo f.

f3x4dx=%+c, com ¢ € R.

De maneira ge+rlal calculamos este tipo de integral como:
fx“dx= axj-l +c, a,ceER e a#—1.
Em particular,
/ dr=xz+c.
2. Dada f{x) = cosx, suas primitivas sdo da forma F(x) = senx + ¢, com ¢ € R.
Vejamos mais algumas integrais de fungées trigonométricas:

/sen kx dx Z—%—l—c

fcoskzdxzw—m

fseczxdxztgx+c

fcossechdx=—cotgx+c
/secxtgxdx=secx+c

/ cossecx cot gx dr =— cossecx + ¢

3. Calculando a integgl;

Quando integramos fungdes exponenciais, temos:

fe’“dx=%m+c.

/a’dx = 1?1; +ec.

4. Encontrando a integral indefinida, temos:

/%dx=lnx+c, x> 0.

Para calcularmos integrais precisamos lembrar bem as derivadas.
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Para refletir

1. Determine as primitivas das seguintes fungoes:

a) flx) = 3x*
b) fix) = —sennx
2. Calcule as integrais:

a)f%dx
b) [ 2'da
c) f\/gdx

2. Propriedades da integral indefinida

As regras algébricas que aprendemos para limites e derivadas, também valem
para o célculo de integrais.

[kf@de=k [ fz)dz
[17@) £9@)da= [ f@)de+ [ g(a)da.
Exercicios resolvidos:

1. Caleule: [ (3¢ +2°—1)da.
Solugao: Podemos analisar a integral termo a termo, para encontrar a primitiva.

5 3
3fx4dx+fx2dz—/dx=%+c1+%+cz—x+cg,cl,cz,cgER

5 3
= 3% +%—x+c, c=citcotcs.

2. Calcule a integral: f sen’zdz.

Lembre que: sen’r = L;S%_

Solugao: Desta forma,
fseandx=dex:%fdx—%fcos%dx

x 1 sen2z _ T sen2x n

979 9 TeT9gTy
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Para refletir

1. Encontre as integrais indefinidas:

a) f(senx+cosx)dx d) fx_ldx
o) [ (o2~ 1)do &) [ 3¢ du
c) f bsenz dx

3. Método da substituicao para calcular integrais

Podemos mudar a variavel para resolver integrais. Sejam f'e g fungdes tais que
a composta /o g esteja definida. O método da substituicio consiste na seguinte
ideia: se soubermos calcular a antiderivada de f, entdo podemos encontrar.

[ 1

De fato, se F'-ftemos que (Fog)'(x)=(f-g)(z) ¢'(x). Ouseja,
g = (Feg)(x >+c— (g(z))

Podemos sintetizar essa discussao. fazendo a substituicéo g(x) = u, temos

[14@) g @de=Flga)) +c=Flu)+c= [ fu)du.

Na pratlca, usamos a relagao acima para justificar que: chamando g(x)
=y, temos g'(x)dx = du e escrevemos diretamente a igualdade simplificada.

[1g@) g @dz= [ flu)du.

Exemplo: Calcule a integral:

[Vor+1da

Chamaremos v =22+ 1 = du = 2dz = dx = %du. Assim,

[Vor+1 dx=f 5§du
%
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Para refletir

a) [3(20-5)"dz

1. Utilize a substituicao de variavel para calcular as integrais:

c) fcos (5z +2)dx
N 2z

b)fm“ d)fx2+3dx

4. Integral definida e o Teorema Fundamental do Calculo

Considere uma funcéo continua f{x) com f(z) = 0 para todo = €[a,b],onde
[a,b] € um intervalo fechado e a < b. Desejamos calcular a area S da regido
limitada pelo gréfico de £, o eixo x e as retas x =a € x = b, como mostra a figura.
O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) diz que a érea S € igual a F(b) —
F(a), onde F(t) € uma antiderivada da fungao 1{2).

N
N

Para tanto, consideramos a area S(#) limitada pelo grafico de f, o eixo x e as
retasx =a e x =t paracadat e [ab]. Observamos que S(a) =0 e S = s(b) - S(a).

A fim de verificar o TFC, mostraremos que a fungdo area S(#) satisfaz
S'() = f(1), ou seja, S(t) = F(¢) + ¢ € uma primitiva de ().

o~

f) Sla + h) — Sa)

S(z)

I { t+h

b

Dados t e (a,b) € h>0, sejam f{x ) e f(x,) os valores de minimo e maximo
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de f'no intervalo /¢, t +h/, respectivamente, com x, x, € /¢, t +h]. Uma fungéo
continua, sempre atinge seus extremos em um intervalo desse tipo. Sendo
assim, podemos comparar a area S(t + h) — S(¢) representada na figura anterior,
com as areas dos retangulos de mesma base e alturas f{x ) e f{x,).

faz)

. flx)
'rl__]'.' - .I.' .’.: .-.'
S(x+ k) - S(x) | 9(a) Stw + h) - S(a) |
i

fl@).h<S(t+h)—S(t)

T <f(zs).h
o) < SUER =50 )

O mesmo ocorre com 4 < (. Quando & — 0, temos que

limf(z,)=limf(2,) = f(¢). Dessa forma, concluimos que
h—0 h—0

<limSE+h) =S _

f(t) T h-o h _f(t)
e, portanto,
S(0) :1jilS(t+h})L—S(t) ().

Em particular, para o célculo da area da regido que vai de a até b, deve-
mos encontrar a fungéo F cuja derivada € a fungéo fe calcular. S = F(b) —F(a).
Definigao: Seja f continua no intervalo /a,b]. A area F(b) — F(a) € usualmente
denominada integral definida da funcéo f'de a a b, onde F é a fungéo area
construida nos gréaficos apresentados anteriormente. Indicamos a integral de-
finida de f'por

| f@dz=F(®)~F(a)

Observagao: Na resolugcéo das integrais definidas, usaremos a seguinte no-
tacao:

b
F(z) | = F(b)—F(a).
Exercicios resolvidos:

1. Calcule a area da regido sombreada na figura delimitada pelas curvas f{x)
=-—x’+5x,0eixoxeasretasx=7/ex=4.
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2 1 Jo

Solugao: Calculamos a primitiva da fungéo f e aplicamos nos valores x = /

ex=4.
__x b
F(x) = T+
_ -1 51°_ 13 4 5-4° 112
F(1)= 3+ 9 6 e F(4) 3t 9 =6

2. Encontre a area da regido limitada pelo gréafico da curva f{x) =x°, o eixo x €
asretasx=-lex=4.

Solugao: Calculamos a integral da fungao definida de x =—1 até x =4, ou seja,
Cay a4 (=1)° _ 64,1 _65
| vde= | = = —

3'4 3 3 3 3 3

Passemos a analisar o caso em que a fungdo assume valores positivos
e negativos, ou seja, seu grafico pode gerar regides acima ou abaixo do eixo
x . Dessa forma, as areas formadas abaixo do eixo x sédo contadas com valor
negativo na integral definida, ou seja:

i
p
1
|
|
1 A,

N

\
\/

1)Se f(z) =0, para x € [a,b], temos que

o= [ @)z
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2)Se f(z) <0, para x € [b,c|. temos que

S2=‘[Cf(x)dx‘=—fbcf(x)dx.

3) Finalmente, a integral definida de f'em /a,c/ é dada por

[ f@de= [ f@)det [ f@)dr=5.-5..

Alem disso, podemos escrever a drea delimitada pelo gréafico de £, o eixo
x e as retas x = a e x = ¢ em termos das integrais definidas como:

§=5-5.= [ f@)de— [ fa)ds

Observagao: Sendo assim, a integral definida pode ser interpretada como a
area delimitada pelo gréfico da fungéo e o eixo x, sendo essa area contada
com sinal positivo ou negativo, dependendo do sinal da fung&o. No entanto, o
célculo das integrais definidas de fungdes que mudam de sinal, também pode
ser feito diretamente, como no caso das fungdes positivas: encontrando uma
primitiva e aplicando o TFC.

Até agora, s6 demos sentido ao valor f f@)de quando a < b. Mas tam-
bém é importante considerar a ordem de integragao. Sendo assim, quando
escrevermos f f(@)de significa que estamos integrando a fungdo fde a até b
Definimos a integral de f'de b até a como sendo

[ f@dz=["s@ad.

Exercicio resolvido:
1. Determine a area da regido limitada pela curva f{x) = x’ — 2x’ — 8x € 0 eixo x.

Solugao: Observamos que a fungéo tem como raizes os valores x = -2, x =
0 e x = 4, ou seja, a fungdo assume valores positivos e negativos. Note que
f(x) =0 para valores de z € [—2,0] e f(z) <0 parazx € [0,4]. Desta
forma, devemos determinar.

0/ 3 2 toos 2 _
[ (2°— 2z —8x)dx—/(; (2" — 22" —8x)dx =

(x4 2z° 87%2)| 0 _(x4 2z’ 8x2>| !

\4 3 2/, \ 4 3 2 /%

_24 2 _23 ) 4 A3 )
| CA 2 EA o [A 2 g e
_ 20,128 _ 148
3 3 3

2. Calcule
4
[ (2* — 22— 8x) dz.

2
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Solugao:
[ @~ 20— 80)do = (%—27—4352)|

4

2 -2

4 3 3
= (T4~ S22y
128 m_—ws
=3 t3 =3 -

Para refletir

eixoxeasretasx=-—2ex=2.
2. Seja fix) = x’ —4x+5. Calcule a area sombreada na figura:

- {
a\] /
5

4
3
2\
BN
0

2 -1 o1 2 3 4 5 6 7 8

da fungao f{x) e o eixo x.

5. Propriedades das integrais definidas

Pelo teorema fundamental do célculo, podemos usar as propriedades das in-
tegrais indefinidas para integrais definidas e acrescentar mais algumas.

fabf(x)dxz—/baf(x)dx

a) Integragdode v atéa:
[ t@dz=o.

b) Multiplicagao por uma constante:

[k r@de=k- [ fz)d

¢) Soma ou subtragao:

[ @ tg@)dr= [ f@drt [ g ds

d) Adi¢ao de intervalos

fabf(x)d%‘Ffbcf(x)dx:facf(x)dx
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1. Determine a &rea da regi&o limitada pelo gréfico da curva f(x) = x’+4, 0

3. Considere a fungao f{x) = x* — 3x’ — 4x. Calcule a area limitada pelo grafico
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Exemplos:
1. Sejam f{x) e g(x) fungdes continuas, tais que:

f13f(x)dx=—2 e /lgg(x)dx= 5.

Podemos calcular integrais utilizando as propriedades.

[ 1@ +g@]dz= [ f@)dz+ [ gle)dr=—2+5=3

2. Calcule o valor da seguinte integral definida

/(;1«/1 —2* 2’dz.

Substituindo u = 1 —x* e du = —3x’dx. Observamos que x = 0 implica u = 1
e que x = ] implica u = 0, ou seja, a ordem de integracdo se inverte depois da
mudancga de variaveis. E assim, temos:

Para refletir

1. Considere que fozf(:v)dr =3e fzsf(x)dx =5. Calcule o que se pede:
@A%f@@

b) | f(x)dz

c) fo f(@)da

2. Suponha f14f(m)dx =—2 ¢ f14g(a:)da: =7. e Calcule:

[ 37(@) 20 ) ).
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6. Integrais de Riemann

Apresentaremos nessa se¢do uma maneira diferente de calcular a integral
definida de uma fungao. Seja f{x) uma fungao que pode assumir valores posi-
tivos, negativos ou zero em um intervalo fechado /a, t/. Podemos dividir esse
intervalo em n subintervalos de comprimento 4. Em cada subintervalo esco-
Ihemos um ponto x,. Observe que a area S determinada pelo grafico de f e
pelo eixo x pode ser aproximada pela soma das areas S, dos retangulos, cujas
bases s&o os subintervalos da divisdo e de altura f{x) como podemos ver na
figura a seguir.

A

flx)

Podemos escrever entéao

n

S= 1Si= _ flx).h
1= 1=
Essas somas s&o chamadas somas de Riemann e, passando ao limi-
te, quando n — o e 0 comprimento dos subintervalos #—0 obtemos um valor

que é chamado de integral de Riemann da fun¢ao f'no intervalo /a,¢/.
Dessa forma, temos:

t . n
[t@dr=s=1m " f@).p
Exercicio resolvido: Calcule a soma de Riemann para a fungéo f{x) = -’ —
2x, no intervalo —2 < x < 0, utilizando 5 subintervalos de mesmo tamanho.

0
Ao final dos célculos, compare com o valor de / f(x)dz.
-2

Solugao: Dividimos o intervalo —2 < x < 0, em 5 subintervalos de compri-
mento h = 5 e escolhemos um ponto em cada intervalo

fed e B Yo 4 Yt 4 4]
X4 :_% S —%, —% ex;=0¢€ [—%,O].

Calculamos os valores da fung&o nos x, e multiplicamos por h para obter
a soma de Riemann pedida:
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f(@) h+f(@) h+f(xs) h+f(z) h+fzs)
=|A=5) A=) oA =5 ) -F)+s )]

16 24,24 16, ]2 _
—25+25+25+25+0]5—1»28-

h=
2 _
5=

Calculando /: 20 f(x)dzx , temos:

[zof(x) dz = <_%3_372) _Tz:_[_ (_32)3 — (= 2)2] = % ~1,3.

Quando comparamos, observamos que o valor da area utilizando so-
mas de Riemann é proximo do valor exato calculado com a integral definida
no intervalo. Para obter uma aproximagao melhor, seria necessario considerar
uma quantidade maior de subintervalos.

Rtividades de avaliagdo

1. Utilize as somas de Riemann para calcular a area aproximada que o grafico
da fungéo f(x) = X*+x° —6x faz com o eixo x, no intervalo —3 <z < 2, utili-
zando 6 subintervalos.

2. Calcule a integral:
2
f (2 +2°—6x)dx

e compare com o valor encontrado na atividade anterior.

Sintese do Capitulo

Chamamos a fungdo F(x) de antiderivada ou primitiva da fungdo f{x),
sempre que F'(x) = f{x), para todo x do dominio da fung¢do. Denominamos
como integlﬂ inde2ida da funcao f'o conjunto das fungdes primitivas de fe
representamos por:

ff(x)dx =F(z) +ec,
onde c € R e Fétal que f=F". Por exemplo, calculamos:

a+l

fx“dele—Fc, iCER e a#—1.

Conhecemos integrais de fungdes trigopnométricas, exponenciais e lo-
garitmicas:
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Fix) +c
[ 7@)da é
ko
sen _ coskx Yo
k
fox
cos. sezkx Yo
sec’x tgx+c
cossec’x —cotgx+c
secxtgx secxtc
cossec x cotgx —cossecxtc
& e
F e
x! Inx+c

Verificamos que as regras algébricas de limites e derivadas, valem para
as integrais e apresentamos o método da substituicdo para a composta f - g,
substituindo g(x) = u, temos que

[79@) ¢ @dr=F(g@))+c=F(u)+c= [ f(u)du.

Apresentamos o Teorema Fundamental do Célculo (TFC), que diz que
a area S = S(#) limitada pelo eixo x e pelo gréafico de /'é uma antiderivada da
fungéo f(#). Para o célculo da regido de a até b, encontramos a fungéo cuja
derivada é a fungéo f'e calculamos S = S(b) — S(a). Definimos a integral definida
da fungéo continua fem /a,b]/, como o nimero real F(b) — F(a), onde F é uma
primitiva de f'e a indicamos por

b
[ 1@)de=F ()~ Fl(a)
Em particular, verificamos que as propriedades das integrais indefinidas
passam as integrais definidas:

[ ht@d=k[ f@dr e [ (@) 2g@)de= [ f@drs [ g(@)d
bem como

[ f@de=0e [ f@)dz+ [ f@)da= [ f2)da.

Finalmente, apresentamos uma maneira de calcular, ou aproximar, inte-
grais definidas como limites de somas associadas a particdes do intervalo de
integracao (Somas de Riemann). Para f(x) definida em /a, ¢#/, dividimos o inter-
valo em n subintervalos, e em cada subintervalo escolhemos um x,, formando
retangulos de mesma base /4, e altura f{x ). Usamos a soma das areas desses
retangulos para aproximar a integral definida de fentre a e ¢:

[ f@)az="m % ().,
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|eituras, filmes e sites

Célculo Integral: http://cead.ufpi.br/conteudo/material_online/disciplinas/mate-
matica/download/unidade6.pdf

Integral: http://pt.wikipedia.org/wiki/Integral

Soma de Riemann. Integral Definida. Propriedades. Area: http://www.uff.briwe-
bmat/Calcl_LivroOnLine/Cap21 Calcl.html
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Capitulo 1

Pag. 13
1l.a) 10

Pag. 15

1.a)0
2.0

Pag. 19
l.a)-1
5
E}:
i)3
2.a)-12

Pag. 21
1
La};
e)l
2.a)0
3.a)0

Pag. 23
1.a)0
2x+1

2. lim —_—
X=oo

Pag. 24

1.a) —oo
e) —co
i) —co

Pag. 28
1.a) +co
e)0

Pag. 29
1.0
2.1

Pag. 31
l.a)1

Pag. 32
1.a)e?

Respostas das Atividades de avaliago

b) 8

b)-8

b) 144
f) V6

b) 17
1
b) >
f) ndo esta definido

b)0
b) 0

b)3
= limy 2+ - =2+0=2

b) +oo
f)a
j) +oo

b) —co
f) +o0

b) 3

b) Ve

1
C]E

c)12

c)-1
g)3

1
C];
¢) ndo estd definido

c)0

c1

c) 4o
g) +oo
k) +co

c) +oo
g) +

1
d;

d)o
h)0

d)o

d) +oo
h) —co

d)o

dj1
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Capitulo 2
Pag. 41
1 f'(x) = ]1rnh_.D =limpo0=0 e f'(x)=0
3_,3

2. f'(x) = hmh_o% = limy_o3x% + 3xh + hZ = 3x% e f'(x) = 3x3"1 = 3x?
3.a)0 b) f'(x) = 7x®
Pag. 42

2_pl
1. limy g+ [/ = limy,_ g+ e limy_p+h=10 e
limy,_o- m = limp_q- % = limy_o- =1 = —1, logo f(x) ndo possui derivada no
ponto x = 0.

2. Continua e ndo derivavelem x = =2 ex = 2.

Pag. 46
1.a) 10x* b)2x — 3 c) 15x* —4x® + 2 m5x2+3x
ﬁ 2 _ A3 2 _ x2-2x-1
el . f)3x“+2x—-3 gl —4x” +6x°+2x—4 h]x2 Py
)= j)-8x7S k) —3x~* — 16x73 1) 2x7% — 6x~* — 1635

2.2x+y—1=0
3. f'(x) = 5x%, f"(x) = 20x3, £ (x) = 60x2, f{4) (x) = 120x, f‘s)(x) =120, fm(x) =0
e f“‘)(x) =0, paratodo k = 6.

Pag. 48
Py 2 3xt4ax?-7 -2x
1.a) 4(x5 + 2x5)3 . (514 + ﬁx‘) b) T c) W
d) ~2-(3x2 —5x —2)"3- (6x - 5)
(x2- 1)2

2.f()=3-(x2=7x)2-(2x—7) e f"(x)=6+(x?—7)-(5x% — 35x + 49)

Pag. 50
l.a)—2cosx b) —5senx ¢) —cossec? x
cosx+senx
d)tgx - secx e) — cotgx - cossecx f)——
g)2cosx —3senx
2. FU8)(x) = senx
3. cos? x —sen? x = cos(2x)
4. a) 2cos(2x) b) —4 sen(4x) c)—5cos* x - senx
d)sen?x + 2x - senx - cosx e)(2x — 5) - cos(x? — 5x)
Pag. 53
1.a)5e* b) 2% -In2 + 2x c]x_lln3 d)3*-In3 +5x7!
ellnx+1
f)3* In3-(1+Inx)+3%.x!
g)cosx - (e +logs x) +senx - (ex + r-]]|-1 2)
h)5%-In5-e 2% —2.5%.g72%
2.a) 3%¢"% . In(sen x) - cos x b}ﬁ ¢) 2x - eX7+1
Pag. 54
1 T on
1. a)- oo Parax € [0, 7] b} —parax € [ ] c) — T bParax € [_E‘E]
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1 1 mon
d) T Parax e[0,n] e — Ty parax € [_E’E]
Capitulo 3

Pag. 60
l.x-y =3=0
2. x+y—-2=0

Pag. 61
1. a) Crescente em x < 3 e decrescente em x = 3.
b) Crescente em [1,2][3, ) e decrescente em (—wo, 1]w[2,3].
7 3n T 3m
c) Crescente em IO’E] w l?, 2:-:] e decrescente em [; , ?].
d) Crescente em (—co, co).
2. f(x) = ié decrescenteem x > 0, f'(x) = —x% < 0.

Pag. 65

1. Pontos de maximo: —2 e 2. Ponto de minimo: E

2. x = 2 é o Unico ponto critico

3. a)valor maximo 8 e valor minimo =7
b) ndo existe valor maximo, pois a funcdo assume valores arbitrariamente grandes. O valor
minimo & —16.
¢) valor maximo —9 e valor minimo —13.

Pag. 69
1.
a) b)

c) | d)

e)
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Pag. 71
1. 225 cm?

1 1 1 1
2 (53)ou(-%3)
3. Raio da base 2m e altura do reservatorio 5m

Pag. 72
3 2 1 5
La=7 b3 o5 ds

Capitulo 4

Pag. 79
3x5 COS X
1. a} = +c b} = +c

2.a)lnx+c b}%+c c)

Pag. 80

3
l.a)—cosx+senx+c b)x——lnx+c c)—5cosx+¢c
382x

dInx+c¢ e) +c

Pag. 81
LM%-Qx—®5+C b)VZX —3 + ¢
c]é-sen(5x+2) +c d)In(x>+3)+¢

Pag. 86

Pag. 87
1.a) 15 b) -3 c)8
2.-20

Pag. 89
1. O valor obtido depende dos seis subintervalos escolhidos. Uma possivel escolha de valores

. - 13 4 11 7
nos intervalos é ——, ——, —=, =, = e 2. Nesta escolha obtemos = 10,13.

6 3’ 2" 3 6
2.=10,42
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Computagao

iel a sua missao de interiorizar o ensino superior no estado do Cear3, a
UECE, como uma instituicdo que participa do Sistema Universidade Aber-
ta do Brasil, vem ampliando a oferta de cursos de graduacgao e de pos-
-graduacdo na modalidade de educacao a distancia e gerando experiéncias
e possibilidades inovadoras com uso das novas plataformas tecnoldgicas
decorrentes da popularizagao da internet, do funcionamento do cintu-

rao digital e da massificagao dos computadores pessoais.
Comprometida com a formacao de professores em todos os niveis e
a qualificacdo dos servidores publicos para bem servir ao Estado,
os cursos da UAB/UECE atendem aos padrées de qualidade
estabelecidos pelos normativos legais do Governo Fede-
ral e se articulam com as demandas de desenvolvi-

mento das regides do Ceara.
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